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Mon parcours

§ Cursus pré-thèse « non-standard » entre Grenoble, Paris et Lyon
§ Passage à l’ICP (Grenoble)
§ Passage au LIAFA (Paris)
§ Passage au LIP (Lyon)

§ Thèse d’info fondamentale entre le LIP et le TIMC (Grenoble)

§ ATER au LIRIS (Lyon)

§ MCF à IBISC (Évry) pendant 4 ans

§ PR au LIF puis au LIS (Marseille) depuis 10 ans

Ñ modélisation de l’orifice laryngo-labial
Ñ piles de sable bi-dimensionnelles
Ñ confiance dans les réseaux ad hoc
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Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 5/99



Informatique et modélisation

En guise d’introduction

RésultatDonnées
1197953 ; 244

CALCUL “ ALGORITHME
Calculus : petite pierre
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Informatique et modélisation

Le calcul mental et l’humain

© 2007, La Dépêche (Don Emmert AFP)

§ Prenons Alexis Lemaire par exemple :
§

§

B
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B Recordman du monde du meilleur temps pour calculer mentalement la racine
treizième d’un nombre à 200 chiffres 70,2 secondes
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Informatique et modélisation

Le calcul mental et l’humain

© 2007, La Dépêche (Don Emmert AFP)

§ Prenons Alexis Lemaire par exemple :
§ 3215ˆ 4122?

Réponse : 13252230 (8 secondes !)

§ 13
?

11386011969831383176327411336208679093880962698097?
Réponse : 5937 (5 secondes !)

B Recordman du monde du meilleur temps pour calculer mentalement la racine
treizième d’un nombre à 200 chiffres 70,2 secondes

Ñ Pas mal, non?

§ Nous sommes également très forts en dehors du calcul mental...
mais il existe des frontières infranchissables !
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Informatique et modélisation

Informatique : science ou technologie?

§ Question au centre d’un grand débat à l’École polytechnique au début des années
1990

§ Conclusion : c’est une science, la science de l’information et du calcul
§ Raison : discipline avec ses propres questions et ses propres méthodes

§ D`e›m`a‹n`d`eˇrffl `àffl ˚u‹nffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇu˚rffl `e›nffl ˚i‹n˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ˚r`éṗ`a˚r`eˇrffl ˚u‹nffl `o˘r`d˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl
˚r`e›v˘i`e›n˚t `àffl `d`e›m`a‹n`d`eˇrffl `àffl ˚u‹nffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇu˚rffl `e›nffl ”m`é´c´a‹n˚i`qfi˚u`e `d`eṡ ˜f¨lˇu˚i`d`eṡ `d`e ˚r`éṗ`a˚r`eˇrffl
`d`eṡ ˚t´o˘i˜l´eˇtˇt´eṡ `qfi˚u`a‹n`dffl `c´e¨l¨l´eṡ-`cˇiffl ¯sfi`o“n˚t ˜bˆo˘u`c‚h`é´eṡ.

§ De cette science, des technologies sont nées, parmi lesquelles l’ordinateur, avec
tout le lot d’ingénierie nécessaire pour lier science et technologie (différence
entre « computer science » de « computer engineering » en anglais)
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Informatique et modélisation

Pilier no1 : la calculabilité
Résultat (Turing, 1936)

Tout ne peut pas être calculé.

MACHINE DE TURING

FONCTION

ð
ñ

ALGORITHME

ù
ñ
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Informatique et modélisation

Pilier no1 : la calculabilité
Le problème de l’arrêt

H : existe-t-il un algorithme qui, étant donné n’importe quel algorithme en paramètre,
décide si ce dernier s’arrête?

Démonstration

Par l’absurde.

Supposons qu’un tel algorithme, noté AH , existe et est tel que :

@A, AHpAq “

#

1 si A s’arrête,
0 sinon.

Puisque AH existe, on peut construire AH tel que :

@A, AHpAq “

#

boucle8 si AHpAq “ 1,
s’arrête et renvoie 1 sinon.

Or, par définition, l’exécution de AHpAHq s’arrête si AH ne s’arrête pas et ne s’arrête pas si AH

s’arrête, ce qui est une contradiction. AH n’existe pas, ce qui implique de AH n’existe pas.
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Informatique et modélisation

Pilier no2 : la complexité
Fait
Un même problème admet des solutions plus ou moins « bonnes ».
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Informatique et modélisation

Pilier no2 : la complexité
Fait
Un même problème admet des solutions plus ou moins « bonnes ».

§ Idée :

 
?

§ Combien d’opérations élémentaires? Complexité en temps
§ Combien de mémoire? Complexité en espace
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Informatique et modélisation

Pilier no2 : la complexité
Fait
Un même problème admet des solutions plus ou moins « bonnes ».

§ Idée :

 
?

§ Combien d’opérations élémentaires? Complexité en temps
§ Combien de mémoire? Complexité en espace

§ Exemple : Un algorithme inutilisable pour toujours, le tri par calcul des
permutations

#Elts #σ Temps (3GHz)

10 3 628 800 « 1, 2µs
20 2, 43ˆ 1018

« 26 ans
30 2, 65ˆ 1032

« 3ˆ 1015 ans
100 9, 33ˆ 10157

« 10141 ans
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Informatique et modélisation

L’homme est-il à l’origine du calcul ?

§ Constat : l’homme a mis en place
§ une théorie
§ des modèles et méthodes
§ des technologies

du calcul.

§ Comment? En réfléchissant, en discutant...

§ ... Mais encore?

Le calcul de l’homme, tout comme l’homme en fait,
est un résultat d’un calcul naturel.
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Informatique et modélisation

Qu’est-ce qu’un modèle?

MODÈLE, n.m., XVIe siècle, modelle

1. Œuvre ou objet que l’on imite, que l’on reproduit ; [...]

2. Être, chose dont on reproduit l’image, la forme, l’attitude par la peinture, la
sculpture, la photographie. [...]

3. Personne qu’on prend pour exemple dans sa conduite, son action (notamment en
parlant des œuvres de l’esprit, des actions morales). [...]

4. Représentation physique, graphique ou, plus généralement, mathématique qui
formalise les relations unissant les différents éléments d’un système, d’un
processus, d’une structure, en vue de faciliter la compréhension de certains
mécanismes ou de permettre la validation d’une hypothèse. [...]

Dictionnaire de l’Académie française
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Informatique et modélisation

Autrement dit...

Définition
Un modèle est une représentation mathématique approximative d’un système réel.

§ Quelques exemples de systèmes largement étudiés :
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§ Les systèmes physiques :

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .
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Informatique et modélisation

Autrement dit...

Définition
Un modèle est une représentation mathématique approximative d’un système réel.

§ Quelques exemples de systèmes largement étudiés :
§ Les systèmes sociaux :
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Informatique et modélisation

Autrement dit...

Définition
Un modèle est une représentation mathématique approximative d’un système réel.

§ Quelques exemples de systèmes largement étudiés :
§ Les systèmes biologiques :

RGA

EMF1

AP1

AG

LUG

CAL

LFY

TFL1

SUP

BFU
AP3

PI

UFO
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Informatique et modélisation

Modèles : le contre et le pour

§ LE CONTRE : modélisation „ approximation „ réduction
B Représentation infidèle de la réalité

§ LE POUR : modélisation „ approximation „ réduction
B Ce n’est pas grave, c’est même très bien !
B Nous n’avons pas le choix à cause de la complexité

§ P̀o˘u˚rffl ¯sfi`e ˚r`eṗ`éˇr`eˇrffl `d`a‹n¯s ˚u‹n`e ”v˘i˜l¨l´e, ˚i˜l `eṡfi˚t ˚i‹n˚u˚tˇi˜l´e `dffl’`e›nffl `a‹vˆo˘i˚rffl ˚u‹n`e
`c´a˚r˚t´e `àffl ˜l„`é´c‚h`e¨l¨l´e 1/1
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Informatique et modélisation

Les réseaux d’interactions et la complexité

© 2008, PNAS (Georgescu et al.)
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Informatique et modélisation

Modélisation des réseaux biologiques

§ Approches distinctes mais complémentaires

§ Prendre un problème biologique spécifique et le
traiter
ÝÑ Approches par simulations et
expérimentations numériques

– Modélisation ad hoc
– Potentiellement de nombreux paramètres
– Dépendance vis à vis de la taille du problème
– Niveau d’abstraction adapté

§ Adopter un point de vue plus général
ÝÑ Approches théoriques

– Analyser les fondamentaux
– Peu de paramètres
– Indépendance vis à vis de la taille du

problème
– Un niveau d’abstraction (très) élevé

© 2006, PLoS (Wellmer et al.)

Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau de régulation, G “ pV, Eq son graphe
d’interaction, et S “ pX, T, ϕq le système
dynamique discret de relation ϕ associé à R. Alors :

Pas de cycle dans Gñ@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.
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Informatique et modélisation

Modélisation des réseaux biologiques

§ Approches distinctes mais complémentaires
§ Prendre un problème biologique spécifique et le traiter
ÝÑ Approches par simulations et expérimentations numériques

§ Adopter un point de vue plus général
ÝÑ Approches théoriques

§ Une multitude de méthodes venant des informaticiens
§ Réseaux de Petri (Chaouiya et al, 2004 ; Gilbert, Heiner et al., 2007)
§ Logique temporelle (Bernot, Comet et al., 2004)
§ Programmation logique (Trilling et al., 2004 ; Siegel et al., 2013)
§ Programmation par contraintes (Bockmayr & Courtois, 2002)
§ π-calcul (Phillips & Cardelli, 2007)
§ κ-calcul (Feret, Danos et al., 2009)
§ . . .
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Modélisation des réseaux biologiques

§ Approches distinctes mais complémentaires
§ Prendre un problème biologique spécifique et le traiter
ÝÑ Approches par simulations et expérimentations numériques

§ Adopter un point de vue plus général
ÝÑ Approches théoriques

§ Une multitude de méthodes venant des informaticiens
§ Réseaux de Petri (Chaouiya et al, 2004 ; Gilbert, Heiner et al., 2007)
§ Logique temporelle (Bernot, Comet et al., 2004)
§ Programmation logique (Trilling et al., 2004 ; Siegel et al., 2013)
§ Programmation par contraintes (Bockmayr & Courtois, 2002)
§ π-calcul (Phillips & Cardelli, 2007)
§ κ-calcul (Feret, Danos et al., 2009)
§ . . .

B Pourquoi tant de méthodes?
§ Pour résoudre des problèmes biologiques particuliers ? Oui, en partie
§ Pour comprendre les principes intrinsèques de la régulation? Évidemment pas
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Informatique et modélisation

Aller plus loin vers la théorie
§ Faits :

1 Études sur les réseaux biologiques essentiellement dirigées vers et pour les
applications

2 Les applications requièrent des fondamentaux
3 Les études théoriques fondamentales ont été repoussées depuis des années

§ Digression (à peine) – une citation intéressante :
« P̀o˘u˚r`qfi˚u`o˘iffl ˜l´affl ¯p˛h‹yṡfi˚i`qfi˚u`e `eṡfi˚t-`e¨l¨l´e `e›nffl ¯sfi˚iffl ¯p`a˚r˜f´a˚i˚t´e ˚r`éṡfi`o“n`a‹n`c´e `a‹vfle´c ˜l´eṡ ”m`a˚t‚h`é›m`a˚tˇi`qfi˚u`eṡ,
`eˇt ¯p`a¯s [. . . ] ˜l´affl ˜b˘i`o˝l´oˆgˇi`e ? J´e ”nffl’`a˚iffl ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ¯p`a¯s ˚tˇr`o˘u‹vflé ˜l´affl ˚r`éṗ`o“n¯sfi`e. »

(Schützenberger, 1988)
§ Besoin de nous recentrer sur les aspects théoriques

§ Pas n’importe comment !
§ Régulations ” interactions
§ Diverses garanties pour le modèle :

– Simple de définition (autant que faire se peut)
– Niveau d’abstraction élevé (autant que faire se peut)
– Capacité de capturer pertinemment les complexités essentielles
– Un modèle Turing-complet (au moins théoriquement)
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Informatique et modélisation

Un retour aux fondamentaux

« F̊r`o“mffl ˚t‚h`e ˜l´a˚t´e 1980s `o“n‹wˆa˚r`dffl, ˚t‚h`e ˚t´eˇr‹mffl ‘‘˜b˘i`o˘i‹n˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`cṡ’’ ”m`oşfi˚t¨l›y ˛h`a¯s ˜bfle´e›nffl
˚u¯sfi`e´dffl ˚t´o ˚r`e¨f´eˇrffl ˚t´o `c´o“m¯p˚u˚t´a˚tˇi`o“n`a˜l ”m`eˇt‚h`oˆd¯s ˜f´o˘rffl `c´o“m¯p`a˚r`a˚tˇi‹vfle `a‹n`a˜l›yṡfi˚i¯s `o˝f `g´e›n`o“m`e
`d`a˚t´affl. H`o“wfle›vfleˇrffl, ˚t‚h`e ˚t´eˇr‹mffl ”wˆa¯s `o˘r˚i`gˇi‹n`a˜l¨l›y ”m`o˘r`e ”w˘i`d`e¨l›y `d`e¨fˇi‹n`e´dffl `a¯s ˚t‚h`e ¯sfi˚tˇu`d‹y `o˝f
˚i‹n˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`c ¯p˚r`oˆc´eṡfi¯sfi`eṡ ˚i‹nffl ˜b˘i`o˘tˇi`c ¯sfi‹yṡfi˚t´e›m¯s. » (Hogeweg, 2011)
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`d`a˚t´affl. H`o“wfle›vfleˇrffl, ˚t‚h`e ˚t´eˇr‹mffl ”wˆa¯s `o˘r˚i`gˇi‹n`a˜l¨l›y ”m`o˘r`e ”w˘i`d`e¨l›y `d`e¨fˇi‹n`e´dffl `a¯s ˚t‚h`e ¯sfi˚tˇu`d‹y `o˝f
˚i‹n˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`c ¯p˚r`oˆc´eṡfi¯sfi`eṡ ˚i‹nffl ˜b˘i`o˘tˇi`c ¯sfi‹yṡfi˚t´e›m¯s. » (Hogeweg, 2011)

ÑModélisation de réseaux biologiques ”

§ Dans quelle mesure les systèmes biologiques peuvent-ils être considérés comme
des systèmes de calcul ?

§ Dans quel sens l’informatique fondamentale et les mathématiques discrètes
peuvent-elles contribuer à la biologie, au delà des expérimentations numériques?
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Informatique et modélisation

Biologie et informatique : une très vieille histoire

§ Biologie _ Informatique :
§ McCulloch & Pitts, 1943 : A logical calculus of the ideas immanent in nervous

activity
§ von Neumann, 1966 : Theory of self-reproducing automata
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Informatique et modélisation

Biologie et informatique : une très vieille histoire

§ Biologie _ Informatique :
§ McCulloch & Pitts, 1943 : A logical calculus of the ideas immanent in nervous

activity
§ von Neumann, 1966 : Theory of self-reproducing automata

§ Informatique _ Biologie :
§ Kauffman, 1969 : Metabolic stability and epigenesis in randomly constructed

genetic nets
§ Thomas, 1973 : Boolean formalization of genetic control circuits
§ Robert, 1969 : Blocs-H-matrices et convergence des méthodes itératives classiques

par blocs
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Réseaux d’automates (booléens)

Le chant des oiseaux
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Réseaux d’automates (booléens)

Automates et configurations

Les automates

V “ t0, . . . , n´ 1u : un ensemble de n automates
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Réseaux d’automates (booléens)

Automates et configurations

0 1

23

x0 “

x2 “

« actif

« inactif

1

0

Leur état (booléen)

@i P V, xi P B “ t0, 1u
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Automates et configurations
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Réseaux d’automates (booléens)

Interactions entre les automates

1

23

0f0pxq “  x0 _ x1 ^ x2 f1pxq “ x0 ^ px1 _ x2q

f3pxq “ x0 _  x1 f2pxq “  x3

L’architecture G “ pV,Aq du réseau – le graphe d’interaction

A Ď V ˆ V
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Réseaux d’automates (booléens)

Interactions entre les automates

1

23

0 f1pxq “ x0 ^ px1 _ x2q

f3pxq “ x0 _  x1 f2pxq “  x3

f0pxq “  x0 _ x1 ^ x3

Les fonctions locales de transition

@i P V, fi : Bn Ñ B
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Réseaux d’automates (booléens)

Réseau d’automates

1

23

0 f1pxq “ x0 ^ px1 _ x2q

f3pxq “ x0 _  x1 f2pxq “  x3

f0pxq “  x0 _ x1 ^ x3

Le réseau R “ tfi | i P Vu

défini comme l’ensemble des n fonctions locales de transition
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Réseaux d’automates (booléens)

Mises à jour des automates

f3pxq “ x0 _  x1

f1pxq “ x0 ^ px1 _ x2q

f2pxq “  x3

0101

0 1

23

f0pxq “  x0 _ x1 ^ x3
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Mises à jour des automates

f3pxq “ x0 _  x1

f1pxq “ x0 ^ px1 _ x2q

f2pxq “  x3
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Transitions
asynchrones

f0pxq “  x0 _ x1 ^ x3
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Mises à jour des automates
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Réseaux d’automates (booléens)

Mises à jour des automates

f3pxq “ x0 _  x1

f1pxq “ x0 ^ px1 _ x2q

f2pxq “  x3
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synchrones
Transitions

f0pxq “  x0 _ x1 ^ x3
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Réseaux d’automates (booléens)

Comportement d’un réseau d’automates
Modes de mise à jour

Le mode de mise à jour définit le comportement du réseau

Le comportement du réseau est décrit par un graphe de transition

G “ pBn,Bn ˆ Bnq

§ Modes de mise à jour ” organisation des mises à jour dans le temps
§ Problème : une infinité de possibles
§ Quelques grands classiques

§ des modes non-déterministes : l’asynchrone (R. Thomas), l’élémentaire...
§ des modes déterministes : les blocs-séquentiels (F. Robert) et bien d’autres...
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Réseaux d’automates (booléens)

Crise dans les Feux de l’amour

§ 3 acteurs :
§ Alyson (A) : copine de Bobby
§ Bobby (B) : copain d’Alyson et fils de Charles
§ Charles (C) : père de Bobby

§ Des relations classiques pour les Feux de l’amour :
§ Alyson aime Bobby
§ Bobby aime Alyson et son cher papa (différemment certes mais quand même)
§ Charles aime son fils mais se méfie beaucoup d’Alyson
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Réseaux d’automates (booléens)

Crise dans les Feux de l’amour

§ 3 acteurs :
§ Alyson (A) : copine de Bobby
§ Bobby (B) : copain d’Alyson et fils de Charles
§ Charles (C) : père de Bobby

§ Des relations classiques pour les Feux de l’amour :
§ Alyson aime Bobby
§ Bobby aime Alyson et son cher papa (différemment certes mais quand même)
§ Charles aime son fils mais se méfie beaucoup d’Alyson

§ Comment pouvons-nous formaliser ces relations?
§ A est heureuse quand B l’est lui-même
§ B est heureux quand A et C le sont eux-mêmes
§ C est heureux quand B l’est ou quand A ne l’est pas
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Réseaux d’automates (booléens)

Modélisation de ladite crise

§ Un réseau d’automates booléens défini comme :

fApxq “ xB fBpxq “ xA ^ xC fCpxq “  xA _ xB

§ Sa représentation :

´

A B

C

and

or

id
`

`

`
`
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Réseaux d’automates (booléens)

La « vérité » de la crise

´

A B

C

and

or

id
`

`

`
`

xA xB xC fApxq fBpxq fCpxq
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
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Réseaux d’automates (booléens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour asynchrone

001

Gα

(Thomas, 1973 ; Thomas, 1991)
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Réseaux d’automates (booléens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour élémentaire
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(Noual, Regnault, S., 2013)
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Réseaux d’automates (booléens)

Dynamique de la crise
Modes de mise à jour blocs-séquentiels

Définition

Soit ω “ pP1, . . . ,Pkq une partition ordonnée de V . La dynamique du réseau f sous le
mode de mise à jour ω est celle définie par les itérations successives de :

fω “ fPk ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fP1 ,

telles que, @` P N˚, f `ωpxqi “ fipxq si i P P` mod k et f `ωpxqi “ xi sinon.

Remarque

Le mode de mise à jour parallèle est défini par la partition ordonnée π “ pVq.

Remarque

Les n! modes de mise à jour séquentiels sont définis par toutes les partitions
ordonnées de dimension |V| “ n.
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Réseaux d’automates (booléens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour parallèle π

Gπ

110

000 001

010 111

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)
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Réseaux d’automates (booléens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour bloc-séquentiel β1 “ ptA,Bu, tCuq

111110

000 001

010

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)

Gβ1
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Réseaux d’automates (booléens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour bloc-séquentiel β2 “ ptB,Cu, tAuq

Gβ2

110

000 001

010 111

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)
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Réseaux d’automates (booléens)

Dynamique de la crise
Mode de mise à jour séquentiel σ “ ptAu, tBu, tCuq

Gσ

110

000 001

010 111

101100

011

(Robert, 1969 ; Robert, 1986)
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Réseaux d’automates (booléens)

Trajectoires et attracteurs
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Trajectoires et attracteurs
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Attracteurs en biologie

Représentants des
fonctions physiologiques,

”

types cellulaires. . .
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Un premier exemple issu de la biologie
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Un premier exemple issu de la biologie

Bactériophage λ
Modèle « à la Thomas »
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Un premier exemple issu de la biologie

Bactériophage λ (2)
Modèle booléen et reverse engineering
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Un premier exemple issu de la biologie

Bactériophage λ (2)
Modèle booléen et reverse engineering

tcrou00 01

1110

tcIu tcIu

tcI,crou
tcrou

tcI,crou

cI cro fcI fcro

0 0 1 1
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1 0 1 0
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Un premier exemple issu de la biologie

Bactériophage λ (2)
Modèle booléen et reverse engineering
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f “

#

fcIpxq “  xcro

fcropxq “  xcI
cI cro

´

´
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Lois fondatrices

Une loi calculatoire
Théorème (McCulloch & Pitts, 1943)

Le modèle des réseaux de neurones formels est Turing-complet.

Idée d’une preuve élégante mêlant les modèles
ÑMontrer que toute machine de Turing peut être simulée par un automate cellulaire
(Smith, 1971)
ÑMontrer que tout automate cellulaire peut être simulé par un réseau d’automates
booléens à seuil (Goles & Martínez, 1990)

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 35/99



Lois fondatrices

Machines de Turing – définition
(Turing, 1936)

Définition

Une machine de Turing T est un triplet pQ,Σ, δq où :
§ Q est un ensemble fini d’états composé, entre autres, d’un état particulier q0,

l’état initial.
§ Σ est l’alphabet, à savoir l’ensemble fini de symboles pouvant être écrits sur le

ruban composé, entre autres, d’un symbole « blanc » noté 7.
§ δ : Qˆ Σ Ñ Qˆ Σˆ t´1, 0, 1u est la fonction de transition, qui, à chaque

couple pq, sq associe un vecteur δpq, sq “ pq1, s1, `q où q1 est le nouvel état, s1 est
le symbole remplaçant s et ` est la direction prise par la tête de lecture : ´1 pour
gauche, 1 pour droite et 0 pour rester sur place.
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Lois fondatrices

Machines de Turing – fonctionnement

§ Au départ, il y a un mot s0 de symboles de Σzt7u sur le ruban de T et t7u partout
ailleurs.

§ La tête de T pointe sur q0 et sur le symbole le plus à gauche de s0 sur le ruban de
coordonnée c0.

§ Supposons que s0 soit de longueur p.
§ Soient s0

c0
, . . . , s0

c0`p´1 les symboles de s0. Donc, @i ‰ c0, . . . , s0
c0`p´1, si “ 7.

§ Si δpq0, s0
c0
q “ pq1, s1c0

, `q, le nouvel état de la machine est q1, s1c0
remplace s0

c0
sur

le ruban et la position de la tête devient c0 ` `.

§ À chaque pas de temps, la configuration est déterminée par :
§ l’état interne q P Q,
§ la coordonnée c P Z de la tête sur le ruban,
§ le mot s “ psi | i P Zq P ΣZ composé d’un nombre fini de symboles différents de 7.
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Lois fondatrices

Machines de Turing – évolution et terminaison
§ Évolution : action sur un ensemble de configurations C “ Qˆ Zˆ ΣZ.
§ Soit F : C Ñ C une évolution de T .
§ En appliquant F à pq, c, psi | i P Zqq P Qˆ Zˆ ΣZ, on obtient :

Fpq, c, psi | i P Zqq “ pq1, c1, ps1i | i P Zqq
où δpq, scq “ pq1, s1c, c

1 ´ cq et i ‰ c ùñ s1i “ si,

où c1 P tc´ 1, c, c` 1u.

§ Soit pq0, c0, ps0
i | i P Zqq la configuration initiale de T .

§ Au temps t ě 0, T a évolué et est devenue Ftpq0, c0, ps0
i | i P Zqq.

§ Supposons qu’il existe τ telle que l’évolution a convergé :

Fτ`1pq0, c0, ps0
i | i P Zqq “ Fτ pq0, c0, ps0

i | i P Zqq.
§ Soit prq,rc, prs0

i | i P Zqq cette configuration.
Le résultat du calcul est le mot sp1 , . . . , sp2 , où p1 ď p2 sont tels que

@i ă p1 et @i ą p2, si “ 7.
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

Théorème

Toute machine de Turing T “ pQT ,Σ, δq peut être simulée par un automate cellulaire
A “ pZ,V0 “ p´1, 0, 1q,QA,FAq.

Idée générale

A est capable de simuler T si :

§ l’alphabet de A est Σˆ pQY t˚uq : l’état d’une cellule est pσ, qq où σ est le contenu du
ruban et q indique la présence ou l’absence de la tête de T et l’état de T le cas échéant.

§ son voisinage est t´1, 0, 1u ;

§ A reproduit les mouvements de la tête de T et les changements d’états avec q, ainsi que
les modifications de ruban avec σ.

T A

˚ ˚ ˚ ˚ ˚ ˚ ˚

qi

qi
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

Théorème

Toute machine de Turing T “ pQT ,Σ, δq peut être simulée par un automate cellulaire
A “ pZ,V0 “ p´1, 0, 1q,QA,FAq.

Démonstration

L’idée de cette preuve est de trouver une fonction φ telle que φ ˝ FT “ FA ˝ φ, où les itérées
des fonctions F correspondent respectivement aux évolutions de T et A.

Prenons QA “ ppQT Y t˚uq ˆ Σq où ˚ R QT .

L’ensemble des configurations de A est alors défini par :
XA “ QZ

A,fin “ tx P QZ
A | supppxq est finiu.

L’ensemble des configurations de T est lui : CT “ QT ˆ Zˆ ΣZ
fin.

Considérons à présent la fonction injective φ telle que :

φ : CT Ñ XA et φpq, c, psi | i P Zqq “ pxk | k P Zq,
où xc “ pq, scq et @i ‰ c, xi “ p˚, siq.
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

Théorème

Toute machine de Turing T “ pQT ,Σ, δq peut être simulée par un automate cellulaire
A “ pZ,V0 “ p´1, 0, 1q,QA,FAq.

Démonstration (suite)

Sur A, on prend la function FA : Q3
A Ñ QA telle que :

˝ FAppq, sq, p˚, bq, p˚, cqq “

#

pq1, bq si δpq, sq “ pq1, s1, 1q pour s1 P Σ,
p˚, bq sinon.

˝ FApp˚, aq, pq, sq, p˚, cqq “

$

’

&

’

%

pq1, s1q si δpq, sq “ pq1, s1, 0q,
p˚, s1q si δpq, sq “ pq1, s1, `q pour ` P t´1, 1u

et q1 P QT .

˝ FApp˚, aq, p˚, bq, pq, sqq “

#

pq1, bq si δpq, sq “ pq1, s1,´1q pour s1 P Σ,
p˚, bq sinon.

Pour toute autre configuration pa, b, cq P Q3
A, on prend f pa, b, cq “ b.

Il est à présent direct de montrer que φ ˝ FT “ FA ˝ φ.
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Lois fondatrices

Automates cellulaires et machines de Turing
(Smith, 1971)

Théorème

Toute machine de Turing T “ pQT ,Σ, δq peut être simulée par un automate cellulaire
A “ pZ,V0 “ p´1, 0, 1q,QA,FAq.

Corollaire
Il existe des automates cellulaires universels.

Démonstration

D’après le théorème, cette propriété est vraie puisqu’il existe des machines de Turing
universelles.
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Lois fondatrices

Une loi calculatoire
Théorème (McCulloch & Pitts, 1943)

Le modèle des réseaux de neurones formels est Turing-complet.

Idée d’une preuve élégante
ÑMontrer que toute machine de Turing peut être simulée par un automate cellulaire
(Smith, 1971)
ÑMontrer que tout automate cellulaire peut être simulé par un réseau d’automates
booléens à seuil (Goles & Martínez, 1990)

Et alors ?
Ñ Apparemment : très simple de définition
Ñ Capacité de calculer presque tout et donc d’engendrer de la complexité

et, quelques autres qualités. . .
Ñ Capture facilement le langage propositionnel
Ñ Adapté pour se focaliser sur les interactions elles-mêmes plutôt que sur leurs
conséquences

Le modèle idéal
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Lois fondatrices

Motifs essentiels : les cycles
§ Qu’est-ce qu’un cycle?

C
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Lois fondatrices

Motifs essentiels : les cycles
§ Qu’est-ce qu’un cycle? Simplement un cycle en termes de théorie des graphes

§ 2 types de cycles, les positifs et les négatifs

0

1` `

´4 5

3

2

´

C `
6

´

´

0

1`

`

`

´

C ´
6

4 5

3

2

´

´
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Lois fondatrices

Motifs essentiels : les cycles
§ Qu’est-ce qu’un cycle? Simplement un cycle en termes de théorie des graphes

§ 2 types de cycles, les positifs et les négatifs
– C` : un nombre pair d’arcs négatifs
– C´ : un nombre impair d’arcs négatifs

§ Cycles positifs et négatifs canoniques

0

1

n´ 1

C `
n

`

`

`

`

` `

0

1

n´ 1

`

`

`

`

C ´
n

´

`
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Lois fondatrices

Loi des points fixes
Théorème (Robert, 1986 ; Goles, Martinez, 1990)

Soit F : E Ñ E avec E fini la fonction d’un réseau d’automates de V . Soit Fτ : E Ñ E
la fonction associée à l’itération bloc-séquentielle de F définie par la partition
ordonnée τ “ pP1, . . . ,Pkq de V . F et Fτ admettent le même ensemble
(éventuellement vide) de points fixes.

Démonstration.
Le résultat se déduit directement de la construction de Fτ à partir de F. En effet, en
usant d’un abus de notation, on a :

Fτ pxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

yP1pxq “ fP1pxP1 , xP2 , . . . , xPk´1 , xPkq

yP2pxq “ fP2pyP1 , xP2 , . . . , xPk´1 , xPkq

...
...

yPkpxq “ fPkpyP1 , yP2 , . . . , yPk´1 , xPkq

,

ce qui montre que l’opérateur Fτ est entièrement défini avec F. Donc Fτ et F
admettent les mêmes points fixes.
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Lois fondatrices

Loi des points fixes
Théorème (folklore)

Soit F : E Ñ E avec E fini la fonction d’un réseau d’automates de V . Si F admet
PFpFq comme ensemble de points fixes, alors PFpFq est inclus dans l’ensemble des
points fixes de n’importe quelle fonction G : E Ñ E correspondant à une itération
(quelconque) de F.

ATTENTION
La réciproque n’est pas vraie (exemple du cycle positif canonique de taille 3, à

itérer avec π “ pt0, 1, 2uq, τ‹ “ pt1, 2u, t0, 2u, t0, 1uq)

000
t1,2u
Ñ 000

t0,2u
Ñ 000

t0,1u
Ñ 000 ý‹

001
t1,2u
Ñ 000

t0,2u
Ñ 000

t0,1u
Ñ 000 ý‹

010
t1,2u
Ñ 001

t0,2u
Ñ 100

t0,1u
Ñ 010 ý‹

011
t1,2u
Ñ 001

t0,2u
Ñ 100

t0,1u
Ñ 010

t1,2u
Ñ 001

t0,2u
Ñ 100

t0,1u
Ñ 010 ý‹

100
t1,2u
Ñ 110

t0,2u
Ñ 011

t0,1u
Ñ 101

t1,2u
Ñ 110

t0,2u
Ñ 011

t0,1u
Ñ 101 ý‹

101
t1,2u
Ñ 110

t0,2u
Ñ 011

t0,1u
Ñ 101 ý‹

110
t1,2u
Ñ 111

t0,2u
Ñ 111

t0,1u
Ñ 111

t1,2u
Ñ 111

t0,2u
Ñ 111

t0,1u
Ñ 111 ý‹

111
t1,2u
Ñ 111

t0,2u
Ñ 111

t0,1u
Ñ 111 ý‹

101

010

001 011

100 110

111

000
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

0

1
2

3

4

5
6

7

`

´

´

`

`

´

`

´

`

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6

0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

0 4 6

3

2 7

1 5
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

`
`

0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6

X X X0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

`
`

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6

X X XX X X0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

`
`

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

31 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

X X XX X X

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6

X X

0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

`
`

31 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

31 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

X X XX X X

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6

X XX X

0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`
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Lois fondatrices

Une première loi architecture/structure
Théorème (Robert, 1986)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R.

Pas de cycle dans GñDyPX,@xPX, lim
tÑ8

ϕpx, tq“yPX.

Idée de la preuve
Ñ Remarquer que @i P V, δ´i “ 0, fipxq “ t0, 1u
Ñ Prendre un DAG et raisonner par induction sur les profondeurs de ses sommets

Exemple t ´ 1 t

`
`

31 5

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

` ´ ´
´

`

´ `

`

`
`

X X XX X X

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f0pxq “ 1
f1pxq “  x2

f2pxq “ x0 ^ x4

f3pxq “ x2 _ p x6 ^ x7q

f4pxq “ 0
f5pxq “ x2 ^ x7

f6pxq “ 1
f7pxq “  x4 _ x6

X XX X

X X X

0 4 6

3

2 7

1 5

` ´ ´
´

`

´ `

`
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Lois fondatrices

Une seconde loi architecture/structure
Théorème (Thomas, 1981 ; Remy et al., 2003 ; Richard & Comet, 2007 ; Noual & S.,
2012)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à R. Si S admet différentes
configurations stables, alors G contient un cycle positif.

Histoire de cette loi
Ñ Proposée par Thomas en 1981 et prouvée par Richard et Comet en 2007 sous
l’hypothèse du mode de mise à jour asynchrone
Ñ Généralisé à tout mode de mise à jour par Noual et S. en 2012

Idée de la preuve
Ñ On admet le résultat de Richard et Comet
Ñ On considère le mode de mise à jour élémentaire
Ñ Pour n’importe quel réseau d’automates sans cycle positif

§ Soit il ne possède pas de cycle et le théorème de Robert s’applique
§ Soit il possède au moins un cycle négatif et on montre que de tels cycles ne peuvent

supprimer toutes les instabilités locales. . .
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Lois fondatrices

Une seconde loi architecture/structure
Théorème (Thomas, 1981 ; Richard & Comet, 2007 ; Noual & S., 2012)

Si S admet plusieurs configurations stables, alors G contient un cycle positif.

Exemple Les instabilités locales ne peuvent être supprimées complètement

101010 . . .
. . .

111101
100111

. . .
110011

111000
111110

111100

. . .

. . .

100000 . . .
. . .

. . .

011101
. . .

101110

001101 . . .

111010
. . .

101000

011101

110101

000000

111100

111111
000111

000011

110011

. . .

100111

000000

. . .

111100

111111

111110

111000

111110

011111

110000100000

000001

001111

3
111101

1

5

4

2

6

011101
110101

. . .
111010

011101
101110

001101

. . .

. . .

101000 . . .
. . .

0

2
`6

6

˘

“ 2 101010 010101

111000

2
`6

4

˘

“ 30

2
`6

2

˘

“ 30

2
`6

0

˘

“ 2

2
`6

2

˘

“ 12

2
`6

3

˘

“ 40

2
`6

5

˘

“ 12

C´6C`6

nombre de configurations
dans la couche

nombre d’automate(s)
instable(s) nombre de configurations

dans la couche

111111 000000
010101

100000
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Lois fondatrices

Le théorème des cycles négatifs n’est pas une loi

Théorème (Thomas, 1981 ; Richard, 2010)

Soit R un réseau d’automates, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et S “ pX,T, ϕq
le système dynamique discret de relation ϕ associé à N . Si S admet une oscillation
stable, alors G contient un cycle négatif.

Pourquoi ce théorème n’est-il pas général ?
Contre-exempleÑ Prendre n’importe quel cycle positif (de taille ě 2) avec le mode
de mise à jour parallèle

`

``

0 1

2
011 101

110

111

001 100

010

000
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Lois fondatrices

Récapitulatif

§ En réalité, seulement 4 lois générales (2 sont liées l’une à l’autre) connues à
propos des réseaux de régulation

§ La présence d’un cycle est nécessaire à la complexité
§ La présence d’un cycle positif est nécessaire à la multi-stationnarité

Les cycles sont les moteurs de la complexité
structurelle des réseaux de régulation

Ñ Un réel besoin de mieux les comprendre

Ñ Où en est-on sur la connaissance des cycles?
§ Avant 2010, pas très loin !
§ Depuis, pas assez loin mais. . .
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Lois fondatrices

L’heure du choix

Cycles

Temps
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À propos des cycles?

Plan

1 Informatique et modélisation

2 Réseaux d’automates (booléens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles?

6 À propos du temps?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives
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À propos des cycles?

Cycles et modes de mise à jour blocs-séquentiels
(Goles, Noual, 2010)

sp2q “ 1

sp3q “ 2

“ f3pf1px2ptqqq
sp1q “ 1

x1pt ` 1q “ f1px2ptqq
x2pt ` 1q “ f2px3ptqq
x3pt ` 1q “ f3px1pt ` 1qq

f1

f3

f2

x3ptq P t0, 1u

x2ptq P t0, 1ux1ptq P t0, 1u

3

1 2

Mode bloc-séquentiel (s ” pt1, 2ut3uq)
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À propos des cycles?
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À propos des cycles?

Cycles et modes de mise à jour blocs-séquentiels
(Goles, Noual, 2010)

sp2q “ 1

sp3q “ 2

“ f3pf1px2ptqqq
sp1q “ 1

x2pt ` 1q “ f2px3ptqq
x3pt ` 1q “ f3px1pt ` 1qq

x1pt ` 1q “ f1px2ptqq

f1
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À propos des cycles?

Cycles et modes de mise à jour blocs-séquentiels
(Goles, Noual, 2010)

sp2q “ 1

sp3q “ 2

“ f3pf1px2ptqqq
sp1q “ 1

x2pt ` 1q “ f2px3ptqq
x3pt ` 1q “ f3px1pt ` 1qq

x1pt ` 1q “ f1px2ptqq

f1

f3 ˝ f1

f2

x3ptq P t0, 1u

x2ptq P t0, 1ux1ptq P t0, 1u

3

1 2

Graphe d’interaction Gpsq “ pV,Apsqq

Dans Apsq comme dans Apπq “ A, un arc pi, jq traduit
la dépendance de xjpt ` 1q à xiptq

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 49/99



À propos des cycles?

Cycles et modes de mise à jour blocs-séquentiels
(Goles, Noual, 2010)

sp2q “ 1

sp3q “ 2

“ f3pf1px2ptqqq
sp1q “ 1

x2pt ` 1q “ f2px3ptqq
x3pt ` 1q “ f3px1pt ` 1qq

x1pt ` 1q “ f1px2ptqq

f1

f3 ˝ f1

f2

x3ptq P t0, 1u

x2ptq P t0, 1ux1ptq P t0, 1u

3

1 2

Objectif

Montrer que les résultats qui vont suivre sur le nombre d’attracteurs des cycles
positifs et négatifs itérés en parallèle s’appliquent aux modes blocs-séquentiels.
Mais d’abord, un algorithme de parallélisation...
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À propos des cycles?

Parallélisation d’un réseau

Exemple en live
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À propos des cycles?

Cycles et modes de mise à jour blocs-séquentiels

invpsq
“ tpi, i` 1q | spiq ă spi` 1qu
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À propos des cycles?

Cycles et modes de mise à jour blocs-séquentiels

invpsq
“ tpi, i` 1q | spiq ă spi` 1qu  Les dynamiques induites par deux modes de mise à

jour blocs-séquentiels s et r sont identiques si et
seulement si invprq “ invpsq.

 Si invprq ‰ invpsq, alors les dynamiques induites
par s et par r n’ont aucun cycle limite en commun.

 Itérer un circuit de taille n avec un mode de mise à
jour blocs-séquentiels s tel que |invpsq| “ k revient
à itérer un circuit de même signe et de taille n´ k
en parallèle.

 Le nombre total de dynamiques différentes induites
par l’ensemble des modes de mise à jour
blocs-séquentiels est 2n ´ 1 (pour un circuit de
taille n).
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À propos des cycles?

Cycles et double-cycles

Cycles

0

1

n´ 1

C `
n

`

`

`

`

` `

0

1

n´ 1

`

`

`

`

C ´
n

´

`

Importance/nécessité de
compter les attracteurs

des réseaux biologiques
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À propos des cycles?

Cycles et double-cycles

Cycles

0

1

n´ 1

C `
n

`

`

`

`

` `

0

1

n´ 1

`

`

`

`

C ´
n

´

`

« Double-cycles »

`´ 1 n´ 1

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

` `

`
` `

C `
rC `

`

D`,`
`,r

`´ 1 n´ 1

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`
´

C ´
` C `

r

D´,`
`,r

`´ 1 n´ 1

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

C ´
`

´ ´

C ´
r

`

D´,´
`,r
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À propos des cycles?

Et les réseaux dans tout cela?

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 53/99



À propos des cycles?

Et les réseaux dans tout cela?

010

001

100

011

110

000

101

111

000

100 101

111

001

011010

110
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À propos des cycles?

Cycles en asynchrone
(Remy, Mossé, Chaouiya, Thieffry, 2003)

001

111

000

010

100

110

101

001

011

111

000

010

100

110

101

011

Théorème
En asynchrone, un cycle positif converge vers deux points fixes x et x .

Théorème
En asynchrone, un cycle négatif converge vers une unique oscillation stable de taille
2n.
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À propos des cycles?

Cycles en parallèle
(Demongeot, Noual, S., 2012)

110

100 110

111

011001

010 101

000 111

001 100

010

011 101

000
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À propos des cycles?

Cycles en parallèle
(Demongeot, Noual, S., 2012)

Cycles positifs
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À propos des cycles?

Cycles en parallèle
(Demongeot, Noual, S., 2012)

Cycles négatifs
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À propos des cycles?

Cycles en parallèle
(Demongeot, Noual, S., 2012)

Théorème

Réseau R C`n C´n

Ordre ω P N
de R

n 2n

Nombre de
configurations
de période p|ω

2p
 pp|nq ¨ 2

p
2

Nombre
d’attracteurs

de période p|ω

1
p

ř

d|p
µ
` p

d

˘

¨ 2d 1
p

ř

k|p impair
µpkq ¨ 2

p
2k

Nombre total
d’attracteurs

1
n

ř

d|n
φ
`

n
d

˘

¨ 2d 1
2n

ř

k|2n impair
φpkq ¨ 2

n
2k

Ñ Inversion de Möbius : @n P N˚, gpnq “
ř

p|n f ppq ùñ f pnq “
ř

p|n gppq ¨ µpn{pq

Ñ Indicatrice d’Euler : φpnq “ |tm P N˚ | m ď n et m est premier avec nu|
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À propos des cycles?

Double-cycles en asynchrone
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S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 56/99



À propos des cycles?

Double-cycles en asynchrone
(Melliti, Regnault, S., Sobieraj, 2015)

ÝÑ Cas simples : les double-cycles positifs et mixtes

Théorème

Soit D`,`
`,r un double-cycle positif canonique et x l’une de ses configurations

instables. Si x admet un automate à l’état 0, alors fix0pxq “ p0`, 0rq. De plus, si x
admet un automate à l’état 1 dans chacun des cycles qui le compose, alors
fix1pxq “ p1`, 1rq. Le temps de convergence de D`,`

`,r est au plus 2p`` rq ´ 5.

Théorème

Soit D´,`
`,r un double-cycle mixte canonique, @x P B``r´1, simppxq “ p0`, 0rq et

exécute au plus 2`` r ´ 2 mises à jour.
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À propos des cycles?

Double-cycles en asynchrone
(Melliti, Regnault, S., Sobieraj, 2015)

ÝÑ Cas des double-cycles pairs

Théorème

Un double-cycle négatif pair admet un unique attracteur de longueur 2``r´1. Dans
cette oscillation stable, la borne supérieure du temps d’atteignabilité est de Op`2 ` r2q

mises à jour.

Idée de la preuve
1. N’importe quelle configuration peut atteindre p0`, 0rq et pp10q

`
2 , p10q

r
2 q en

Op`` rq.

2. p0`, 0rq peut atteindre pp10q
`
2 , p10q

r
2 q en Op`2 ` r2q ;

3. Toute configuration peut être atteinte depuis pp10q
`
2 , p10q

r
2 q en Op`` rq.
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À propos des cycles?

Double-cycles en asynchrone
(Melliti, Regnault, S., Sobieraj, 2015)

ÝÑ Cas des double-cycles impairs et généralisation du résultat

Théorème

Soit α : NÑ t0, 1u, avec αpkq “

#

0 si k “ 0 ou k ” 1 mod 2
1 sinon

.

Tout double-cycle négatif canonique D´,´
`,r admet un unique attracteur B``r´1zI, où

|I| “ αp`´ 1q ˆ 2r´1 ` αpr ´ 1q ˆ 2`´1.
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À propos des cycles?

Double-cycles en parallèle
(Noual, 2012 ; S., 2012)

111

D`,`
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001 000
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À propos des cycles?

Double-cycles en parallèle
(Noual, 2012 ; S., 2012)

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 57/99



À propos des cycles?

Double-cycles en parallèle
(Noual, 2012 ; S., 2012)

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 57/99



À propos des cycles?

Double-cycles en parallèle
(Noual, 2012 ; S., 2012)

Théorème

Réseau R
C`n D`,`

`,r
PGCDp`, rq “ n

D´,`
`,r D´,´

`,r

Ordre ω P N
de R

n r `` r

sauf cas particuliers

Nombre de
configurations
de période p|ω

2p  pp|`q ¨ Lp p
∆p
q
∆p  pp|∆q ¨ Pp p

∆p
q
∆p

Nombre
d’attracteurs

de période p|ω

1
p

ř

d|p
µ
` p

d

˘

¨ 2d 1
p

ř

d|p
 pd|`q

µ
` p

d

˘

¨ Lp d
∆d
q
∆d 1

p

ř

d|p
 pd|∆q

µ
` p

d

˘

¨ Pp d
∆d
q
∆d

Nombre total
d’attracteurs

1
n

ř

d|n
φ
`

n
d

˘

¨ 2d 1
r

ř

d|r
 pd|`q

φ
`

r
d

˘

¨ Lp d
∆d
q
∆d 1

n

ř

d|n
 pd|∆q

φ
`

n
d

˘

¨ Pp d
∆d
q
∆d

Ñ∆ “ PGCDp`, rq

Ñ Inversion de Möbius : @n P N˚, gpnq “
ř

p|n f ppq ùñ f pnq “
ř

p|n gppq ¨ µpn{pq

Ñ Indicatrice d’Euler : φpnq “ |tm P N˚ | m ď n et m est premier avec nu|

Ñ L(n) (resp. P(n)), nombre de colliers de taille n sans 00 (resp. sans 00 ni 111)
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À propos des cycles?

Double-cycles en parallèle
(Noual, 2012 ; S., 2012)

Théorème

Réseau R
C`n D`,`

`,r
PGCDp`, rq “ n

C´n D´,`
`,r D´,´

`,r

Ordre ω P N
de R

n 2n r `` r

sauf cas particuliers

Nombre total
d’attracteurs

T` “ T`,` T´ ď T`

2ω{2´1 T´,` ď
?

3ω

2ω´1 ¨ T
`

T´,´ ď 3
ω
3

2ω´1 ¨ T
`

Proposition

Tout cycle positif C`ω de taille et d’ordre ω peut simuler le comportement
asymptotique de tout cycle isolé et de tout double-cycle de même ordre.
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À propos des cycles?

Une « contradiction » mais rien de sérieux...
Fait
Sous l’hypothèse du mode de mise à jour parallèle, les cycles et les double-cycles
admettent un nombre exponentiel d’attracteurs.

En contradiction avec :
Ñ la conjecture de la racine carrée de Kauffman
ÝÑ Une réponse partielle : le nombre d’attracteurs des double-cycles est
ÝÑ largement plus petit que celui des cycles.

Conjecture

ÕÕ Intersections de cycles
ÝÑŒŒ instabilités locales
ÝÑŒŒ instabilités globales
ÝÑŒŒ nombre d’attracteurs
ÝÑŒŒ sensibilité au synchronisme
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À propos des cycles?

Et maintenant ?

Temps

Application
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À propos du temps?

Plan

1 Informatique et modélisation

2 Réseaux d’automates (booléens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles?

6 À propos du temps?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives
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À propos du temps?

Problématique « synchronisme / asynchronisme »

§ La causalité des événements au cours du temps dépend de la relation entre les
mises à jour des automates et le « temps » mais...

§ Comment définir cette relation?
§ Comment étudier les perturbations causales dues aux changements de cette relation?

§ Pertinence mathématique :
§ Problématique élégante à la frontière des systèmes dynamiques, de la combinatoire,

de la complexité et de la calculabilité

§ Pertinence biologique :
§ Expression génétique et dynamique chromatinienne

§ Une question qui demeure : synchronicité vs. simultanéité ?
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À propos du temps?

Rappels

Un réseau d’automates booléens (BAN) de taille n est une fonction

f : Bn Ñ Bn

x “ px0, x1, . . . , xn´1q ÞÑ f pxq “ pf0pxq, f1pxq, . . . , fn´1pxqq
,

où @i P t0, . . . , n´ 1u, xi P B est l’état de l’automate i, et Bn est l’ensemble des
configurations.

Le graphe d’interaction de f est graphe orienté signé Gpf q : pV,E Ď V ˆ Vq où :
§ V “ t0, . . . , n´ 1u ;
§ pi, jq P E est positif si Dx P Bn t.q.
fjpx0, . . . , xi´1, 0, xi`1, . . . , xn´1q “ 0 and fjpx0, . . . , xi´1, 1, xi`1, . . . , xn´1q “ 1 ;

§ pi, jq P E est négatif si Dx P Bn t.q.
fjpx0, . . . , xi´1, 0, xi`1, . . . , xn´1q “ 1 and fjpx0, . . . , xi´1, 1, xi`1, . . . , xn´1q “ 0.
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À propos du temps?

Rappels

Un réseau d’automates booléens (BAN) de taille n est une fonction

f : Bn Ñ Bn

x “ px0, x1, . . . , xn´1q ÞÑ f pxq “ pf0pxq, f1pxq, . . . , fn´1pxqq
,

où @i P t0, . . . , n´ 1u, xi P B est l’état de l’automate i, et Bn est l’ensemble des
configurations.

f : B4 Ñ B4

f “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f0pxq “  x0 _ x1 ^ x3

f1pxq “ x0 ^ px1 _ x2q

f2pxq “  x3

f3pxq “ x0 _ x1

3

1

2

0
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À propos du temps?

Rappels sur les modes de mise à jour

§ Un mode de mise à jour est une manière d’organiser les mises à jour des
automate dans le temps.

§ Il peut être déterministe (périodique ou non) où non-déterministe (stochastique
ou non).

§ Il existe un nombre infini de modes de mise à jour.
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À propos du temps?

Rappels sur les modes de mise à jour

§ Un mode de mise à jour est une manière d’organiser les mises à jour des
automate dans le temps.

§ Il peut être déterministe (périodique ou non) où non-déterministe (stochastique
ou non).

§ Il existe un nombre infini de modes de mise à jour.

§ Le mode de mise à jour définit le comportement du réseau.

§ Le comportement d’un BAN f est décrit par un graphe de transition transition
graph

G˛pf q “ pBn,T Ď Bn ˆ pPpVqzHq ˆ Bnq,

où ˛ représente un mode de mise à jour “équitable” donné.
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À propos du temps?

Quelques exemples

f : B3 Ñ B3

f “

$

&

%

f0pxq “ x1 _ x2
f1pxq “  x0 ^ x2
f2pxq “  x2 ^ px0 _ x1q

0

12

Évolution parallèle

000

001010

011

100

101

110

111

toto
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À propos du temps?

Quelques exemples

f : B3 Ñ B3

f “

$

&

%

f0pxq “ x1 _ x2
f1pxq “  x0 ^ x2
f2pxq “  x2 ^ px0 _ x1q

0

12

Évolution parallèle

000

001010

011

100

101

110

111

§ Un attracteur de pf , ˛q est une CFC terminal
de G˛pf q.

§ Un point fixe (configuration stable) est un
attracteur trivial.

§ Un cycle limite (oscillation stable) est un
attracteur non-trivial.
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À propos du temps?

Quelques exemples

f : B3 Ñ B3

f “

$

&

%

f0pxq “ x1 _ x2
f1pxq “  x0 ^ x2
f2pxq “  x2 ^ px0 _ x1q

0

12

Évolution pt0u, t1u, t2uq-séquentielle
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À propos du temps?

Quelques exemples

f : B3 Ñ B3

f “

$

&

%

f0pxq “ x1 _ x2
f1pxq “  x0 ^ x2
f2pxq “  x2 ^ px0 _ x1q

0

12

Évolution pt0, 2u, t1uq-bloc-séquentielle

000 000

001 001010

011100100101110

110111
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Nombre de partitions or-
données :

Bord
n “

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n
k

˙

Bord
k ,

with Bord
0 “ 1.
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Quelques exemples
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À propos du temps?

Quelques exemples

f : B3 Ñ B3

f “

$

&

%

f0pxq “ x1 _ x2
f1pxq “  x0 ^ x2
f2pxq “  x2 ^ px0 _ x1q

0
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Évolution asynchrone ` transitions t0, 2u-synchrones
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À propos du temps?

Graphes de mise à jour
(Salinas, 2008)

Étant donné un graphe d’interaction G “ pV,Eq, un graphe étiqueté est un graphe
pG, labq, avec lab : E Ñ t‘,au.

Un graphe étiqueté pG, labq est un graphe de mise à jour s’il existe s : V Ñ t1, . . . , nu
t.q.

@pi, jq P E, labpi, jq “

#

‘ if spiq ě spjq
a if spiq ă spjq

.

‘

2

1

3

01

23

0

3 2

10

23

10
‘

‘

‘

a

‘

‘

‘ ‘

a

a‘ a

‘ ‘

‘

‘

‘

‘

pt0, 1, 2, 3uq pt0u, t1u, t2u, t3uq pt2, 3u, t0, 1uq
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À propos du temps?

Graphes de mise à jour et dynamique

Soit f un BAN et Gpf q “ pV,Eq son graphe d’interaction, soit π le mode de mise à
jour parallèle, et soit s ‰ s1 deux modes de mises à jour distincts différents de π.

Théorème (Aracena et al., 2009)

Si Gpf , labsq “ Gpf , labs1q alors Gspf q “ Gs1pf q.

Théorème (Tchuente, 1988 ; Aracena et al., 2009)

Si s est défini comme @j P t0, . . . , n´ 1u,@i t.q. pi, jq P E, spiq ě spjq alors
Gspf q “ Gπpf q.

Théorème (Aracena et al., 2009)

Considérons s et f t.q. toutes les boucles dans Gpf q sont positives. Il existe alors s1 t.q.
Gspf q and Gs1pf q n’ont aucun cycle limite en commun.
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À propos du temps?

Graphes de mise à jour et dynamique

Théorème (Aracena et al., 2009)

Si Gpf , labsq “ Gpf , labs1q alors Gspf q “ Gs1pf q.

s1 ” pt1u, t0u, t2u, t3uq
s2 ” pt1u, t2u, t0u, t3uq
s3 ” pt1u, t2u, t0, 3uq

0 1

23

f “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f0pxq “ x1 ^ x3

f1pxq “ x0

f2pxq “ x1 _ x2

f3pxq “ x2 ^ x3
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À propos du temps?

Graphes de mise à jour et dynamique

Théorème (Aracena et al., 2009)

Si Gpf , labsq “ Gpf , labs1q alors Gspf q “ Gs1pf q.

‘

a

‘

a

s2 ” pt1u, t2u, t0u, t3uq

0

s3 ” pt1u, t2u, t0, 3uq

1

2

f “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f0pxq “ x1 ^ x3

f1pxq “ x0

f2pxq “ x1 _ x2

f3pxq “ x2 ^ x3 3

1

23

0

s1 ” pt1u, t0u, t2u, t3uq

‘

‘

a

1

4

0 5

8

10 12

6 14

2

7

3 9

11

1315
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À propos du temps?

Étiquetage ı mode bloc-séquentiel

Q : Un graphe étiqueté est-il un graphe de mise à jour?

3 23

1

23

1

Reversed labelled graph

4

pG, labq‘R

0

Labelled graph
pG, labq

Reduced labelled graph
pG, labq‘

0,4 0,4

2

1
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À propos du temps?

Étiquetage ı mode bloc-séquentiel

Q : Un graphe étiqueté est-il un graphe de mise à jour?

3

Reversed labelled graph

2

pG, labq‘R

3

1

23

14

0

Labelled graph
pG, labq

Reduced labelled graph
pG, labq‘

0,40,4

2

1

Théorème (Aracena et al., 2011)

Un graphe étiqueté pG, labq est un graphe de mise à jour ssi pG, labq‘R ne contient pas
de cycle interdit.

Idée sp1q ă sp2q
sp1q ě psp0q “ sp4qq

^
sp3q ă psp0q “ sp4qq
sp3q ě sp2q

ùñ
sp1q ă sp3q
sp3q ă sp1q
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À propos du temps?

Et quand l’étiquetage est BS-cohérent ?

Q : Comment trouver le mode de mise à jour le plus compact associé à pG, labq?

3 23

1

2

pG1, labq‘R

3
s ” pt0, 4u, t1, 3u, t2uq

14

0
0,4 0,4

pG1, labq pG1, labq‘

2

1
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À propos du temps?

Et quand l’étiquetage est BS-cohérent ?

Q : Comment trouver le mode de mise à jour le plus compact associé à pG, labq?

3 23

1

2

pG1, labq‘

3

pG1, labq‘R

14

0
0,4 0,4

s ” pt0, 4u, t1, 3u, t2uq

pG1, labq

2

1

Algorithme Init. Prenons G1 :“ pG, labq‘R et t :“ 1.

(1) Calculons les chemins Pa “ tP |#pa P Pq est max.u sur G1. Si Pa “ H, goto (4).

(2) Les cibles T du dernier arc négatif de chaque P de Pa, et leurs successeurs SpTq sont mis
à jour à l’étape de temps t. t :“ t ` 1.

(3) Supprimer T , SpTq et tous leurs arc entrants de G1, et revenir à (1).

(4) Tous les nœuds restants sont mis à jours en même temps, à l’étape t.
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À propos du temps?

Définitions et notations

@x “ px0, . . . , xn´1q P Bn,@i P V, x i “ px0, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xn´1q

@x P Bn,@W “ W 1 Z tiu Ď V, x W “ px iq
W1

“ px W1q
i

Le signe d’une influence de i sur j dans x est

signxpi, jq “
fjpxq ´ fjpx iq

xi ´ x i
i

“ spxiq ¨ pfjpxq ´ fjpx iqq,

où s : b P B ÞÑ b´ b P t´1, 1u.

Soit x, y P Bn, Dpx, yq “ ti P V | xi ‰ yiu et dpx, yq “ |Dpx, yq|.

Epxq “ tpi, jq P V ˆ V | signxpi, jq ‰ 0u représente l’ensemble des influences
effectives de Gpf q dans x, ce qui signifie formellement que

@i, j P V, Dx P Bn, fjpxq ‰ fjpx iq ðñ pi, jq P E.
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À propos du temps?

Monotonie, instabilités et frustrations
Une fonction locale fi est localement monotone en j si :
@x, fipx0, . . . , xj´1, 0, xj`1, . . . , xn´1q ď fipx0, . . . , xj´1, 1, xj`1, . . . , xn´1q

ou @x, fipx0, . . . , xj´1, 0, xj`1, . . . , xn´1q ě fipx0, . . . , xj´1, 1, xj`1, . . . , xn´1q.

ne l’est pas

0 1

23

0 1

23

f “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f0pxq “ x1 ^ x3

f1pxq “  x0

f2pxq “ x1 _ x2

f3pxq “  x2 _ x3

est monotone

g “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

g0pxq “ x1 ^ x3

g1pxq “  x0

g2pxq “ x1 ‘ x2

g3pxq “  x2 _ x3

Un automate i P V est instable (resp. stable) dans x P Bn s’il appartient à l’ensemble

Upxq “ ti P V | fipxq ‰ xiu (resp. Upxq “ VzUpxq).

Une influence pi, jq P E est frustrée dans x ssi elle appartient à

FRUSpxq “ tpi, jq P E | spxiq ¨ spxjq “ ´signpi, jqu.
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À propos du temps?

Monotonie, instabilités et frustrations
Une fonction locale fi est localement monotone en j si :
@x, fipx0, . . . , xj´1, 0, xj`1, . . . , xn´1q ď fipx0, . . . , xj´1, 1, xj`1, . . . , xn´1q

ou @x, fipx0, . . . , xj´1, 0, xj`1, . . . , xn´1q ě fipx0, . . . , xj´1, 1, xj`1, . . . , xn´1q.

Un automate i P V est instable (resp. stable) dans x P Bn s’il appartient à l’ensemble

Upxq “ ti P V | fipxq ‰ xiu (resp. Upxq “ VzUpxq).

10f “

#

f0pxq “  x1

f1pxq “ x0

x f0pxq f1pxq Upxq
p0, 0q 1 0 t0u
p0, 1q 0 0 t1u
p1, 0q 1 1 t1u
p1, 1q 0 1 t0u

Une influence pi, jq P E est frustrée dans x ssi elle appartient à

FRUSpxq “ tpi, jq P E | spxiq ¨ spxjq “ ´signpi, jqu.
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À propos du temps?

Monotonie, instabilités et frustrations
Une fonction locale fi est localement monotone en j si :
@x, fipx0, . . . , xj´1, 0, xj`1, . . . , xn´1q ď fipx0, . . . , xj´1, 1, xj`1, . . . , xn´1q

ou @x, fipx0, . . . , xj´1, 0, xj`1, . . . , xn´1q ě fipx0, . . . , xj´1, 1, xj`1, . . . , xn´1q.

Un automate i P V est instable (resp. stable) dans x P Bn s’il appartient à l’ensemble

Upxq “ ti P V | fipxq ‰ xiu (resp. Upxq “ VzUpxq).

Une influence pi, jq P E est frustrée dans x ssi elle appartient à

FRUSpxq “ tpi, jq P E | spxiq ¨ spxjq “ ´signpi, jqu.

2 1

0

f “

$

’

&

’

%

f0pxq “ x2

f1pxq “ x0 _ x1

f2pxq “  x0 ^ x1

FRUSp000q “ tp0, 2qu

FRUSp001q “ tp1, 2q, p2, 0qu

FRUSp010q “ tp0, 1q, p0, 2q, p1, 2qu

FRUSp011q “ tp0, 1q, p2, 0qu
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À propos du temps?

Relations entre instabilités et frustrations
Remarque (Noual, S., 2018)

Si j P Upxq alors Di P V´pjq, pi, jq P FRUSpxq.

2 1

0

f “

$

’

&

’

%

f0pxq “  x0

f1pxq “ x0 _ x2

f2pxq “ x1

FRUSp000q “ t (0,0) , p2, 1qu
FRUSp001q “ t (0,0) , p1, 2qu
FRUSp110q “ t (0,0) , p1, 2qu
FRUSp111q “ t (0,0) , p2, 1qu

N.B : La réciproque n’est pas vraie.

2 1

0

f “

$

’

&

’

%

f0pxq “ x2

f1pxq “ x0 _ x1

f2pxq “  x0 ^ x1

FRUSp000q “ t (0,2) u

FRUSp001q “ tp1, 2q, p2, 0qu

FRUSp010q “ tp0, 1q, p0, 2q, p1, 2qu

FRUSp011q “ tp0, 1q, p2, 0qu
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À propos du temps?

Relations entre instabilités et frustrations
Lemme (Noual, S., 2018)

Ajouter des frustrations entrantes à un automate instable ne peut pas le stabiliser.
Formellement, en notant V´FRUSpxqpjq “ V´pjq X ti P V | pi, jq P FRUSpxqu, on a :

@x, y P Bn, j P Upxq ^
´

V´FRUSpxqpjq Ď V´FRUSpyqpjq
¯

ùñ j P Upyq.

Démonstration

Entrée donnée par i à j : bj
ipxq “ bpsignpi, jq ¨ spxiqq “

#

xj if pi, jq R FRUSpxq
 xj sinon

. Par la

monotonie locale,

fjpxq “
ľ

kďm

ckpxq “
ľ

kďm

´

ł

i P V j
k

bj
ipxq “

ł

i P V j
k

pi,jq P FRUSpxq

 xj _
ł

i P V j
k

pi,jq R FRUSpxq

xj

¯

,

où V j
k est l’ensemble des voisins entrants de j impliqué dans la kième clause.

Soit x instable, admettant donc au moins une influence entrante frustrée. Soit y telle qu’elle
admet au moins une frustration de plus que x. Puisque fj peut être écrite comme une
conjonction de clauses disjonctives, les valeurs de ces clauses pour y sont nécessairement les
mêmes que pour x.
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À propos du temps?

Cycles critiques

Soit f un BAN, G “ pV,Eq son graphe d’interaction, et x une configuration dans Bn.
Un cycle C “ pVC,ECq de G est x-critique si EC Ď FRUSpxq.
Un cycle C est critique si il est x-critique pour une configuration au moins.

Proposition (Noual, S., 2018)

Un cycle critique est un NOPE-cycle, i.e. négatif de longueur impaire ou positif de
longueur paire.

Démonstration

Soit x P Bn. Par définition des influences frustrées, si C “ pVC,ECq est x-critique, de longueur `
et de signe s alors :

ź

pi,jqPEC

´signpi, jq “ p´1q` ˆ s “
ź

pi,jqPEC

spxiq ¨ spxjq “ 1.

10

x f0pxq f1pxq FRUSpxq

p0, 0q 0 0 tp0, 1q, p1, 0qu
p0, 1q 0 1 H

p1, 0q 1 0 H

p1, 1q 0 0 tp0, 1q, p1, 0qu

f “

#

f0pxq “ x0 ^ x1

f1pxq “  x0 ^ x1
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À propos du temps?

Transitions et trajectoires

Nom Notation Définition

Asynchrone x y dpx, yq ď 1
Synchrone x y dpx, yq ą 1

Élémentaire x y x y P tx yu Y tx yu

Non-séquentialisable x y
x y non décomposable en des transitions

élémentaires plus courtes

Pour toutes x, y P Bn t.q. x ‰ y, x est encline (resp. réticente) pour y si Dpx, yq Ď Upxq
(resp. Dpx, yq X Upxq “ H).

Une trajectoire de x à y est un chemin x . . . y dans le graphe de transition.

Soit x “ xp0q xp1q . . . xpm´ 1q y “ xpmq une trajectoire de x à
y. Si @t ă m, Dpxpt ` 1q, yq Ĺ Dpxptq, yq, cette trajectoire est directe. Elle ne fait
aucun changement réversible, i.e. @t ă m, xptqi “ yi ùñ @t ă t1 ď m, xpt1qi “ yi.
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À propos du temps?

Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2018)

Soit x une configuration encline pour y.
1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone de x à y, alors Dpx, yq induit un

NOPE-cycle qui est x-critique.
2. Si Dpx, yq n’induit pas de cycle x-critique cycle, alors il y a une trajectoire

asynchrone directe de x à y.

x “ 00 01

10 y “ 11

0
1

0
1

0
1

0

1

10

f “

#

f0pxq “ x0 _ x1

f1pxq “  x0 _ x1

x f0pxq f1pxq Upxq

p0, 0q 1 1 Dpx, yq
p0, 1q 0 1 H

p1, 0q 1 0 H

p1, 1q 1 1 H
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À propos du temps?

Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2018)

Soit x une configuration encline pour y.
1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone de x à y, alors Dpx, yq induit un

NOPE-cycle qui est x-critique.
2. Si Dpx, yq n’induit pas de cycle x-critique cycle, alors il y a une trajectoire

asynchrone directe de x à y.

10

x f0pxq f1pxq Upxq

p0, 0q 1 1 t0, 1u
p0, 1q 0 0 t1u
p1, 0q 1 1 t1u
p1, 1q 1 1 H

f “

#

f0pxq “ x0 _ x1

f1pxq “ x0 _ x1

x “ 00 01

10 y “ 11

1

0
1

0

1

1

0

1

1
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À propos du temps?

Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2018)

Soit x une configuration encline pour y.
1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone de x à y, alors Dpx, yq induit un

NOPE-cycle qui est x-critique.
2. Si Dpx, yq n’induit pas de cycle x-critique cycle, alors il y a une trajectoire

asynchrone directe de x à y.

Implication

Quand m changements locaux sont possibles dans x, alors, sauf s’il y a un NOPE-cycle
de longueur m, ces changements peuvent être réalisés en parallèle sans risquer
d’interblocage, i.e. une situation où certaines transitions auraient transformé x en xptq
à partir de laquelle y n’est plus accessible.
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À propos du temps?

Trajectoires et cycles critiques

Proposition (Noual, S., 2018)

Soit x une configuration encline pour y.
1. S’il n’y a pas de trajectoire asynchrone de x à y, alors Dpx, yq induit un

NOPE-cycle qui est x-critique.
2. Si Dpx, yq n’induit pas de cycle x-critique cycle, alors il y a une trajectoire

asynchrone directe de x à y.

Corollaire (Noual, S., 2018)

Si x y existe, alors Dpx, yq induit un NOPE-cycle qui est x-critique.

Implication

Dans un BAN sans NOPE-cycle de longueur inférieure ou égale à m P N, tout
changement synchrone affectant les états d’au plus m automates peut être entièrement
séquentialisé.
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À propos du temps?

Sensibilité structurelle : impact du synchronisme

Class N Class F
sensibilité « nulle » sensibilité « “faible” »

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

Class G Class D
sensibilité « moyenne » sensibilité « forte »

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9
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À propos du temps?

Sensibilité structurelle : résultat principal

Théorème (Noual, S., 2018)

1) La sensibilité au synchronisme requiert l’existence d’un NOPE-cycle.
2) La sensibilité significative requiert l’existence d’un NOPE-cycle de longueur

strictement inférieure à la taille du BAN size ainsi qu’un cycle négatif.
3) En l’absence d’un NOPE-cycle hamiltonien et de boucles positives sur tous les

automates, la faible sensibilité requiert elle aussi un NOPE-cycle de longueur
strictement plus petite que la taille du BAN.

Un réseau monotone appartement à la classe D :

2 3

1

0

f “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f0pxq “ x2 _ px0 ^ x1q

f1pxq “ x3 _ p x0 ^ x1q

f2pxq “  x0 ^ x1

f3pxq “ x0 ^ x1
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À propos du temps?

Sensibilité structurelle : résultat principal

Théorème (Noual, S., 2018)

1) La sensibilité au synchronisme requiert l’existence d’un NOPE-cycle.
2) La sensibilité significative requiert l’existence d’un NOPE-cycle de longueur

strictement inférieure à la taille du BAN size ainsi qu’un cycle négatif.
3) En l’absence d’un NOPE-cycle hamiltonien et de boucles positives sur tous les

automates, la faible sensibilité requiert elle aussi un NOPE-cycle de longueur
strictement plus petite que la taille du BAN.

Un réseau monotone appartement à la classe D :

tx P B4 | x0 _ x1 “ 1u

0011

0000

0001 0010

asynchronous limit cycle fixed point

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 76/99



À propos du temps?

Classe D et (non-)monotonie
Q : Quels sont les liens entre ces deux BANs?

f “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f0pxq “ x2 _ px0 ^ x1q

f1pxq “ x3 _ p x0 ^ x1q

f2pxq “  x0 ^ x1

f3pxq “ x0 ^ x1

2

1

0

10g “

#

g0pxq “ x0 ‘ x1

g1pxq “ x0 ‘ x1

3

(S., 2012)
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À propos du temps?

Retour au déterminisme et ouverture récente

Théorème (Robert, 1986)

Soit V “ t0, . . . , n´ 1u et X deux ensembles finis, avec V un ensemble d’automates
et X “

śn´1
i“0 Xi, avec Xi l’ensemble des états possibles de l’automate i, l’ensemble

des configurations possibles. Soit f : X Ñ X un réseau d’automates. Soit fµ : X Ñ X
la fonction associée au mode bloc-séquentiel de f définie par la partition ordonnée
µ “ pP1, . . . ,Pkq de V . f et fµ admettent le même ensemble (éventuellement vide) de
points fixes.

Théorème (folklore)

Soit f : X Ñ X avec X fini un réseau d’automates sur V . Si f admet PFpf q pour
ensemble de points fixes, alors PFpf q est inclus dans l’ensemble des points fixes de
n’importe quelle fonction g : X Ñ X correspondant à une itération quelconque de f .

ATTENTION, contrairement à certaines idées reçues, dans le cas général, il n’y a pas
invariance de l’ensemble des points fixes vis à vis des modes de mise à jour.
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À propos du temps?

Invariance des points fixes – contre-exemple

Exemple

Prenons simplement un cycle positif canonique de taille 3 :
f pxq “ pf0pxq “ x2, f1pxq “ x0, f2pxq “ x1q,

et le mode de mise à jour µ‹ “ pt1, 2u, t0, 2u, t0, 1uq.

x0 x1 x2 f0pxq f1pxq f2pxq ft1,2upxq ft0,2upxq ft0,1upxq fµ‹pxq
0 0 0 0 0 0 000 000 000 000
0 0 1 1 0 0 000 100 101 000
0 1 0 0 0 1 001 011 000 010
0 1 1 1 0 1 001 111 101 010
1 0 0 0 1 0 110 000 010 101
1 0 1 1 1 0 110 100 111 101
1 1 0 0 1 1 111 011 010 111
1 1 1 1 1 1 111 111 111 111
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À propos du temps?

Modes de mise à jour périodiques et répétitions

Théorème
Soit f : X Ñ X un réseau d’automates sur V et µ un mode de mise à jour périodique
sur V . Si Ei P V tq #i P µ ą 1, alors PFpf q “ PFpfµq.

§ Idée : trouver des familles de modes à répétitions locales périodiques
« pertinentes » (à différents niveaux) et « raisonnables » théoriquement

§ Restrictions à 2 familles : les modes bloc-parallèles et les modes à horloges
locales

§ Pertinence :
§ Nouveaux modes dans l’univers incalculable des modes de mise à jour déterministes

(argument diagonal de Cantor) Ñ sympa du point de vue général
§ Simples à définir Ñ on adore
§ Susceptibles d’engendrer des répétitions de mise à jour locale au cours d’une

période Ñ c’est l’idée

§ Capables de modéliser des Zeitgebers au sein même des réseaux Ñ c’est parfait
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À propos du temps?

Modes bloc-parallèles

Définition

Un ensemble tSkukPt0,...,s´1u, avec Sk “ pik0, . . . , i
k
nk´1q une séquence de nk automates

de t0, . . . , n´ 1u pour tout k P t0, . . . , s´ 1u est un ordre partitionné ssi :
ď

kPt0,...,s´1u

Sk “ t0, . . . , nu et @`,m P t0, . . . , s´ 1u, ` ‰ m ùñ S` X Sm “ H.

Définition

Un mode de mise à jour µ “ tSkukPt0,...,n´1u est bloc-parallèle quand µ est un ordre
partitionné.

Réécriture qu’on aime :
Avec p “ ppcmpn1, . . . , nsq, la mise à jour de f : X Ñ X sujet à un mode
bloc-parallèle µ est donnée par :

fµpxq “ f pWp´1q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f pW0qpxq,
où, @` P t0, . . . , p´ 1u, W` “ tik` mod nk

| k P t0, . . . , s´ 1uu.
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À propos du temps?

Modes bloc-parallèles

tp2, 4, 6q, p5, 1q, p3qu “ µ
“ pt2, 5, 3u, t4, 1, 3u, t6, 5, 3u, t2, 1, 3u, t4, 5, 3u, t6, 1, 3uq

0.0 0.1 0.5 1.0 1.1

| | | | | | | | | t

φ2 φ2 φ2φ4 φ4 φ4φ6 φ6 φ6

φ5 φ5 φ5 φ5 φ5φ1 φ1 φ1 φ1

φ3 φ3 φ3 φ3 φ3φ3 φ3 φ3 φ3

1ère période 2ème

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 81/99



À propos du temps?

Zeitgebers : preuve de concept
Croissance d’Araucaria araucana

(Theyllier et al, 2004 ; Bendix et al., 2015 ; Demongeot, S., 2020)

§ 1 réseau composé de 2 sous-systèmes
§ 1 pour modéliser les expressions localisées de l’auxine : AUXa, AUX`, et AUXr
§ 1 pour modéliser le zeitgeber localisé dans le cotylédon : CCA (circadian clock

associated gene), TOC (timing of CAB expression gene)
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À propos du temps?

Zeitgebers : preuve de concept
Croissance d’Araucaria araucana

(Theyllier et al, 2004 ; Bendix et al., 2015 ; Demongeot, S., 2020)

§ 1 réseau composé de 2 sous-systèmes
§ 1 pour modéliser les expressions localisées de l’auxine : AUXa, AUX`, et AUXr
§ 1 pour modéliser le zeitgeber localisé dans le cotylédon : CCA (circadian clock

associated gene), TOC (timing of CAB expression gene)

§ Quelle est la configuration initiale la plus réaliste ?
§ Dans le 1er sous-système : AUXa,  AUX`,  AUXr
§ Dans le 2nd : CCA est d’abord induit par la photosynthèse puis agit sur TOC.
§ D’où : x0 “ 100 10

§ Quel serait un mode de mise à jour réaliste ?
§ Dans le 1er sous-système : séquentielÑ ptAUXau, tAUX`u, tAUXruq
§ Dans le 2nd : peu importe donc parallèleÑ ptCCA, TOCuq
§ D’où : µ “ tpAUXa, AUX`, AUXrq, pCCAq, pTOCqu

“ ptAUXa, CCA, TOCu, tAUX`, CCA, TOCu, tAUXr, CCA, TOCuq
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À propos du temps?

Ouvertures

§ Combinatoire et énumération
§ Intersection entre bloc-séquentiels et bloc-parallèles
§ Ensemble des bloc-parallèles
§ Bloc-parallèles engendrant des dynamiques différentes pour tout f
§ Bloc-parallèles engendrant des dynamiques asymptotiques différentes pour tout f

§ Quid de la complexité intrinsèque des bloc-parallèles ?

§ Quid des graphes de mise à jour et de l’invariance des points fixes?
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À propos du temps?

Et maintenant ?

Application

Cycles
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Un second exemple issu de la biologie

Plan

1 Informatique et modélisation

2 Réseaux d’automates (booléens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles?

6 À propos du temps?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives
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Un second exemple issu de la biologie

Arabidopsis thaliana
Modèle de réseaux d’automates booléens à seuil
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Un second exemple issu de la biologie

Arabidopsis thaliana
Modèle de réseaux d’automates booléens à seuil

SUP

EMF1

AP1

AG

LUG

LFY

TFL1

CAL

UFO

PI

BFU
AP3
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Un second exemple issu de la biologie

Arabidopsis thaliana
Modèle de réseaux d’automates booléens à seuil
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Un second exemple issu de la biologie

Dynamique

Attracteurs Tissus cellulaires
Point fixe 1 Sépales
Point fixe 2 Pétales
Point fixe 3 Étamines
Point fixe 4 Carpelles
Point fixe 5 Inflorescence
Point fixe 6 Mutant

Cycle limite 1 —
...

...
Cycle limite 7 —

Remarque

Tous les cycles limites sont de période 2.
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Un second exemple issu de la biologie

Influence de la gibbérelline
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Un second exemple issu de la biologie

Variation autour du réseau de Mendoza

EMF1

TFL1

LFY

AG

AP1

AP3

LUG

CAL

SUP

RGA

PI

UFO
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Un second exemple issu de la biologie

Tailles relative des bassins d’attraction
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Un second exemple issu de la biologie

Robustesse face à des perturbations d’état

Objectif

Calculer les probabilités de passage des configurations d’un bassin à un autre
lorsqu’elles sont soumises en fonction d’un paramètre stochastique de perturbation
d’état.

Formules explicites des polynômes caractéristiques
des probabilités de passages d’un bassin à un autres

selon le taux de perturbation α
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Un second exemple issu de la biologie

Algorithme

Ppc Ñ c1 | pkq “ 0 ou 1

Ppc Ñ c1|kq “

ř

pkPPk
Ppc Ñ c1 | pkq
ˆ

n
k

˙

Pαpkq “
ˆ

n
k

˙

¨ αk ¨ p1´ αqn´k

Pαpc Ñ c1q “
n
ÿ

k“0

pPpc Ñ c1|kq ¨ Pαpkqq

Pαpc Ñ Bjq “
ÿ

c1PBj

Pαpc Ñ c1q

PαpBi Ñ Bjq “

ř

cPBi
Pαpc Ñ Bjq

|Bi|

PαpBi Ñ Bjq “ zn ¨ α
n
` zn´1 ¨ α

n´1
¨ p1´ αq ` . . .` z1 ¨ α ¨ p1´ αqn´1

` z0 ¨ p1´ αqn
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Un second exemple issu de la biologie

Résultats

Bassin d’attraction d’origine — Sépales

Absence de gibbérelline Présence de gibbérelline
õ õ

Pas de fleur Fleur
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Un second exemple issu de la biologie

Résultats
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Un second exemple issu de la biologie

Deux théorèmes importants
(Goles, Olivos, 1981 ; Goles, 1982)

Rappel

Tous les cycles limites du réseau de Mendoza sont de période 2.

Théorème
Si la matrice d’interaction W d’un réseau booléen à seuil est symétrique, la période de
ses attracteurs est inférieure (non strictement) à 2 avec le mode de mise à jour
parallèle.

Théorème
Si la matrice d’interaction W d’un réseau booléen à seuil est symétrique et telle que sa
diagonale est non négative, la période de ses attracteurs est 1 pour tout mode
séquentiel.
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
Théorème (Demongeot, Goles, Morvan, Noual, S., 2010)

Le réseau de Mendoza est intrinsèquement symétrique.
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En une mise à jour, LUG, UFO et SUP sont figés à 0.

xLUGptq “ xUFOptq “ xSUPptq “ Hp0´ 0q “ 0
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
Théorème
Le réseau de Mendoza est intrinsèquement symétrique.
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EMF1 maintient son état.

xEMF1ptq “ HpxEMF1pt ´ 1qq “ xEMF1pt ´ 1q “ xEMF1p0q
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
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En une mise à jour, LFY est figé à 0.

HLFYpxptqq “ ´2 ¨ xEMF1pt ´ 1q ´ xTFL1pt ´ 1q ` 2 ¨ xAP1pt ´ 1q ` xCALpt ´ 1q

xLFYptq “ HpHLFYpxpt ´ 1qq ´ 3q “ 0
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
Théorème
Le réseau de Mendoza est intrinsèquement symétrique.
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En deux mises à jour, CAL est figé à 0.

xCALptq “ Hp2 ¨ xLFYpt ´ 1q ´ 1q “ Hp´1q “ 0
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
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En trois mises à jour au plus, TFL1 se fixe à l’état de EMF1.

xTFL1ptq “ HpxEMF1pt ´ 1q ´ 2 ¨ xLFYpt ´ 1q ´ 0q “ HpxEMF1p0qq “ xEMF1p0q
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LUG, UFO et SUP, EMF1, LFY, CAL et TFL1

9
mécanismes de déclenchement / maintien de la dynamique
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
Théorème
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AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 ´2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 ´1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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AP3, PI et BFU dépendent les un des
autres.

xAP3ptq “ HpxBFUpt ´ 1qq

xPIptq “ HpxBFUpt ´ 1qq

xBFUptq “ HpxAP3pt ´ 1q ` xPIpt ´ 1q ´ 1q
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
Théorème
Le réseau de Mendoza est intrinsèquement symétrique.
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EMF1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Avec un raisonnement semblable, on montre que AG et AP1 dépendent l’un de l’autre.
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Un second exemple issu de la biologie

Symétrisation et modules fonctionnels
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EMF1 LFY UFO SUP

BFU

AG AP3AP1 PICALTFL1LUG

rW “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

EMF1 TFL1 LFY AP1 CAL LUG UFO BFU AG AP3 PI SUP
EMF1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TFL1 1 0 ´2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LFY 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AP1 ´2 0 5 0 0 0 0 0 ´2 0 0 0
CAL 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
LUG 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
UFO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BFU 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
AG 0 ´2 1 ´2 0 ´1 0 0 0 0 0 0

AP3 0 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 ´2
PI 0 0 4 0 0 0 1 1 0 0 0 ´1

SUP 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Θ̃ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
0
0
´2
1
0
0
1
´1
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 95/99



Conclusions et perspectives

Plan

1 Informatique et modélisation

2 Réseaux d’automates (booléens)

3 Un premier exemple issu de la biologie

4 Lois fondatrices

5 À propos des cycles?

6 À propos du temps?

7 Un second exemple issu de la biologie

8 Conclusions et perspectives

S.Sené Réseaux d’automates et calcul naturel 96/99



Conclusions et perspectives

Une réponse à Schützenberger

§ Pour rappel : « P̀o˘u˚r`qfi˚u`o˘iffl ˜l´affl ¯p˛h‹yṡfi˚i`qfi˚u`e `eṡfi˚t-`e¨l¨l´e `e›nffl ¯sfi˚iffl ¯p`a˚r˜f´a˚i˚t´e ˚r`éṡfi`o“n`a‹n`c´e `a‹vfle´c ˜l´eṡ
”m`a˚t‚h`é›m`a˚tˇi`qfi˚u`eṡ, `eˇt ¯p`a¯s [. . . ] ˜l´affl ˜b˘i`o˝l´oˆgˇi`e ? J´e ”nffl’`a˚iffl ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ¯p`a¯s ˚tˇr`o˘u‹vflé ˜l´affl ˚r`éṗ`o“n¯sfi`e. »

(Schützenberger, 1988)

§ Ma réponse : « En fait, du point de vue fondamental, la biologie (tout du moins
sur les aspects de la régulation) résonne très bien avec l’informatique. En
revanche, nous ne sommes pas encore assez bons pour voir et comprendre ces
ondes. »

§ « Y a plus qu’à » continuer de travailler. . . En particulier, les cycles et leurs
intersections n’ont pas encore révélé tous leurs secrets.
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Conclusions et perspectives

Quelques perspectives de fond

§ Liens « architecture / structure »

§ Robustesse structurelle et le temps

§ Modularité fonctionnelle et simulation intrinsèque
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