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Résumeé

Nous proposons ici un cadre théorique permettant de reptésées réseaux de régulation en tant que modeéles
formels au sens de l'informatique. Dans le cadre de I'infatique théorique, les modéles formels sont la pierre
angulaire des spécifications et des preuves de programisefgcilitent le prototypage, les simulations, la pré-
diction du comportement des systémes et plus généralememdipulation assistée de propriétés de systémes
complexes. En biologie, les réseaux de régulation définikRpdhomas permettent de décrire simplement et in-
tuitivement la dynamique de systémes biologiques d’unéamegdiogique ainsi que leur comportement dynamique
qualitatif. Nous étendons ici le modéle de R. Thomas danadie dormel inspiré des réseaux de Petri colorés.

Mots clés : Réseaux de régulation, Réseaux de Petri colorés, Systomasl$

Abstract

Formal models in computer science are the corner stone ftoraatic or semi-automatic proving of properties,
production of simulation programs, prediction of a systeshdvior and more generaly computer aided manipu-
lations of properties about complex systems. R. Thomasategy networks allow to treat biological systems in
logical terms. Here, we propose the definitions of a formeatfework to represent regulatory networks as computer
science formal models.
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Introduction

Les réseaux de régulation définis par le groupe de R. Thon2pftmettent de représenter les influences entre

divers éléments (représentés par des variables) au seie dhtité biologique. Les variables peuvent par exemple

représenter le niveau d’activité d’'un groupe de génes etildtuences » étudiées représentent alors les relations
d’'induction ou de répression entre genes. Ces réseaux déatiéy présentent I'avantage d'étre décrits assez

simplement au moyen de graphes annotés par des valeunesra@partenant a un intervalle fini.

Cette approche a eu un impact important sur la modélisatidria@ogie et a permis de grandes avancées dans la
compréhension et la prédiction du comportement de systbrokxyiques ([2], [8]). Nous pensons que le sujet est
mar pour proposer une définition formelle (dans I'acceptatnformatique théorique de ce terme) de ces réseaux
de régulation biologiques.

Trois idées principales sous-tendent les définitions desipéus loin :

— Dans lesréseaux de régulation, un fort niveau d’exprasBime variable x qui, par exemple, induit une variable
y peut étre vu comme une ressource de y. Inversement, sixm@pr alors un faible niveau d’expression de la
variable x peut étre vu comme une ressource de y. Ceci nousduital’'une maniére relativement naturelle a
nous inspirer du formalisme des réseaux de Petri colordd[}¥]

— La notion classique de transition des réseaux de Petri adététée afin de représenter, d’une part, des combi-
naisons de variables nécessaires pour influencer une artebhe et, d’autre part, la non-consommation des
ressources apres franchissement de la transition (voinmeas [3] et [6] pour une application des réseaux de
Petri tels quels aux réseaux génétiques, ainsi que [5] @dii leur application aux réseaux métaboliques).
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FiG. 1 —Abstraction logique des régulations positives et négative

— Nos définitions successives de réseaux de régulation, dpiage, puis de traces, permettent de séparer claire-
ment les aspects topologiques d'un modele, les paraméirealcul de niveau d’expression d’'une variable, et
enfin les évolutions dynamiques potentielles d’'un modéle.

Le corps de cet article est constitué de quatre parties. emigre est un rappel de la théorie des réseaux de
régulation de R. Thomas. La deuxiéme précise la notion deefaddrmel et décrit les raisons d’'un choix de
modélisation similaire aux réseaux de Petri. La troisiemigeedans le vif du sujet et définit la partie statique
de ce que nous appelons un réseau de régulation avec masqeag@cluant les fonctions de calcul de niveau
d’expression d’une variable). Enfin la quatriéme partieridém notion de trace, d’une part selon une sémantique
dite synchrone et d’autre part selon une sémantique asynehr

1 Modélisation logique des réseaux de régulation biologia

Modélisation booléenne C’est a partir des années 1970 que R. Thomas[11] définit utieotie de modélisation
des réseaux de régulation en s’appuyant sur une représerbanléenne. Cette modélisation a depuis été testée,
utilisée et étendue avec succes ([9], [13]). A la base de egiproche se trouve la distinction entre 2 principales
classes d'interactions dans les réseaux de régulatiomtiactions positives qui favorisent I'expression dég-é
ment régulé, et les interactions négatives qui la répriment

Il a été montré que les interactions entre les variables tBgaau de régulation sont trés souvent non-linéaires et
sont généralement associées a des courbes sigmoidalés.cRlel de représenter ces interactions sous forme de
fonctions mathématiques impliquant la résolution de systé’équations différentielles, les modélisations boo-
Iéennes les représentent par des fonctions paliers etdesegient des valeurs logiques : Vrai(1) si la variable est
activée, Faux (0) sinon.

On fait également une hypothése forte en discrétisant lpsgernen considérant que I'état du systéme a un instant
t ne dépendjuede I'état a son instant prédecesspued(t). Ainsi, nous pouvons, pour un tempsassocier une
valeur logiquez; a chaque variable et définir de cette maniere urecteur état(z, zz, . . ., z,): représentant
I'état du systéme. On peut définir de mé®¥,, X, X5 . ..); le vecteurimagede : représentant |'état attracteur

a l'instant successeutucc(t). On peut représenter I'application donnant le vecteur enarg fonction de chaque
vecteur état par une tahbfié Cette table est donc indépendante du tetnps
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FiG. 2 —Exemple d'une table de transition T

On est maintenant en mesure d’écrire que I'état du systérmestahtsucc(t) est fonction de son vecteur d'état et
du vecteur image a l'instast (z1, z2, - - -, Zn)suce(t) = F ((X1, X2, X3.. )¢, (21, 22, 23. . )1)-



Approches synchrone et asynchrone Si nous voulons décrire I'évolution d’'un systéme a parture tableT" et

d’'un état inital donné, nous devons encore préciser le cotapent deé.

Préciser le comportement de cette fonctidnc’est préciser laype de dynamiquetilisé par le systeme. Tradi-

tionnellement, en modélisation booléenne on distingue digtnamiques, représentant deux différents types de

transitions.

— Synchrone : Dans umodéle de transitions synchronesites les transitions sont franchies en paralléle au méme
moment et le vecteur d’état prend les valeurs du vecteuradjgrde I'instant précéden{zy, zz, ..., z,): =
T((mla L2yeeey mn)pred(t)) = (Xla X2, X3.. -)pred(t)-

— Asynchrone : Dans umodéle de transitions asynchrongsaque transition nécessite un délai de réaction spéci-
fique. La plus rapide se réalise et change I'état du systeras altres ne sont pas franchies.
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FiG. 3 —Graphes de transitions synchrones (a gauche) et asynchi@ngroite) correspondant a la table 2

Réseaux de régulation de René ThomasAinsi, dans les réseauxooléensune variable est soit dans un état
activé, soit dans un état désactivé. Dans le cadre des sstdenrégulation biologique, il s’avére cependant
souvent nécessaire de distinguer plusieurs niveaux fmmogils, ce qui a conduit R. Thomas a utiliser une logique
multivaluée.
Le domaine de définition d’'une variabten’est plus{0, 1} , mais{0, s1(z), 1, s2(2),2,...,n — 1, s,(z),n}, ou
les s;(z) représent explicitement les valeurs les seuils des diftéseactions de. On az = 0 siz < s5(1), et
z =1Siz > s,(7) etz < s,(i + 1). Si 'on prend comme exemple une variakl@ourvue de deux actions, on
aura
Concentration
?1(x) SF(x) du régulateur x

valeur de la variable »
0 1 2

On définit de cette maniére deux catégories d’états : d'unelgmétats singuliersqui sont localisés sur un ou

plusieurs seuils, d’autre part Iésats réguliersjui s'étendent sur les paliers entre les seuils.

On se sert de ces notions pour étendre la modélisation bowéke réseaux de régulation. Un réseau est représenté

par un graph& = (V, 4,1) ou

— V estl'ensemble des variables

— A C VXV est I'ensemble des arcs, représente les actions entréhesia

— | est I'application qui associe une étiquette & chaque awt de IN x {+, —}, et donne a chaque arc la nature
de I'action associée (positive ou négative) et le seuil guaidclenche.

FIG. 4 — Exemple de réseau de régulation multivalué

Parametres logiques Afin de préciser de maniére générique la relation existamedes vecteurs images et états,
R. Thomas a introduit la notion gerameétres logiquesour donner une définition rigoureuse de ces paramétres
on peut les représenter par une fonctip : P(V) — IN, ouz est une variable et ou 'argumest C V dans
'expression de&K, F un ensemble de variables. Sa signification est la suivante :
— K,o est le poids de base de: niveau d’expression de en absence de tous ses activateurs et en présence de
tous ses répresseurs.
— K, F estle niveau d’expression desi , pour toutv appartenant &,
— v activateur dex = le niveau dey dépasse le seuil & partir duquel il peut induire
— v répresseur de = le niveau dey n’atteint pas le seuil a partir duquel il peut répriner



Utilisés conjointement avec la représentation du grapheataction, ces parameétres permettent de générer une
table générique sur les relations entre vecteurs imagesgttéble dontineinstantiation nous donnenetable
possible des transitiorB. Ainsi pour I'exemple de la figure 4 on a

X Y
K.{y} K,
K.o Ko

K2 Ky{y}
K.{y} Ky{z}
K.o Ky{z}
Kzg Ky{m7y}

PR P OO OlX
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Les différentes combinaisons de valeurs pour les instatiegparameétres représentent toutes les évolutions pos-
sibles d'un systéme.

2 Partage de ressources et Réseaux de Petri

Notre objectif est de se placer dans un cadre de définitiométesmux de régulation biologique qui permette des
manipulations automatiques. En effet, les avancées denlangigue vont conduire a s’intéresser a des réseaux de
tailles de plus en plus grandes, ce qui motive le recours dedbsiques de simulation ou de preuve de propriété
assistées par ordinateur.ll est donc nécessaire de palgaire la nature des données de maniére formelle non
ambigué. Une définition rigoureuse au sens mathématiquésriohe n’est pasormelleau sens informatique du
terme car elle peut laisser des « évidences » qui doivensgtitaxiquement exprimées dans le détail.

L'idée centrale de la modélisation de R. Thomas est de céreidue le niveau d’expression d’une variable est
directement liée a celui des variables qui peuvent induiredprimer son activité.
Dans cette optique, on peut lire la figure 4 comme
— y subit une influence positive siest dans I'état
— y subit une influence positive giest dans I'éta
Tout se passe comme si un jetan ést dans I'étal” passait a travers un arc dedansy pour devenir un jeton
“y est dans I'étal”. Cela rappelle la gestion des ressources en parallélismsguie I'on transmet des ressources
a travers des transitions. Un des moyens les plus simplastiaiter de tels systémes est d'utiliser les réseaux de
Petri.
Rappelons brievement qu’un réseau de Petri peut étre mpgepar un ensemble gdaces(qui possédent des
ressources) et un ensembletdansitions(qui consomment et créent des ressources) reliés entreQeiand les
conditions sur les places en amont d’une transition soiifié€s, la transition peut étre activée : les ressources sont
consommeées, de nouvelles ressources sont créées et danrgeaces en aval.

Avant le franchissement de la transition Apres le franchissement

p|ace transitions p|ace p|ace transitions p|ace

Nous avons décidé d’utiliser un formalisme inspiré par ueksion des réseaux de Petri appetéseaux de Petri
coloréset ou les ressources ne sont pas des jetons mais des ensgmbtes

Il faut cependant garder a I'esprit que méme si notre mod&lagproche de cette classe de réseaux, il a du étre
adapté aux contingences biologiques et ne peut plus étsédgsé comme I'un d’entre eux.

3 Aspects Statiques d’'un Graphe de régulation marqué

La partie statique d’'un modeéle regroupe tout ce qui ne dépesdie I'évolution temporelle du systéme. On peut

y distinguer deux aspects :

— latopologie des interactionles relations entre les variables et la maniére de lesseptér (pour R. Thomas il
s’agit de la représentation graphique).

— lespoids relatifs: I'évolution des niveaux d’expression des variables ipées (pour R. Thomas il s'agit des
paramétres logiques).

Notre modélisation sépare clairement ces deux aspects.



3.1 Graphes de régulation Statiques

Définition 1: [Graphe de régulation statique]. Wmaphe de régulation statiQu&RS) est un graphe orienté

bipartie étiquet§ = (V, T, Out, In) tel que :

— V est le premier ensemble de noeuds; chaque noeud estatable z munie d’une borne associég
appartenant &* = [1,2,3,---[

— T est le second ensemble de noeuds ; chaque noded” étant appelé ungansition

— Out est I'ensemble des arcs dfedansT, tel que chaque arfe — ) est étiqueté par un coup(e, €) ou
s est un entier appartenant a I'intervalleb, ] ete vaut soit 4", soit “—"

— In estl'ensemble des arcs @edansV (sans étiquette).

t
1+ 2+
VA
L
t3

FiG. 5 — Exemple d'un GRS

Remarque Les GRS sont plus explicites que la représentation graghidiiisée précédemment. Pour s’en
convaincre, il suffit de constater que I'on peut a présentsmter des relations comme
pl p2 P3

ol HE
p3 1+ o1 o0

T \_? 10 | 0
1

1+ 11
O O

p2

GRS Representation graphique & table de transition

d’'une maniére purement topologique, alors que dans l'anei@eprésentation il était nécessaire de définir la
collaboration dep; etp, al'aide de la table des transitioffs: des aspects purement topologiques avaient a étre
définis au milieu de données déterminant les poids des atiens entre elles (leK).

Cette nouvelle modélisation nous permet de traduire depé&ations entre plusieurs variables. Une transition
peut représenter une telle coopération entre plusieuiablas. Intuitivement, I'information véritablement impo
tante n’est pas qu’une variable agisse sur I'expressionadautre variable (comme dans les réseaux de régulation
précédent), mais qu’un certain type de réaction (reprégeet une transition) puisse ou non étre activé.

Dans I'exemple suivant,

L gx@
ol s
la représentation a I'aide de GRS est plus claire, intuitieet proche d’'une description biologique du réseau de
régulation, et recouvre moins de sémantiques différeritesambinatoire de&’, possible en est d’autant réduite.
Notation : Etant donné un GR8 = (V, T, Out, In) :
— Pourtoute variable € V, z;' = {r € T|(t — z) € In} dénote 'ensemble des transitions entrantes de
z,

— Pour toute transition € T, 7, ' = {z € V|(z — 7) € Out } dénote I'ensemble des variables entrantes
der.

3.2 Marquages et paramétrage

Dans cette partie nous allons nous attacher a définir les@spe poids des relations.
Définition 2 : [Marquage]. Etant donné un GRB= (V, T, Out, In), unmarquagesurg est une fonction totale
p:V — P(T) ,(ouP(T) est I'ensemble des parties @ telle que pour tout € V on aitu(z) C z;'.




Cette définition du marquage traduit directement I'idée lgsevéritables ressources d’une variable sont les transi-
tions qui peuvent influer sur son expression.

Il nous reste maintenant a définir la maniére de déduire leaniwd’expression d'une variabteen fonction de
son marquage. On le fait en définissant une fonction de pargatéon , équivalente aux parameétres logiques de
la modélisation de R. Thomas.

Définition 3 : [Paramétrage]. Etant donné un GBS= (V, T, Out, In), unefonction de paramétrisatiosurg
est une fonction (partiellement définig): V x P(T) — N tel que::
- K(z, S) est définie si et seulement$iC z;"
— SiK(z, S) est définie alore < K(z,S) < b,
Remarque Cette fonction de paramétrisatian est dans les faits comparable aux paramétres logifuee
la modélisation de R. Thomas. De la méme maniére que nousopswdéduire le GRS équivalent & une telle
représentation , nous pouvons déduirégléquivalent a une instantiation @é.
Par convention, 1& o0& n’est pas définie, on lui assigne la valeur O.
D’ordinaire, les instantiations possibles Bene sont pas uniques et possédent un sens biologique fosi, Aour
I'exemple de la figure SJnedes instantiations possibles de la fonction de param#otspourrait étre :

K K t3} =1, K, {t1} =1, K, {2} =2, K, {t1,12} =2

4 Aspect Dynamique des Graphes de Régulation Marqués.

Une fois défini 'ensemble des aspects statiques des GrajghiRrégulation Marqués, il reste donc a déterminer un
ensemble de régles permettant d’expliciter I'évolutiomdee systeme (et plus particulierement de son marquage)
au cours du temps.

Pour étudier la dynamique d’'un systéme, il est nécessaé@ridier 'ensemble des traces d’exécution (des sé-

guences de marquage) au cours du temps (similaire dansiscipprau graphe de séquence d’état).

Deux sémantiques différentes ont déja été appliquées aytlames biologiques : 'une met en jeu une dyna-

mique dite synchrone, I'autre une dynamique dite asynar@es deux approches (nous pourrions en concevoir

d’autres) permettent de caractériser des ensembles @s gactraduisent les évolutions d’état d'un GRM au cours
du temps.

Définition 4 : [Transition Franchissable ]. Etant donné un GRS (V, T, Out, In), un marquage surg et une
fonction de paramétrisatiaf surg, une transitiorr est ditefranchissablepary si pour tou{v — 7) € Out
étiqueté pafz,¢) on a
— K(v, p(v)) > s sie =+
— K(v, p(v)) < ssic =

Cette définition signifie que pour qu’une transition soibfrhissable, il faut et il suffit que, d’'une part, les variable

ayant une action positive passent leur seuil d’action etlé part, qu’aucune des variables négatives n’atteigne

son niveau d’action.

Ainsi, on prend le parti pris d’appeler “franchissable” tae qui aide la variable & s’exprimer. Contrairement aux

réseaux de Petri classiques, une transition non frandilesgeeut avoir une action : en réprimant des variables

cibles.

En d’autres termes, une transition franchissable reptédarprésence des inducteurs et I'absence des inhibiteurs

concernés.

4.1 Sémantique synchrone d’'un GRM.

Toutes les transitions ont lieu simultanément. Le processtdéterministe : chaque marquage posséde un et un
seul marquage successeur.

Définition 5: [Marquage successeur]. Etant donné un GRS (V, T, Out, In), un marquage: surg et une
fonction de paramétrisatioR surgG, le marquage successeur gepar K est le marquagg’, défini pour
toutu appartenant & par
' (u) = {r € up'|r est franchissable

Le marquage de contient donc I'ensemble des transitions qui favorisemtpression de.

Exemple Pour I'exemple de la figure 5 et avec la fonction de paransgitas définie en 3.2, pour le marquage
initial

Mo(:l:) = @,Mo(y) =
le marquageM 1, successeur d#1, par K est défini par :



— t3 € M, (=) ssits est franchissable, donc &, {M(y)} < 1 (car l'interaction est négative), c’est a dire si
Ky@ < 1:cequiestvrai

— t; € M (y) ssit, est franchissable, donc &i, {M,(y)} > 2, donc sik, @ > 2 : ce qui est faux

— t1 € M(y) ssit; est franchissable, donc, 8i, {Mo(z)} > 1,c’est a dire sk, @ > 1: ce qui est faux

Ainsi, le marquageM; estM(z) = {t3}, M1(y) = @. On en déduitde laméme manigve;(z) = {t3}, Ma(y) =

{t1} et Ms(z) = @, M3(y) = {t1} dont le successeumy(z) = &, M4(y) = @ est égal aM;.

@ {ts} {ts} @
@ % {t1} {t:}

!

Remarquons au passage que I'arbre des marquages accedsijblés un marquage initial est une unique branche.

4.2 Sémantique asynchrone d’'un GRM

Dans une sémantique asynchrone, une seule transition& kestopris en compte pour passer d’un marquage a un
autre. Un marquage peut ainsi avoir plus d'un successesilges

Définition 6 : [Marquage successeur]. Etant donné un GRS (V, T, Out, In), un marquage: sur g, une
fonction de paramétrisatiol surg@, et une transition :
le marquagg:’ successeur de parr est défini de la maniére suivante : pour totit— u) € In,
— silatransition est franchissable al@’$u) = p(u) U T
— sinong/(u) = p(u)\7
Lopération\ dans la définition correspond a la soustraction ensembligif:)\r est 'ensemble des éléments
de u(u) saufr. Noter que sir ¢ u(u), il est tout a fait possible de soustraireéd u(u) : I'ensemble résultant sera
w(u) inchangé.
Comme n’importe quelle transition peut étre choisie, lfarbes marquages accessibles depuis un marquage initial
possede: branches a chaque noeudmest le nombre de transitions du systeme.

Conclusion et perspectives

Nous avons défini une modélisation informatique formelle tseaux de régulation biologiques initiés par R.

Thomas. Cette définition, inspirée en partie des réseauxette dnstitue une base solide pour développer un

outillage informatique pleinement validé autour de cefterache.

Nous avons pris le parti de représenter les interactions fome de transitions qui traduisent une action positive

(ou une absence d’action négative) sur les variables. De fagton, les transitions sont vues comme les véritables

ressources du réseau. Cela nous conduit tout naturellemare notion de marquage par des ensemblésdsi-

tions

Nous avons pris soin dans nos définitions de séparer auggincknt que possible les informations relevant de la

topologie du graphe d’interaction entre les variablesinfsgmations permettant de calculer le niveau d’exprassio

des variables et enfin les informations portant sur la dygamdu systéme (synchrone ou asynchrone).

Parmi les perspectives de ce travail mentionons :

— I'étude formelle des boucles d'interaction.

— la prise en compte d’une population de modéles ( dont chigliddu ne posséde pas nécessairement le méme
marquage a un instant donné).

— une extension de la notion de transition pour décrire dethamaisons synergiques ou antagonistes plus sophis-
tiquées de variables.

— lavalidation du modéle sur des cas biologiques réels ereble sur la régulation épigénétique de la production
de mucus chePseudomonas aeruginosemodélisation du cycle cellulaire chez la drosophilesiiien cours).
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