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amitié, et la complicitéd’un bureau partage´.

Je dois enfin beaucoup, et plus encore, a` mes parents qui ont toujours eu mes e´tudes a` coeur, et sur
lesquels j’ai toujours pu compter.

- 2 -



Table des matières ge´né rale -3 -
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INTRODUCTION

Le but de cette the`se est principalement de pre´senter un nouveau formalisme de traitement d’excep-
tions (les exception-alge`bres), de l’utiliser pour traiter l’imple´mentation abstraite en pre´sence
d’exceptions, et plus ge´né ralement de montrer que, les re´sultats fondamentaux obtenus pour les
exception-alge`bres étant analogues aux re´sultats fondamentaux bien connus des types abstraits
algébriques “classiques”, la plupart des primitives de structuration des spe´cifications alge´briques
obtenues dans le cas sans traitement d’exceptions peuvent eˆtre étendues sans difficulté aux exception-
algèbres.

Dans le cadre du traitement d’exceptions, les questionshiérarchiques (telles que la consistance
hiérarchique ou la suffisante comple´tude) constituent une part importante de nos re´sultats, mais nous
avons aussi e´tudié le problème de l’ implémentation abstraite. Il s’avère que, même sans traitement
d’exceptions, les formalismes existants d’imple´mentation abstraite n’offraient pas des crite`res totale-
ment satisfaisants pour prouver qu’une imple´mentation abstraite est correcte. Ces crite`res étaient
essentiellementsémantiques, fondés sur une description exhaustive de certaines alge`bres relatives à
l’implémentation. Or il est clair que des crite`res principalement fonde´s sur la spécification de
l’implémentation sont nettement pre´fé rables sitoˆt que les exemples traite´s sont complexes, car une
description comple`te des alge`bres sous-jacentes est alors difficile.

Cette the`se est constitue´e de trois parties :

La partieA dé veloppe un nouveau formalisme d’implémentation abstraite dans le cas “clas-
sique” (c’est-a`-dire sans traitement d’exceptions). Ce formalisme a pour principal avantage
d’offrir des critères fonde´s sur la spe´cification de l’implémentation pour de´cider de sa correc-
tion. Nous pre´sentons aussi une notion de correction “forte”; laquelle permet d’assurer la
compatibilitédes implémentations abstraites avec la réutilisation. La notion de re´utilisation
sera de´finie dans cette partieA ;  elle implique en particulier que lacompositionde deux
implémentations correctes reste correcte.

La partieB expose le formalisme desexception-alge`bres. Elle démontre que les re´sultats fon-
damentaux relatifs aux exception-alge`bres sont les meˆmes que ceux relatifs a` la théorie des
types abstraits alge´briques sans traitement d’exceptions ;puis elle prouve que, grâce àceux-
ci, une approchehiérarchiquesimilaire àcelle sans traitement d’exceptions peut eˆtre définie.
Par rapport aux formalismes existants de traitement d’exceptions, les exception-alge`bres
apportent une notion “d’e´tiquettes d’exception” qui mode´lise les messages d’erreur; de plus,
ce formalisme fournit tous les aspects requis, ou utiles, pour le traitement d’exceptions
(spécification de structures borne´es, récupération d’erreurs, traitement des valeurs errone´es
elles meˆmes, propagation implicite des exceptions et des erreurs, existence de congruences
minimales, existence d’alge`bres initiales, spe´cifications hiérarchiques ...).Aucun des formal-
ismes existants ne permettait de traiterà la fois tous ces aspects.
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La partieC traite l’implémentation abstraite en pre´sence d’exceptions. On constate que le for-
malisme d’imple´mentation abstraite exposéen partie A est étendu aux exception-alge`bres
sans aucune difficulté. On peut alors spe´cifier l’implémentation de structures borne´es au
moyen d’autres structures borne´es, et par exemple déterminer les rapports entre les bornes
respectives de ces structures pour que l’imple´mentation soit correcte, ou encore spe´cifier sim-
plement comment transcrire les messages d’erreur de la structure “imple´mentante” en mes-
sages d’erreur de la structure “imple´mentée”.

Au début de chacune de ces trois parties, le lecteur trouvera un bref re´sumédes résultats qui y sont
exposés, ainsi qu’une table des matie`res plus de´taillée que celle fournie dans les pages suivantes.

Naturellement, l’imple´mentation abstraite en pre´sence d’exceptions n’est qu’une extension possible
du formalisme des exception-alge`bres, parmi d’autres. De nombreuses autres extensions restent a`
é tudier, par exemple l’étude de crite`res simples pour assurer le suffisante comple´tude ou la consis-
tance hie´rarchique, les rapports entre les exception-alge`bres et la re´écriture, les approches non ini-
tiales, la parame´trisation ...
Cette the`se concentre ses efforts sur l’imple´mentation abstraite parce que c’est un sujet qui semble
déjà difficile sans traitement d’exceptions ;par conse´quent, le fait que l’on puisse e´tendre les re´sultats
obtenus sans traitement d’exceptions au formalisme des exception-alge`bres nous semble prouver que
ce formalisme d’exception-alge`bres est “prometteur”.D’autre part, un formalisme d’imple´mentation
abstraite sans traitement d’exceptions ne permet pas, en ge´né ral, de traiter l’imple´mentation de struc-
tures borne´es ;  or il est clair que ceci ne pouvait que nuire a` la “crédibilité pratique” de l’implémenta-
tion abstraite.

Introduction
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Résuméde cette partie A

Le but de cette partie est de de´velopper un formalisme d’implémentation abstraite pour lequel les
preuves de correctionssoient simples a` mettre en oeuvre dans les exemples. Bien entendu, ce formal-
isme est oriente´ de telle sorte qu’il s’e´tendra sans efforts majeurs aux types abstraits alge´briques avec
traitement d’exceptions. Cette partie se scinde en deux chapitres: le premier développe une approche
assez intuitive de l’implémentation abstraite en se re´fé rant aux travaux antérieurs qui ont inspire´ notre
formalisme, le second de´crit notre formalisme.

Durant le premier chapitre, nous verrons que le proble`me de l’implémentation abstraite se pose de la
manière suivante :

on dispose de deux spe´cifications alge´briques :celle de la structure de´jà implémentée, et celle
de la structure que l’on veut imple´menter ;ces deux spe´cificationsdécrivent respectivement
les propriété s connues de la structure de´jà implémentée et les proprie´té s souhaite´es de la
structure a` implémenter

on cherche a` spécifier algébriquement une imple´mentation “constructive” de la structure que
l’on veut implémenter, au moyen de la structure de´jà implémentée ; la question est de prouver
dans quelle mesure cetteimplémentation abstraite estcorrectepar rapport a` la spécification
que l’on veut imple´menter.

Nous verrons que deux me´thodes principales sont connues :

on peut chercher a` synthétiser les sortes a` implémenter au moyen des sortes de´jà
implémentées (abstraction)

on peut chercher a` donner unereprésentationde chaque terme ferme´ à implémenter, parmi les
valeurs déjà implémentées.

Le formalisme que nous proposons dans le chapitre II est fonde´ sur l’usagesimultanéde ces deux
notions (synthe`se et représentation), ainsi que de la notion dereprésentation de l’e´galité. Nous ver-
rons que cette approche pre´sente, entre autres, l’avantage de ramener le proble`me de la correction
d’implémentations a` des notions bien connues des types abstraits alge´briques : la suffisante
complétude et la consistance hie´rarchique.

Résumé



Partie A : Implé mentation sans traitement d´exceptions - 10 -

TABLE DES MATIERES

page 12 : CHAPITRE I : Première approche

1. MOTIVATION p. 12
1.1. SITUONS LE PROBLEME p.12
1.2. LES BUTS POURSUIVIS p. 14
1.2.1. Preuve(s) de correction p. 14
1.2.2. Re´utilisation d’implémentations p. 15
1.2.3. Le traitement d’exceptions p. 16

2. ABSTRACTION ET REPRESENTATION p. 17
2.1. ABSTRACTION p.17
2.2. REPRESENTATION p.20

3. IMPLEMENT ATION SELON [EKMP 80] p. 22
3.1. LES DONNEES DU PROBLEME p.23
3.2. COMPOSANTE CACHEE ET STRUCTURATION p.24
3.3. LE NIVEAU SYNTAXIQ UE p.25
3.4. LE NIVEAU SEMANTIQUE p.27
3.4.1. Le foncteur de synthese p. 27
3.4.2. Le foncteur de restriction p. 28
3.4.3. Le foncteur d’identification p. 29
3.5. LES PREUVES DE CORRECTION p. 30
3.5.1. L’opération-comple´tude p. 30
3.5.2. La consistance de l’imple´mentation p. 31

4. COMPOSITION D’IMPLEMENT ATIONS, ET [SW 82] p. 34
4.1. LA COMPOSITION D’IMPLEMENTATIONS ABSTRAITES p. 34
4.2. LE FORMALISME [SW 82] p. 35

5. RECAPITULATION p. 38

Table des matières



Partie A : Implé mentation sans traitement d´exceptions - 11 -

TABLE DES MATIERES (SUITE)

page 40 : CHAPITRE II : Notre formalisme d’implémentation abstraite
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Chapitr e I :

Première approche

Ce chapitre contient 5 sections. La section1 motive l’approche alge´brique pour l’implémentation
(implémentation abstraite) et dé crit les buts poursuivis. La section2 explique de manie`re intuitive les
notions d’abstraction et de représentation. La section 3 de´veloppe le formalisme de [EKP80,
EKMP 80] en montrant ses corre´lations avec la notion d’abstraction. La section4 dé crit brièvement
[SW 82] qui propose un formalisme ou` la composition d’imple´mentations semble a priori promet-
teuse. Enfin la section5 ré sume l’ensemble des me´thodes exposées, et récapitule les points sur
lesquels ces formalismes ne sont pas entie`rement satisfaisants.

1. MOTIVATION

1.1. SITUONSLE PROBLEME

Durant le de´veloppement d’un programme, il est tre`s important de manipuler des structures de
données bien adapte´es aux besoins particuliers du proble`me traité. Le programme est alors plus aise´ à
concevoir, et plus aise´ment lisible.
Mais les structures de donne´es, ou le langage, dont on dispose au de´part ne sont pas ne´cessairement
assez puissants, ou bien adapte´s, pour l’application envisagée. Une bonne me´thode est alors d’e´crire
des primitives spécifiques au proble`me traité. On crée ainsi de nouvelles structures de donne´es au
moyen de celles dont on disposait au de´part, puis on traite l’application envisagée au-dessus de ces
nouvelles structures.
Une telle me´thode facilite le développement du proble`me parce que l’on peut e´crire le programme en
se réfé rant aux proprie´té sde ces nouvelles structures de “plus haut niveau”. On laisse alors de coˆté la
“traduction” des ope´rations de plus haut niveau en terme des ope´rations de de´part.
Prenons un exemple simple. Supposons que l’application envisagée doive manipuler une structure de
piles, dont on ne dispose pas au de´part. On a alors inte´rê t à spécifier d’abord les ope´rations primitives
des piles (empty, push, popet top). On peut ensuite se baser sur les proprie´té s é lé mentaires bien con-
nues des piles pour de´velopper notre application. Le re´sultat est beaucoup plus lisible, rapide et sim-
ple àobtenir, car la manipulation effective des piles au moyen des structures de plus bas niveaux est
uniquement traite´e lors de la de´finition des ope´rationsempty, push, popet top.

Le passage entre les structures de donne´es de plus haut niveau et celles de plus bas niveau est appele´
l’ implémentation. Le rô le de l’implémentation est donc la construction de nouvelles structures de
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données au moyen de structures existantes. Elle doit en quelque sorte ge´rer la manipulation des
opérations de plus haut niveau au moyen de celles de plus bas niveau ;et ceci en ne laissant visible
“de l’extérieur” que les proprie´té spertinentes de ces nouvelles ope´rations. L’utilisateur d’une struc-
ture de donne´es implémentée pourra alors se reporter aux proprie´té sintéressantes des ope´rations qu’il
manipule, sans se soucier des de´tails de leur imple´mentation.
Remarquons que la notion d’imple´mentation couvre une large e´tendue : cela va de la simple
implémentation de quelques ope´rations au moyen d’ope´rations de plus bas niveau, jusqu’a`
l’implémentation d’un langage complet au moyen d’un autre langage (compilation, cf. [Gau 80]).

Les types abstraits alge´briques permettent dedécrire de manière abstraitedes structures de donne´es
manipulées par l’utilisateur. De telles spe´cifications abstraites aident l’utilisateur parce qu’elles
ignorent les de´tails d’implémentation de ces structures. Par exemple, lorsque l’on spe´cifie abstraite-
ment la structure de pile, ce qui inte´resse l’utilisateur sont des proprie´té stelles que :

l’accès àune pile fournit le dernier e´lé ment empilé.
Cette proprie´té s’exprime au moyen de l’axiome

top(push(x,X)) = x
De même, lorsqu’on ajoute un e´lé ment dans une pile (ope´ration push), et qu’on la de´pile ensuite
(opérationpop), on retrouve la pile de départ :

pop(push(x,X)) = X.
De tels axiomes sontdescriptifs: ils ne refle`tent géné ralement pas la manie`re constructivedont est
effectivement implémentée la structure de pile. Souvent, on pre´fè re implémenter les piles au moyen
de tableaux: une pile est caracte´risée par un tableau (qui contient les e´lé ments de la pile) et un entier
(qui délimite le haut de la pile dans le tableau) :

push( x , x0 x1 ˜ ... ) = x0 x1 x ...

pop( x0 x1 x2 ... ) = x0 x1 x2 ...

top ( x0 x1 x2 ... ) = x2

Les types abstraits alge´briques pre´sentent l’avantage de fournir a` l’utilisateur l’ensemble des “pro-
priété spertinentes” des piles. Mais le proble`me suivant se pose imme´diatement :comment ve´rifier si
l’implémentation des piles au moyen des tableaux re´pond bien a` la spécification algébrique des
piles ?
Le but de cettepartie A est de traiter ce type de proble`mes au niveau des types abstraits alge´briques.
L’ idée est de se munir d’unespécification algébrique de l’implémentation elle-meˆme ;  on pourra
alors utiliser les outils des types abstraits alge´briques pour savoir quels sont les crite`res de correction
et obtenir des me´thodes ge´né rales de preuves de correction. Cette de´marche est appele´e l’ implémen-
tation abstraite.

Par exemple, l’implémentation des piles par les tableaux peut eˆtre spécifiée de la manière suivante :

empty = <t,0>
push(x,<t,i>) = <t[i]:=x,succ(i)>

pop(<t,succ(i)> = <t,i>
top(<t,succ(i)> = t[i]

emptydénote la pile vide; elle est implémentée par un tableau quelconque muni de l’entier 0, indi-
quant qu’aucun e´lé ment n’est empile´. Le tableaut, du couple <t,i>, contient les e´lé ments de la pile
(de0 à i-1), tandis que l’indicei pointe sur le rang du tableau ou` doit être placéle prochain élé ment
de la pile. L’ indice i est donc la hauteur de la pile. Les spe´cifications abstraites des piles et des

Chap. I : Première approche
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tableaux sont donne´es en annexe 1. Pour simplifier, nous avons ici ignoréles cas d’exceptions tels
quetop(empty).

Terminologie :
Dans toute la suite, pour différencier la spe´cification “pure” des piles (cf.pop(push(x,X))=X) de
celle caracte´risant l’implémentation des piles au moyen des tableaux et entiers (cf.
pop(<t,succ(i)>)=<t,i> ) ,  nous qualifierons la premie`re de spécification descriptive, et la seconde de
spécification constructive. Cette de´nomination est justifie´e par le fait que la premie`re spécification
décrit les propriété s abstraites caracte´risant la structure de piles, alors que la seconde est cense´e
modéliser un “algorithme d’imple´mentation” des piles au moyen de tableaux.

1.2. LESBUTS POURSUIVIS

1.2.1. PREUVE(S)DE CORRECTION

Notre propos est avant tout de trouver des me´thodes pour prouver qu’une telle spe´cification construc-
tive “simule” chaque ope´ration de la spe´cification descriptivedes piles. Nous employons ici le verbe
“simuler” au sens franc,ais courant; cette notion sera traduite alge´briquement par lacorrection d’une
implémentation(en fait, la “simulation” est le´gè rement différente de la notion de correction, elle est
seulement incluse dans la correction d’une imple´mentation ; la notion de simulation a e´té
systématiquement de´veloppée dans [SW 82]).

Le seul fait de de´finir cettecorrection n’est pas simple. En effet, on pourrait penser qu’il suffit de
vérifier que les spe´cifications descriptives et constructives ont la même sé mantique. Il n’en est rien.
Par exemple, deux tableaux distincts munis de l’indicei=0 représentent la meˆme pile (empty) ;  plus
géné ralement deux tableaux distincts mais contenant les meˆmes élé ments entre0 et i-1 représentent la
même pile. Ainsi, on constate que deux objetsconstructifsdistincts peuvent repre´senter le meˆme
objetdescriptif. Pour prouver la correction d’une imple´mentation abstraite il faudra donc d’abord car-
actériser les objets constructifs repre´sentant le meˆme objet descriptif. Nous verrons plus loin que ce
problème n’est pas le seul souleve´ par les preuves de correction d’imple´mentations.
Une autre approche pour de´finir la correction d’une imple´mentation peut eˆtre la suivante : même si
les deux se´mantiques sont différentes, l’implémentation sera correcte pourvu que “ce que l’utilisateur
en observe” ne lui permette pas des les distinguer. Une telle de´finition de la correction d’une
implémentation conduit a` des se´mantiques “terminales” ([Kam80]). Malheureusement, les preuves
de correction sont alors tre`s difficiles àmettre en oeuvre. De plus, la notion de correction de´pend de
l’étendue des “observateurs” que l’on donne a` l’utilisateur ; on est alors en particulier confronte´ au
problème suivant : que se passe-t’il si l’on enrichit une structure de donne´es dé jà implémentée ?
(sachant qu’un enrichissement peut fort bien ajouter des ope´rations d’observation). Cette question
entre dans le cadre plus ge´né ral du proble`me de réutilisation d’implémentations de´jà faites.

1.2.2. REUTILISATION D’IMPLEMENT ATIONS

Supposons que les piles soient imple´mentées au moyen des tableaux, comme pre´cé demment. Un util-
isateur de cette structure de donne´es l’incluera probablement dans divers programmes. Au niveau des
types abstraits alge´briques, ceci signifie que l’utilisateur va concevoir divers enrichissements au
dessus de la spe´cification des piles (un enrichissement pouvant mode´liser un “programme abstrait” au
dessus de la structure de donne´es implémentée). Mais l’utilisateur n’est nullement tenu de savoir
comment est faite l’imple´mentation des piles. En d’autres termes, il connait laspécification descrip-
tive des piles, mais il ne connait pas laspécification constructivede son imple´mentation. Ilen résulte
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que toute preuve concernant cet enrichissement sera e´tablie en fonction de la spe´cification descriptive
usuelle des piles, et non de celle utilisant les tableaux. De`s lors, rien ne prouve a priori que
l’enrichissement en question, effectuéau dessus de l’imple´mentation, fournisse les re´sultats attendus.
Un cas particulier de ce proble`me est lacomposition d’imple´mentations(c’est-à-dire une imple´menta-
tion faite au dessus de structures de donne´es précé demment imple´mentées). Toutes les preuves de
correction sont faites en regard de la spe´cification descriptive des structures pre´cé demment
implémentées. Là encore,a priori , rien ne prouve que la composition de ces imple´mentations soit
correcte, meˆme si chacune des imple´mentations est se´parément correcte. Par exemple, le formalisme
d’implémentation abstraite de´veloppédans [EKP 80] et [EKMP 80] n’est pas compatible avec la
composition d’imple´mentations : la compose´e de deux implémentations correctes peut ne pas l’eˆtre.

1.2.3. LETRAITEMENT D’EXCEPTIONS

Le traitement d’exceptions est particulie`rement crucial pour spe´cifier des imple´mentation abstraites
réalistes. Prenons encore un exemple simple. Si l’on veut spe´cifier l’implémentation desfiles au
moyen de tableaux. L’absence de traitement d’exceptions nous conduit a` spécifier des files et des
tableauxnon borne´s (appliquer l’opération add_ to_ à une file pleine re´sultant sur un cas d’excep-
tion). On peut ne´anmoins donner une spe´cification constructive des files comme suit :

emptyqueue = <t,i,i>
add x to <t,i,j> = <t[j]:=x,i,succ(j)>
remove(<t,i,j>) = <t,succ(i),j>

first(<t,i,j>) = t[i]

Une file est alors repre´sentée par un triplet<t,i,j> . Le tableaut contient les e´lé ments de la file entre
l’indice i et l’indice j-1. L’indice i pointe sur le premier e´lé ment de la file, alors que l’indicej pointe
sur le rang du tableau ou` doit être placéle prochain élé ment de la file. L’opération add_ to_ affecte
l’élé ment ajoute´ à la place j du tableau et incre´mente j de 1, tandis que l’ope´ration remove_
incrémente simplementi de1.
Hormis les mauvais re´sultats obtenus avec removeet first lorsque la file est vide (on peut y reme´dier
ici en ajoutant un pre´dicat is-empty, mais la spe´cification est alors incomple`te, cf. [Gau 80]),on con-
state de plus une “fuite vers l’infini” de la file au fur et a` mesure de l’application de l’ope´ration
remove. Pour remédier àce problème, on est conduit a` limiter la taille des files (en spe´cifiant des files
bornées), afin de pouvoir en donner une imple´mentation “circulaire”, dans des tableaux borne´s.

On constate donc sur cet exemple que le traitement d’exception est ne´cessaire si l’on veut spe´cifier
des imple´mentations abstraites re´alistes, aptes a` gé rer des structures borne´es. C’est la` l’un des buts de
cette the`se :  dé velopper un formalisme d’imple´mentation abstraite avec traitement d’exceptions. La
troisième partie de cette the`se (partie C) re´soud cette question.
On verra que l’on peut en particulier spe´cifier une telle imple´mentation circulaire ainsi que
l’implémentation des divers messages d’erreur s’y afférant, et prouver qu’elle est correcte (si et seule-
ment si la taille maximale des tableaux est au moins e´gale àla longueur maximale des files, bien suˆr).

2. ABSTRACTION ET REPRESENTATION

Suivant la discussion faite en section 1.1, nos donne´es de dé part sont les suivantes :
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on dispose de la spe´cification algébrique de la structure de´jà implémentée, dite spécification
résidante(par exemple les entiers naturelsNAT et les tableauxARRAY)

on dispose de la spe´cification algébriquedescriptivede la structure que l’on veut imple´menter
(par exemple les pilesSTACK)

on veut spe´cifier algébriquement l’implémentation deSTACK au moyen deARRAYet NAT et
lui donner une se´mantique, ce que nous appellons uneimplémentation abstraite.

Figure 1 : implémentation et types abstraits

structure ←implémentation→ structure (Structures
déjà implémentée àimplémenter dedonnées)

⇑ ⇑
↓ ↓

spécification implémentation spe´cification
déjà implémentée ← abstraite → à implémenter (Types

(résidante) (constructive) (descriptive) abstraits)

Deux méthodes se pre´sentent naturellement a` nous :

→ on peut partir des donne´es dé jà implémentées, etsynthétiser les donne´es àimplémenter. Cette
méthode est appele´e l’abstraction, parce qu’elle permet “d’abstraire” des n-uplets de donne´es
résidantes (par exemple des couples<tableau,entier>) en des donne´es àimplémenter (piles).

← symétriquement, on peut partir des termes a` implémenter et leur associer les valeurs qui les
implémentent. Cette me´thode est lareprésentation puisqu’elle fournit a` chaque terme à
implémenter (de sorte STACK) les objets qui le repre´sentent (ici des couples
<tableau,entier>).

2.1. ABSTRACTION

Poursynthétiser les sortes a` implémenter (piles) au moyen des sortes re´sidantes (tableaux et entiers),
on utilise une ope´ration d’abstraction, note´e A .

Exemple 1 :
Pour notre exemple, l’aritéde l’opération d’abstraction est :

A :  ARRAY NAT → STACK .
Les axiomes constructifs spe´cifiant l’implémentation abstraite sont alors les suivants (on supposera
qu’il s’agit de piles et tableaux d’entiers naturels afin de spe´cifier complètement l’ope´ration top, cf.
cinquième axiome) :
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(1) empty = A(t,0)
(2) push(x,A(t,i)) = A(t[i]:=x,succ(i))
(3) pop(A(t,0)) = A(t,0)
(4) pop(A(t,succ(i))) = A(t,i)
(5) top(A(t,0)) = 0
(6) top(A(t,succ(i))) = t[i]

Suivant les troisie`me et cinquième axiomes, nous posons que les cas d’exception pop(empty)et
top(empty)sont respectivement égaux àemptyet 0 ; la partie C traitera comple`tement les rapports
entretraitement d’exceptionset implémentation abstraite.

Remarques 1 :

Ces axiomes fournissent successivement l’implémentation de chacune des ope´rations sur les
piles : (1) pour l’opération empty, (2) pour l’opération push, (3 & 4) pour l’opération pop,
(5 & 6) pour l’opération top. Ainsi, toutes les ope´rations sont traite´es si bien que l’on peut
déterminer récursivement l’implémentation de tout terme de sorteSTACK. Nous verrons que
traiter toutes les ope´rationsse de´finit au moyen d’un crite`re de correction appele´ l’opération-
complétude(introduit par [EKP 80]).

Remarquons que le premier axiome laisse toute liberte´ quant au choix d’un tableau imple´men-
tant la pile vide. Le fait que la hauteur de la pile soit0 suffit pour caracte´riser la pile vide, peu
importe la teneur du tableau choisi.

La vision “abstraction” a un inconvénient majeur: elle synthétise trop d’objets dans les sortes a`
implémenter. Par exemple, l’élé ment de sorteSTACK A(create,4) ne repre´sente aucune pile (create
est le tableau non initialise´). En effet, les 4 premie`res places du tableaucreate(de create[0] à cre-
ate[3]) ne sont pas initialise´es ;  or pour représenter une pile de hauteur 4, il faut (au moins) que les 4
premiers e´lé ments empile´s soient définis.
Nous avions de´jà souligné le fait que deux n-uplets distincts peuvent repre´senter le meˆme objet à
implémenter ;et que par conse´quent il faut caracte´riser les n-uplets distincts qui imple´mentent le
même objet afin de prouver la correction d’une imple´mentation. Nous venons de de´gager ici un sec-
ond obstacle aux preuves de correction d’imple´mentations :certains n-uplets ne repre´sentent aucun
objet àimplémenter. Il f aut donc aussi caracte´riser quels sont ceux qui sont “utiles”, afin de prouver
la correction d’une imple´mentation.
On pourrait penser que ce second obstacle est uniquement duˆ au traitement d’exceptions :si l’on con-
vient que le tableau videcreatecontient uniforme´ment0, la question ne se pose plus. En fait, il est de
nombreux exemples sans cas exceptionnels ou` l’abstraction synthe´tise des n-uplets qui
n’implémentent aucun objet. En voici un tre`s simple : l’implémentation des ensembles (SET) par les
cha înes (STRING).

Exemple 2 :
On suppose queSTRINGest muni des ope´rations “chaîne vide” note´e λ , “ajoût d’un élé ment”
add(x,s), “retrait d’un élé ment” remove(x,s)qui enlève toute occurence de l’e´lé mentx dans la chaîne
s, et occurs(x,s)qui retourneTruesi x est dans la chaînes, Falsesinon. Les spe´cifications descriptives
deSTRINGetSETsont donne´es en annexe 1.
L’ aritéde l’opération d’abstraction est alors :

A :  STRING → SET
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et les axiomes d’imple´mentation sont simplement :

∅ = A(λ)
occurs(x,s)=True ==> insert(x,A(s)) = A(s)
occurs(x,s)=false ==> insert(x,A(s)) = A(add(x,s))

delete(x,A(s)) = A(remove(x,s))
x ∈ A(s) = occurs(x,s)

On constate queinsert(x,X)est constructivement spe´cifié de telle sorte que si l’e´lé mentx est de´jà dans
la chaîne s implémentantX, on n’ajoute pas d’occurence inutile dex danss. Il en resulte que les
cha înes redondantes n’imple´mentent aucun ensemble. Ceci fournit donc un exemple oùl’abstraction
synthétise certains objets de sorteSETqui ne sont pas requis pour l’imple´mentation (ici les valeurs de
la formeA("une cha îne redondante")).
De même, les axiomes d’imple´mentation spe´cifiés ici n’impliquent nullement la commutativité de
l’insertion ensembliste : les objets synthe´tisés A("ab") et A("ba") sontdistincts.

Cet exemple est donc re´vé lateur des deux proble`mes que nous avons souligne´s :

Lorsque l’on spe´cifie une implémentation, on cre´e certains objets “inutiles”, qui ne sont pas
atteints par les ope´rations a` implémenter. Ceci impose de caracte´riser les objets utiles a`
l’implémentation avant de pouvoir prouver sa correction.

Deux objets distincts pour la spe´cification constructive de l’implémentation peuvent
implémenter le meˆme objet. Ceci impose de caracte´riser quels sont les objets qui repre´sentent
le même élé ment àimplémenter avant de pouvoir prouver la correction d’une imple´mentation.

En fait, ces deux proble`mes sont les seuls obstacles rencontre´s pour formaliser les imple´mentations
abstraites. Ils soule`vent cependant de nombreuses difficulte´s, comme on le verra plus loin.

En ce qui concerne le premier obstacle, on peut tenter de caracte´riser les objets “utiles” synthe´tisés
par l’opération d’abstraction. Cette caracte´risation s’appelleles invariants de représentation (cf.
[Gau 80]) :

Seuls les couples<t,i> tels que t est initialiséentre 0 et i-1 sont atteints par ope´rations des
piles.

Seules les chaînes non redondantes sont atteintes par les ope´rations ensemblistes.

On peut aussi caracte´riser les n-uplets repre´sentant le meˆme objet à implémenter. Cette caracte´risa-
tion s’appelle la représentation de l’e´galité (cf. [Gau 80]). La représentation de l’e´galité peut
s’exprimer alge´briquement :

pour les piles :
A(t,0) = A(t’,0)

A(t,i)=A(t’,i) & t[i]=t[j] ==> A(t,succ(i)) = A(t’,succ(i))
ce qui implique re´cursivement que les abstractions des couples(t,i) et (t’,j) sont égales si et
seulement sii=j , et t et t’ contiennent les meˆme élé ments entre0 et i-1.

pour les ensembles :
A(add(x,add(y,s))) = A(add(y,add(x,s)))

ce qui implique que les abstractions de deux chaînes contenant les meˆmes élé ments, mais en
ordres e´ventuellement diffe´rents, sont e´gales.

Toutefois, lesinvariants de représentationet la représentation de l’e´galité ne sont pas satisfaisants a
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Partie A : Implé mentation sans traitement d´exceptions - 19 -

priori, car ils sont e´tablis d’une manie`re totalement subjective. Encore faudrait-il une me´thode
géné rale pour les de´duire de la spe´cification de l’implémentation, (ou tout au moins prouver qu’ils
sont corrects ; c’est ce que nous ferons dans le chapitre II).

On peut raisonnablement penser que lareprésentation résoudra le proble`me des invariants de
représentation. En effet, la repre´sentation fournit, pour chaque terme a` implémenter, des objets
résidants qui l’implémentent ;en conse´quence, elle ne devrait pas cre´er de nouveaux objets parmi les
sortes a` implémenter.

2.2. REPRESENTATION

Puisque la repre´sentation associe a` chaque terme ferme´ à implémenter les objets re´sidants qui
l’implémentent, on la spe´cifie récursivement par rapport aux ope´rations a` implémenter. Rev enons a`
notre exemple de l’implémentation abstraite deSTACK par ARRAY×NAT. La représentation associe
un couple<t,i> à tout terme ferme´ de type STACK ; on spécifie la représentation au moyen d’une
opération de repre´sentationnotée ρ :

ρ(empty) = <t,0>
ρ(push(x, < t, i >)) = <t[i]:=x,succ(i)>

ρ(pop(< t, 0  >)) = <t,0>
ρ(pop(< t, succ(i) >)) = <t,i>

ρ(top(< t, 0  >)) = 0
ρ(top(< t, succ(i) >)) = t[i]

Cette fois, nous rencontrons l’e´cueil suivant : comment donner une interpre´tation alge´brique àde tels
axiomes ?

pour se placer dans un cadre alge´brique, “< , >” doit être une ope´ration, quelle est son arite´ ?

quelle est l’arite´ de ρ ?

On voit que l’on applique (par exemple)pop à <t,i> . Par conse´quent, la cible de l’ope´ration <, >  est
STACK. D’autre part, la source de <, >  est un couple tableau+entier, donc on obtient ne´cessairement
la même arité que l’opération d’abstraction :

< , > :  ARRAY NAT → STACK
De la même manière, l’aritéde ρ est ne´cessairement :

ρ : STACK → STACK (1).
En fait, vu sous cet angle, l’ope´ration ρ devient inutile (c’est l’identite´), et àun renommage pre`s,
< , >  n’est autre que l’ope´ration d’abstraction (comme on le constate en comparant les axiomes relat-
ifs à l’abstraction avec ceux relatifs a` la représentation).

Une autre tentative de dé finition de la repre´sentation pourrait eˆtre de conside´rer deuxopérations de
représentation :

ρ1 : STACK → ARRAY
ρ2 : STACK → NAT

ρ1 (resp.ρ2) ferait alors correspondre a` chaque terme de sorte pile le tableau (resp. l’entier) qui le

(1) ou ρ : NAT → NAT , a cause des deux derniers axiomes
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représente.
Mais dans ce cas,ρ1(empty) doit être spécifié comme un tableau particulier (par exemple
ρ1(empty) = create). En effet, si l’on veut spe´cifier que ρ1(empty) peut être égal à n’importe quel
tableau, avec ρ2(empty) = 0 comme dans le cas de l’abstraction, on est conduit a` écrire un axiome de
la forme: ρ1(empty) = t . Or ceci a pour effet de rendre tous les tableaux e´gaux entre eux. Il en
résulte que cette tentative de scinder la repre´sentation en plusieurs ope´rations n’est pas suffisamment
puissante dans la plupart des cas, et risque d’induire des inconsistances.
Il serait utile de de´finir une ope´ration ρ1 faisant correspondre a` chaque terme a` implémenter, non pas
un tableau, mais unensemblede tableaux. Un formalisme introduisant le non de´terminisme dans les
types abstraits alge´briques (par exemple [Hes 85]) pourrait eˆtre utilisé, mais les re´sultats obtenus
actuellement dans ce domaine ne sont pas encore assez puissants pour offrir des critères simples de
correction d’une imple´mentation.

On voit donc que formaliser la notion de repre´sentation n’est pas simple.Il serait pourtant tre`s utile
de pouvoir donner une formalisation rigoureuse de la repre´sentation, car elle ne pre´sente pas les
inconvénients de l’abstraction (elle re´soud le proble`me des invariants de repre´sentation). En fait, on
aimerait une ope´ration de repre´sentation dont la cible soit unproduit. Nous formaliserons ceci dans le
chapitre II,et nous verrons qu’il est pre´fé rable d’utiliseren meˆme tempsles ope´rations d’abstraction
et de repre´sentation. Pour commencer, nous allons de´velopper le formalisme de [EKP 80] et
[EKMP 80] (fondésur l’abstraction), car il contient les premiers e´lé ments d’une re´elle formalisation
algébrique de l’implémentation abstraite.

3. IMPLEMENT ATION SELON [EKMP 80]

Le but de cette section n’est pas de decrire le formalisme de [EKP 80, EKMP80] dans le de´tail (une
analyse comple`te en est déjà faite dans [Ber 84]), mais seulement de montrer comment les proble`mes
liés aux invariants de représentation et à la représentation de l’e´galité y sont traités de manière
algébrique. De plus, nous de´crivons le formalisme de [EKP 80, EKMP 80] dans un esprit différent
des articles originaux :

Nous allons le de´velopper sous une forme syste´matiquement fonctorielle (mais en montrant
l’aspect intuitif); car cette forme nous permettra ulte´rieurement de mieux comprendre com-
ment étendre la notion d’imple´mentation abstraite aux types abstraits alge´briques avec traite-
ment d’exceptions.

Nous allons inclure d’emble´e la notion de composante cache´e, car nous pensons que la com-
posante cache´e est en fait un outil indispensable pour spe´cifier des imple´mentationsstruc-
turées (contrairement a` l’interprétation de [EKMP 80] qui place la notion de structuration
uniquement au niveau de lacompositiondes imple´mentations). Voir la section 3.2 plus loin.

De plus, nous verrons que ce formalisme est tre`s lié à la notion d’abstraction, et nous
choisirons des notations cohe´rentes avec l’abstraction pour mieux faire ressortir ce fait.

L’ idée principale introduite par [EKP80] et [EKMP 80] est la distinction entre les niveauxsyntaxique
et sémantiqued’une implémentation. Cette distinction offre une base solide pour de´gager les crite`res
decorrectiond’implémentation ; c’est pourquoi nous de´veloppons brie`vement ce formalisme ici.
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3.1. LESDONNEES DU PROBLEME

Nous avons vu (figure 1) que l’on dispose de deux spe´cifications alge´briques “descriptives” : celle
déjà implémentée (résidante) et celle que l’on veut imple´menter. En fait, il peut y avoir une partie
commune entre ces deux spe´cifications. Par exemple, lesé lé mentsmémorisés dans les tableaux sont
ceux que l’on veut placer dans les piles. Cela signifie que les spe´cifications résidantes (tableaux), et a`
implémenter (piles) sont toutes deux desprésentations au-dessus de la spe´cification prédé finie
ELEM. On peut sche´matiser comme suit la situation de de´part d’une imple´mentation abstraite :

Figure 2 : situation de de´part

présentation implémentation présentation
résidante ← abstraite → à implémenter

(descriptive) (constructive) (descriptive)

⇑ ⇑
U , F  U , F

↓ ↓
spécification prédé finie (descriptive)

oùU etF sont les habituels foncteurs d’oubli et de synthe`se.

Notation 1 :
Dans toute la suite du formalisme [EKMP 80], on notera :

P=<SP, ΣΣP, EP> la spécification prédé finie (par exempleELEM)

PRES0=<S0, ΣΣ0, E0> la présentation (au-dessus deP) dé jà implémentée (par exempleARRAY
etNAT). PRES0 est la pre´sentationrésidante.

PRES1=<S1, ΣΣ1, E1> la présentation descriptive (au-dessus deP) que l’on veut imple´menter
(par exempleSTACK).

Ces ensembles de sortes (S) et opérations (ΣΣ) sont suppose´s disjoints deux a` deux, et le formalisme
[EKMP 80] ne conside`re que des ensembles d’e´quations non conditionnelles (E). On suppose de plus
quePRES1 etPRES0 sont toutes deux persistantespar rapport a` la spécification prédé finieP.

Remarque 2 :
Le formalisme [EKMP 80] vise a` remplacer la structure de donne´es ré sidante par la structure a`
implémenter spe´cifiée algébriquement. Ainsi,partant d’une structure (tableaux+entiers+e´lé ments),
on obtient une structure (piles+e´lé ments) ;la structure de tableau n’apparaît plus explicitement dans
la structure finalement imple´mentée. C’est pour cette raison que l’on doit distinguer la partie
prédé finieELEMcar, contrairement aux tableaux, elle apparaît dans les deux spe´cifications.

3.2. COMPOSANTECACHEE ET STRUCTURATION

Comme nous l’avons déjà soulignéau dé but de ce chapitre, les ope´rations et spe´cifications internes a`
l’implémentation abstraite ne seront pas “visibles” de l’exterieur. Ce que l’utilisateur d’une
implémentation connaît c’est seulement la spe´cification descriptivede la structure a` implémenter,
c’est àdire P+PRES1, et non la spe´cificationconstructivede l’implémentation.
On peut exploiter ce fait en faisant usage d’opérations cachées pour spe´cifier l’implémentation : elles
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ne seront pas visibles pour l’utilisateur, et ne pourront être utilisées que “localement” dans
l’implémentation abstraite. Ainsi, lors de la conception d’une imple´mentation abstraite, on n’he´sitera
pas a` ajouter autant d’ope´rations cache´es qu’il peut sembler utile pour faciliter la spe´cification de
l’implémentation ;ces ope´rations cache´es n’encombreront pas la spe´cification descriptive que manip-
ule l’utilisateur.

Revenons a` l’exemple de l’implémentation des ensembles par les chaînes (exemple 2, section 2.1).
Nous avons suppose´ que la spe´cification STRINGcontenait les ope´rationsoccurset remove, ce qui
nous a permis une spe´cification très simple de l’implémentation en utilisant ces ope´rations.
Supposons que la spe´cification STRINGne soit pas munie de ces ope´rations ;une spe´cification de
l’implémentation abstraite sans utiliseroccurset removeserait alors plus complexe et moins lisible.
Une “bonne methode” est de spe´cifier ces ope´rations avant de spe´cifier l’implémentation elle meˆme :
occurset removesont alors desopérations cachées internes a` l’implémentation qui facilitent son e´cri-
ture. On obtient ainsi une spe´cification plus structure´e, et donc plus lisible, de l’imple´mentation
abstraite.

Il se peut meˆme que, dans des exemples plus complexes, les ope´rations cache´es né cessitent elles
mêmes l’intervention d’autres ope´rations cache´es pour être spécifiées (qui peuvent elles aussi en faire
intervenir d’autres ...etc..). De ce fait, unecomposante cachée offre une me´thode de structuration
interne de l’implémentation abstraite tre`s puissante, et meˆme indispensable. Ainsi, la composante
cachée facilite la spe´cification constructive de l’implémentation, sans surcharger la spe´cification
descriptive finalement imple´mentée (P+PRES1).

Par contre, il en re´sulte que ces ope´rations cache´es ne peuvent pas eˆtre réutilisées hors de
l’implémentation. C’est pourquoi une composante cache´e est un outil de structurationlocale de
l’implémentation. Elle n’offre aucune potentialite´ de ré utilisation. La structuration d’imple´menta-
tions par le biais deréutilisations d’implémentations de´jà faites est mode´lisée par la composition
d’implémentations abstraites. Pour implémenter une structure de “haut niveau” au moyen d’une
structure de “bas niveau”, on peut commencer par imple´menter une structure interme´diaire au moyen
de la structure de plus bas niveau, puis imple´menter la structure de plus haut niveau au moyen de
cette structure interme´diaire ; ce qui revient a` composerces deux imple´mentations. Cette me´thode
relève de la notion deréutilisation, car on réutilise l’implémentation de la structure interme´diaire
pour faire celle de plus haut niveau.
Cette me´thode de structuration parcompositionn’est pas locale a` une implémentation. La com-
posante cache´e d’une implémentation et la composition d’imple´mentations sont deux me´thodes
complémentaires de structuration d’imple´mentations abstraites. Contrairement a` [EKP 80, EKMP 80,
SW 82],nous pensons que la composition d’imple´mentations a` elle seule n’est pas un outil de struc-
turation suffisant ; la composante cache´e est un outil a` part entière, indispensable pour structurer
localement une imple´mentation et la rendre plus facilement lisible.

Cette parenthe`se étant close, de´veloppons le formalisme [EKMP80]. Il se scinde en deux niveaux :
le niveausyntaxiqueet le niveausémantique.

3.3. LE NIVEA U SYNTAXIQUE

Le niveau syntaxique (avec composante cache´e) est défini comme suit :

Définition 1 :
Une implémentation syntaxiqueest un triplet IMPL =(ΣΣABS,C,EOP) tel que :
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ΣΣABS est l’ensemble desopérations d’abstraction (appelées “opérations de synthe`se” dans
[EKMP 80]) de cible dansS1∪SC

C est la composante cachée de l’implémentation ;C=<SC, ΣΣC, EC> (sortes, ope´rations et
é quations cache´es)

EOP est l’ensemble desé quations d’imple´mentation des ope´rations (EOP spécifie récur-
sivement l’implémentation “constructive” de toutes les ope´rations a` implémenter).

On impose de plus les conditions syntaxiques suivantes :
SORTimpl = P + PRES0 + <S1∪SC,ΣΣABS,∅>

et
OPimpl = (SORTimpl + <∅,ΣΣC,EC>) + <∅,ΣΣ1,EOP>

doivent être des spe´cifications. Ces conditions se traduisent comme suit :

SORTimpl est une pre´sentation au-dessus de la spe´cification résidante. Elle ajoute les sortes
cachées et les sortes a` implémenter, mais pas les ope´rations cache´es ni les ope´rations a`
implémenter. Elle ajoute aussi les ope´rations d’abstraction, qui peuvent donc prendre leur
aritéaussi bien dans les sortes re´sidantes que les sortes cache´es ou àimplémenter.

<∅,ΣΣC,EC> est une pre´sentation au-dessus deSORTimpl. C’est la partie majeure de la com-
posante cache´e ; elle définie le rôle exact des ope´rations cache´es.

Enfin <∅,ΣΣ1,EOP> est la spe´cification proprement dite de l’imple´mentation. Elle ajoute les
opérations que l’on veut imple´menter, et dé crit leur implémentation via les e´quations deEOP
qui peuvent utiliser toutes les ope´rations pre´cé dentes (entre autres les ope´rations cache´es).

Tous ces ensembles de sortes ou ope´rations sont suppose´s deux àdeux disjoints.

[EKMP 80] appelleimplémentation standard une implémentation sans composante cache´e, et ne
développe la notion d’imple´mentation avec composante cache´e que comme une extension possible de
ce formalisme. Nous pre´fé rons de´velopper directement la version avec composante cache´e, cf. sec-
tion 3.2 précé dente.

Figure 3 : syntaxe deIMPL

OPimpl :
<∅,ΣΣC,EC> + <∅,ΣΣ1,EOP>

SORTimpl :
<S1∪SC,ΣΣABS,∅>

PRES0 :
<S0, ΣΣ0, E0>

P :
<SP, ΣΣP, EP>

On voit que la syntaxe de l’implémentation abstraite contient toutes les parties des spe´cifications
invoquées, sauf les e´quations descriptives dePRES1 (E1).

Remarques 3 :

Dans la plupart des exemples, les ope´rations deΣΣABS seront de cible dans les nouvelles sortes
à implémenter. Dè slors, la vision intuitive de ΣΣABS correspond bien a` la notion d’opération
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d’abstractionque l’on a brie`vement de´veloppée précé demment :simplement, du fait que l’on
peut avoir plusieurs sortes a` implémenter (S1 n’est pas toujours re´duit à un singleton), on aura
aussi plusieurs ope´rations d’abstraction (une pour chaque sorte a` implémenter).

[EKMP 80] noteΣΣSORT au lieu deΣΣABS, et nommeopérations de synthe`se les ope´rations
d’abstraction (sans meˆme faire réfé rence a` la notion classique d’abstraction). Ceci provient de
la remarque intuitive suivante. Une ope´ration d’abstraction (telle que celle des piles au moyen
des tableaux et des entiers)synthétise la sorte a` implémenter (piles) en la “remplissant” de n-
uplets (<tableau,entier>). Par conse´quent la composanteSORTimpl “implémente les sortes
nouvelles” au moyen des ope´rations d’abstraction. Il est a` noter que dans le cas particulier ou`
une ope´ration d’abstraction est unaire (cf.l’exemple de l’implémentation des ensembles au
moyen des chaînes), elle n’est autre qu’une ope´ration de copie, au meˆme titre qu’un produit
monocomposante est une copie.

EOP est exactement l’ensemble d’e´quations constructives que l’on a de´jà dé crit pour l’abstrac-
tion. Il indique récursivement la fac,on dont sont imple´mentées chacune des ope´rations deΣΣ1.
Ainsi la spécification OPimpl indique d’abord comment est ge´ré e la partie cache´e de
l’implémentation, puis fournit graˆce àEOP la partie majeure de l’imple´mentation, a` savoir le
lien entre les ope´rations a` implémenter et celles qui le sont de´jà .

Exemple 3 :
Revenant àl’exemple de l’implémentation deSETparSTRING, l’ensemble des ope´rations d’abstrac-
tion ΣΣABS est réduit au singleton

{ A :  STRING → SET } .
En ce qui concerne la composante cache´e, SC est vide,ΣΣC contient les ope´rations

occurs :  ELEM STRING→ BOOL
remove : ELEM STRING→ STRING

etEC contient les e´quations suivantes :

occurs(x, λ) = False
occurs(x,add(y,s)) = if eq(x,y) then true else occurs(x,s)

remove(x, λ) = λ
remove(x,add(y,s)) = if eq(x,y) then remove(x,s) else add(y,remove(x,s))

EnfinEOP est l’ensemble d’e´quations constructives dé jà spécifié dans l’exemple 2, section 2.1.

Comme on le voit, il n’est pas difficile de traduire dans le formalisme [EKP 80, EKMP 80] tous les
exemples d’implémentation utilisant l’abstraction.

3.4. LE NIVEA U SEMANTIQUE

Le niveau se´mantique de [EKMP80] se partage en 3 foncteurs: synthèse, restriction et identification.

Alg(PRES0) −synth→ Alg(OPimpl) −restr→ Gen(ΣΣP∪ΣΣ1) −ident→ Gen(PRES1)
TPRES0

|−synth→ TOPimpl |−restr→ REPIMPL |−ident→ SEMIMPL
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3.4.1. LEFONCTEUR DE SYNTHESE

SORTimpl+OPimpl est une pre´sentation au-dessus deP+PRES0 . Cette présentation contient en fait
ce que nous avons appele´ la spécification constructivede l’implémentation. Comme pour toute
présentation, l’effet sémantique en est de´crit au moyen du foncteur desynthèse qui lui est associe´
(adjoint àgauche au foncteur d’oubli). Il en re´sulte queTOPimpl modélise la structure de donne´es
effectivement construite apre`s que l’implémentation soit faite.

Exemples 4 :
Dans l’implémentation des piles par tableaux+entiers (exemple 1), TOPimpl contient dans la sorte
STACK tous les couples(tableau,entier). De plus on sait quelle est l’action de chacune des ope´rations
push, pop... surces couples.
Dans l’exemple deSET par STRING, TOPimpl contient dans la sorteSET une copie des chaînes
d’élé ments ; et on connaît l’action des ope´rations ensemblistes sur ces chaînes.

3.4.2. LEFONCTEUR DE RESTRICTION

On sait que l’abstraction synthe´tise trop d’élé ments dans les sortes a` implémenter (cf.A(create,4)
pour les piles, et les chaînes redondantes,A("α α "), pour les ensembles).
Ces objets synthe´tisés en trop sont “disponibles au sein de l’imple´mentation”,maispuisque l’utilisa-
teur d’une structure de donne´es implémentée ne doit pasfaire usage de l’ope´ration d’abstraction, il ne
les rencontrera jamais. Les seules ope´rations laisse´es visibles pour l’utilisateur sont celles deΣΣ1∪ΣΣP.

Cette “visibilitérestreinte” donne´e àl’utilisateur est traduite via le foncteur de restriction. L’action de
ce foncteur sur toute alge`bre A ∈ Alg(OPimpl) consiste simplement en l’oubli des sortes deS0 puis
en l’élagage des e´lé ments de A qui ne sont pas engendre´s par les ope´rations deΣΣ1∪ΣΣP. Ainsi,
REPIMPL est égal à l’ensemble des objets deTOPimpl qui sont atteints par les ope´rations a`
implémenter. REPIMPL contient donc toutes les donne´es (synthétisées par l’implémentation) qui
représententdes objets a` implémenter.

De manie`re précise : la spécification OPimpl a pour signature
< SP∪S0∪SC∪S1 , ΣΣP∪ΣΣ0∪ΣΣABS∪ΣΣC∪ΣΣ1 > ;  elle contient donc la signature dePRES1 ,
<SP∪S1 , ΣΣP∪ΣΣ1>. Le foncteur de restriction commence donc par faire unoubli de OPimpl sur la
signature <SP∪S1 , ΣΣP∪ΣΣ1> ; puis il fait uné lagage. Cet élagage est le foncteur de´fini comme suit :

Alg(<SP∪S1, ΣΣP∪ΣΣ1>) −é lagage→ Gen(<SP∪S1, ΣΣP∪ΣΣ1>)
X |−é lagage→ init X(TΣΣP∪ΣΣ1

)

où init X est le morphisme initial TΣΣP∪ΣΣ1
→ X (cf. [Ber 86]).

Exemples 5 :
Dans l’exemple des piles, REPIMPL contient dans la sorteSTACK les couplesA(t,i) tels quet[k] est
initialisé pour tout0≤k<i .
De la même fac,on, dans l’exemple des ensembles, REPIMPL contient l’abstraction de la chaîne vide
λ (représentantempty) ,  et les chaînes non redondantes (par insertions). Par contre, il ne contient
aucune chaîne redondante: les chaînes redondantes ne sont pas atteintes par les ope´rations ensemb-
listes.

On constate donc que le foncteur derestriction résoud se´mantiquement le proble`me desinvariants de
représentation.
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3.4.3. LEFONCTEUR D’IDENTIFICATION

Au point où nous en sommes, REPIMPL modélise exactement ce que fait l’imple´mentation : les
données gé ré es par l’implémentation sont mode´lisées par TOPimpl , et REPIMPL est lapartie utile de
TOPimpl . Toutefois la question de lareprésentation de l’e´galité n’est pas encore traite´e : dans l’exem-
ple des ensembles, les termesinsert(a,insert(b,empty))et insert(b,insert(a,empty))dénotent le meˆme
ensemble {a,b} mais ne sont pas imple´mentés par les meˆmes chaînes ("ab" et "ba"). Les deux objets
A("ab") et A("ba") sontdistinctsdans REPIMPL ; mais l’utilisateurne s’en apercevra pas. Ceci est duˆ
au fait qu’aucune ope´ration visible depuis l’utilisateur ne permettra de les différencier. Le rô le du
foncteur d’identificationest simplement d’amalgamer les objets distincts de REPIMPL qui représen-
tent le meˆme élé ment ;autrement dit, le foncteur d’identification re´soud se´mantiquement le proble`me
de lareprésentation de l’e´galité.

Nous avons déjà évoquéce phénomène (section 1.2.1) :c’est une question de choix d’observabilité.
Si l’on se contente des ope´rations visibles depuis l’utilisateur lorsque l’imple´mentation vient d’eˆtre
faite, REPIMPL caracte´rise bien l’implémentation abstraite (observe´e par rapport aux sortes
prédé finies deSP, cf. [Kam 80]). Mais si l’on vise une notion d’imple´mentation abstraite qui soit
compatible avec d’éventuels enrichissements ulte´rieurs, de tels enrichissements risquent fort d’ajouter
des observateurs. On est alors contraint d’inclure une caracte´risation de lareprésentation de l’e´galité
dans REPIMPL .
[EKMP 80] n’a pas fait ce choix; la notion d’implémentation abstraite de´veloppée ici n’est donc pas
compatible avec les enrichissements.

Pour définir la correctiond’une implémentation, il faut comparer la se´mantique de l’imple´mentation
av ec la sé mantique de la spe´cification descriptive que l’on veut imple´menter. Il n’est pas simple de
comparer REPIMPL av ec l’algèbre initiale de PRES1 . Il f audrait que REPIMPL soit une
PRES1-algèbre, ce qui n’est pas le cas (carOPimpl ne contient pasE1). Qu’àcela ne tienne, on peut
artificiellement transformer REPIMPL en unePRES1-algèbre : il suffit de quotienter REPIMPL par les
é quationss deE1 ; c’est làle rô le du foncteur d’identification.
Le foncteur d’identification est donc de´fini comme suit :

Gen(<SP∪S1, ΣΣP∪ΣΣ1>) −identification→ Gen(PRES1)
X |−identification→ X/≡E1

où ≡ E1 est la congruence minimale surX associe´e àE1. Le foncteur d’identification est l’adjoint a`
gauche du foncteur d’oubli entrePRES1 et sa signature. SEMIMPL = identification(REPIMPL ) est
appeléle resultat se´mantiquede l’implémentation abstraite.

Remarque 4 :
Le foncteur d’identification utilise donc les e´quationss descriptives de E1, afin de quotienter REPIMPL
en SEMIMPL = (REPIMPL )/≡E1

. Il faut bien voir que dans le formalisme [EKMP80], ce foncteur n’est
qu’un outil théorique pour faciliter les preuves de correction d’imple´mentation ;il ne modélise rien
de concret. En effet, le but meˆme d’une implémentation est de ne pas utiliser les e´quations descrip-
tives de PRES1 (sinon, autant faire directement de la re´écriture surE1), on veut lesremplacerpar les
equations constructives de l’implémentation (EOP). C’est REPIMPL qui modélise la structure de
données obtenue apre`s implémentation ;le résultat sémantique SEMIMPL n’est qu’un outil the´orique
permettant des comparaisons avec la structure descriptiveTPRES1

.
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3.5. LESPREUVES DE CORRECTION

Pour qu’une imple´mentation abstraite soit correcte, il est clair que nous voulons d’une part que
l’implémentation abstraite de´termine (récursivement) l’implémentation de tout terme ferme´ à
implémenter (cf. remarque 1) ;nous voulons d’autre part que cette imple´mentation “simule” la
spécification descriptive à implémenter. Ces deux proprie´té ss’appellent respectivement l’opération
complétude(ou plus simplement l’op-comple´tude), et laconsistancede l’implémentation abstraite.

3.5.1. L’OPERATION-COMPLETUDE

L’ opération comple´tude signifie que l’imple´mentation abstraite permet d’associer a` tout terme ferme´
à implémenter (c’est-a`-dire tout terme ferme´ sur la signatureΣΣP∪ΣΣ1), un terme synthe´tisé par les
opérations d’abstraction (ΣΣABS) et les ope´rations résidantes (ΣΣP∪ΣΣ0). Rappelons que la signature de
SORTimpl est justement (ΣΣABS∪ΣΣP∪ΣΣ0), et queOPimpl spécifie l’implémentation abstraite. Il en
résulte que l’op-comple´tude s’exprime comme suit :

Définition 2 :
L’ implémentation abstraiteIMPL est diteop-comple`te si et seulement si pour toutΣΣP∪ΣΣ1-terme
fermé t (∈TΣΣP∪ΣΣ1

), il existe un termeα ∈ TΣΣ(SORTimpl) tel quet est congru a` α moduloOPimpl. Ce
qui s’écrit :

\-/ t ∈ TΣΣP∪ΣΣ1
, −−

−] α ∈ TΣΣ(SORTimpl) tel que t= α dans TOPimpl

L’ opération-comple´tude n’est pas difficile a` vé rifier sur les exemples. Eneffet, elle concerne
l’ensemble desΣΣP∪ΣΣ1-termes ferme´s ;par conse´quent, il suffit de raisonner par induction structurelle
vis à vis des ope´rations deΣΣP∪ΣΣ1. C’est d’ailleurs pour cette raison que cette proprie´té s’appelle
l’ opération-comple´tude: elle signifie que chaque ope´ration à implémenter est comple`tement
spécifiée.

Exemple 6 :
Notre implémentation abstraite deSETparSTRING(exemples 2 & 3) est op-comple`te :

emptyest congru àA(λ) moduloOPimpl.

En ce qui concerne l’ope´ration insert; si x et X sont congrus a` des ΣΣ(SORTimpl)-termes,
alors x est ne´cessairement congru a` un ΣΣP-terme (disonsp), et X est ne´cessairement de la
forme A(s). Ainsi, insert(x,X) est congru a` insert(p,A(s)), lui même congru à
A( if occurs(p,s) then s else add(p,s) ); et notre conclusion re´sulte du fait que l’ope´ration
cachéeoccursest comple`tement de´finie dansC.

Le même raisonnement vaut pour les ope´rations “delete” et “ ∈”.

On dispose de plus de la proposition suivante, qui donne une conditionsuffisantepour l’op-
complétude :

Proposition 1 :
Pour que l’imple´mentation abstraiteIMPL soit op-comple`te, il suffitque la pre´sentationOPimpl au-
dessus deSORTimpl soit suffisamment comple`te.

Cette conditionn’est pas ne´cessaire(cf. [Ber 84]). Il peut y avoir des exemples qui soient ope´ration-
complets, mais ou` cette proposition ne s’applique pas. Ce fait n’est pas tre`s gê nant, la suffisante
complétude se ve´rifiant géné ralement par induction structurelle. Cette proposition est cependant utile
chaque fois que l’on peut utiliser un outil syntaxique tel que les pre´sentation gracieuses ([Bid 82]).
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Nous ne donnerons pas ici la de´monstration de la proposition1, on peut la trouver dans [Ber84] ; un
résultat similaire est de plus de´montré dans le chapitreII, dans le cadre de notre formalisme
d’implémentation abstraite.

3.5.2. LACONSISTANCE DE L’IMPLEMENT ATION

Nous voulons maintenant traduire alge´briquement le fait que l’imple´mentation “simule” la spe´cifica-
tion descriptive à implémenter. Nous avons note´ (section 3.4.3)que [EKMP 80] traduit cette notion
uniquement par rapport a` la spécification prédé finie. Nous allons donc traduire le fait que, pour tout
ΣΣP∪ΣΣ1-terme de sorte pre´dé finie, la spe´cification constructive de l’implémentation lui donne la
même valeur prédé finie que le ferait la spe´cification descriptive que l’on veut imple´menter :

Remarquons que le crite`re d’op-complétude nous assure de´jà que toutΣΣP∪ΣΣ1-terme, t, de
sorte pre´dé finie, est congru a` un ΣΣP-terme modulo l’imple´mentation. Soitp ce terme. On a
donc t ≡≡ p modulo REPIMPL .

On sait d’autre part que le termet est congru a` une valeur pre´dé finie modulo la spe´cification
descriptive PRES1, disonsp’ . Ce fait résulte de l’hypothèse de persistance dePRES1 par
rapport àP (cf. notation 1). On a donct ≡ p′ moduloE1.

Supposons un instant que l’imple´mentation abstraite “imple´mente mal”PRES1. Cela voudrait
dire que, pour au moins un termet , p est différent dep’ dansTP. Mais, apre`s passage du
foncteur d’identification (qui quotiente REPIMPL par E1), on aurait p = p’ dans le re´sultat
sémantique SEMIMPL . Ce qui conduit àce que SEMIMPL ne soit pas consistant par rapport
àTPRES1

.

Il suffit donc que le re´sultat sémantique SEMIMPL soit consistant par rapport a` TPRES1
pour que

l’implémentation abstraite “simule”PRES1 (relativement àP). C’est làla dé finition de [EKMP 80].

Définition 3 :
L’ implémentation abstraiteIMPL estconsistantesi et seulement si le morphisme initialinit

init : TPRES1
→ SEMIMPL

est un monomorphisme (i.e. injectif).

Remarquant que, d’une part SEMIMPL est toujours finiment ge´né ré par rapport a` la signature de
PRES1 + P, et d’autre part SEMIMPL est un quotient de REPIMPL , le théorème suivant est intu-
itivement clair (une de´monstration pre´cise se trouve dans [Ber 84]) :

Théorème 1 :
Les conditions suivantes sont deux a` deux équivalentes :

IMPL est consistante

SEMIMPL est isomorphe àTPRES1

SEMIMPL est initiale dans Alg(PRES1)

Il existe unΣΣP∪ΣΣ1-morphisme entre REPIMPL etTPRES1

Si deuxΣΣP∪ΣΣ1-termest et t’ sont égaux dansTOPimpl , alors ils le sont aussi dansTPRES1

Malheureusement, en pratique, aucune de ces conditions n’est facile a` mettre en oeuvre. En effet, ce
sont des conditionspurement se´mantiques; elle supposent toutes de connaître une description totale
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de REPIMPL ou SEMIMPL , or aucun outil formel simple (tel que la consistance hie´rarchique) ne per-
met de les de´crire facilement. Ceci est duˆ au fait que le foncteur de restriction est un foncteur n’ayant
pas de “bonnes proprie´té s” algébriques.

Pour certains exemples, il est possible d’appliquer la proposition suivante, qui elle, fournit une condi-
tion utilisable plus simple :

Proposition 2 :
Pour que l’imple´mentation abstraiteIMPL soit consistante, ilsuffit que OPimpl+<∅,∅,E1> soit
une présentation consistante au-dessus deP+PRES1.

On peut alors traiter la correction d’une imple´mentation au moyen des outils habituels des types
abstraits alge´briques concernant laconsistance hie´rarchique.
Malheureusement, il subsiste beaucoup d’exemples pour lesquels cette proposition n’est pas applica-
ble, ce qui de´truit souvent la possibilite´ de faire des preuves simples de correction d’imple´mentation.
En voici un (un exemple similaire est expose´ dans [EKMP 80]) :

Exemple 7 :
Il s’agit simplement d’imple´menter les entiers naturels (avec 0N, succN et un pre´dicat d’égalité) au
moyen des entiers relatifs. On aura donc l’ope´ration d’abstraction suivante :

A :  INT → NAT

av ec les équations d’imple´mentation suivantes :

0N = A(0Z)
succN(A(z)) = A(succZ(z))

eqN(A(z), A(z′)) = eqZ(z, z′)

Les objets de sorteNAT synthétisés inutilement par l’abstraction sont ici ceux de la formeA(z) av ec
z<0. Il n’empêche que cette imple´mentation est correcte (les e´lé ments ne´gatifs sont e´lagués par le
foncteur derestriction, si bien que REPIMPL , et a fortiori SEMIMPL , sont isomorphes àN).
L’ ennui se situe au niveau de la facilité à prouver que cette imple´mentation abstraite est correcte.
Pour prouver qu’elle est consistante, c’est-a`-dire que deux objets distincts ne sont pas imple´mentés
par le meˆme élé ment, le seul outil formel des types abstraits alge´briques apte a` traiter cette proprie´té
de manie`re simple est laconsistance hie´rarchique. Pour ce faire, on est oblige´ de considérer la
spécification contenantà la fois la spécification descriptive de NAT et la spe´cification constructive de
l’implémentation (les 3 e´quations pre´cé dentes +INT) ;  on peut alors tester si cette grosse spe´cifica-
tion est consistante par rapport a` la spécification descriptive (NAT). Ceci revient a` tenter d’appliquer
la proposition 2 pre´cé dente.
Voici la spécification deNAT :

eqN(0N, 0N) = True
eqN(0N, succN(m)) = False
eqN(succN(n), 0N) = False

eqN(succN(n), succN(m)) = eqN(n, m)

et voici ce que l’on obtient vis a` vis de la consistance :
True= eqN(0N, 0N) = eqN(0N, A(succZ(−1))) = eqN(0N, succN(A(−1))) = False.

Comme on le voit, la possibilite´ de faire des preuves simples de correction d’imple´mentations
abstraites est fortement compromise avec le formalisme [EKP 80, EKMP80] (et plus ge´né ralement
av ec la vision “abstraction”), a` cause de l’e´lé ment A(-1) qui est inutilise´ par l’implémentation
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constructive, mais cependant synthe´tisépar l’abstraction.

Nous ne de´velopperons pas ici la notion decomposition d’imple´mentationsselon [EKMP 80]. Ceci
pour deux raisons principales: la composition de deux imple´mentations abstraites correctes (pour le
formalisme [EKMP 80]) ne fournit pas toujours un re´sultat correct, et de plus, [EKMP 80] cherche a`
définir une notion de composition entie`rement syntaxique, ce qui conduit a` une définition assez com-
plexe des critères correspondants.
Cette composition d’imple´mentation pour le formalisme [EKMP80] est de´veloppée dans [Ber84].
Le fait que deux imple´mentations correctes compose´es ne donnent pas un re´sultat correct provient
encore du foncteur de restriction; les élé ments inde´sirables engendre´s par les ope´rations de synthe`se
peuvent cre´er des inconsistances similaires a` celle décrite dans l’exemple 7 pre´cé dent.

4. COMPOSITION D’IMPLEMENT ATIONS, ET [SW 82]

Cette section se scinde en deux: elle montre d’abord quelle est l’utilite´ de la composition
d’implémentations abstraites, et dans quel cadre elle se place; puis elle de´crit de quelle fac,on
[SW 82] formalise la composition (pour ce formalisme, la composition de deux imple´mentations cor-
rectes reste toujours correcte).

4.1. LA COMPOSITION D’IMPLEMENT ATIONS ABSTRAITES

On peut sche´matiser la composition de deux imple´mentations de la manie`re suivante :

Figure 4 : composition d’imple´mentations

Structure
intermédiaire

Structure de −IMPL 1→ spécifiée par −IMPL 2→ Structure de
plus bas niveau SPEC1 plus haut niveau

spécifiée par spécifiée par
SPEC0 −− Composition deIMPL 1 et IMPL 2 −→ SPEC2

Lorsque l’on prouve que l’implémentationIMPL 2 est correcte, on conside`re d’une part la spe´cifica-
tion descriptive SPEC2 et d’autre part la syntaxe de IMPL 2 au-dessus deSPEC1. On prouve donc
que OPimpl2 + SPEC1 en correcte vis a` vis deSPEC2. L’implémentation constructive IMPL 1 de
SPEC1 n’est nullement prise en compte dans cette de´marche.
Toutes nos preuves de corrections e´tant faites en conside´rant SPEC1 uniquement, rien ne prouve a
priori que l’implémentation deSPEC1 n’induise pas des “effets de bord”, de´truisant ainsi la correc-
tion globale. Il se peut fort bien que (SPEC0 et IMPL 1) implémentent correctementSPEC1, que
(SPEC1 et IMPL 2) implémentent correctement SPEC2 ; mais que
(SPEC0 , et IMPL 1 suivi deIMPL 2) n’implémentent pas correctementSPEC2. Des exemples de ce
malheureux phe´nomène sont décrits dans [EKMP 80] ou [Ber 84].
Pourtant, la notion de composition d’imple´mentations abstraites revêt une importance capitale. Par
exemple, conside´rons le compilateur deLAL (2), qui fournit un texte enC. Supposons que l’on arrive
à prouver formellement que ce compilateur est correct, c’est a` dire qu’il réponde a` une spe´cification

(2) langageL ISP actuellement de´veloppépar Patrick Amar, L.R.I., Orsay.
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deLAL au vu de la spe´cification deC. Il est clair que l’on veut qu’il en soit encore ainsi apre`s compi-
lation du texteC !
Il est donc de premie`re importance que la composition de deux imple´mentations correctes fournisse
globalement quelque chose qui imple´mente correctement la spe´cification de plus haut niveau. Il ne
s’agit pas la` à proprement parler d’une notion de structuration interne d’une imple´mentation ;il s’agit
plutôt de pouvoir réutiliser des outils de´jà implémentés (cf. section 1.2.2).

Le formalisme d’imple´mentation abstraite pre´sentépar [SW 82] semble particulie`rement se´duisant
vis àvis de ce proble`me de composition ;puisque la composition de deux imple´mentations abstraites
correctes y est non seulement correcte, mais fournit une syntaxe de l’implémentation compose´e. Mal-
heureusement, nous allons voir que cette notion de composition ne mode´lise pas la composition telle
que nous l’avons intuitivement de´finie ici (elle mode´lise plutôt un passage pas a` pas d’un niveau
complètement “descriptif” a` un niv eau plus “constructif”).

4.2. LE FORMALISME [SW 82]

Nous avons vu que, dans le formalisme [EKMP 80], l’imple´mentation deSPEC1 = P + PRES1 au
moyen deSPEC0 = P + PRES0 se fait via la spe´cification constructive OPimpl. D’autre part, la
sémantique devient proble´matique en ce qui concerne les preuves de correction uniquement a` partir
du foncteur de restriction ; le foncteur de synthe`se (TSPEC0

→ TOPimpl) n’induit aucune difficulte´.
[SW 82] simplifie la notion d’imple´mentation en se concentrant uniquement sur la partie “de´licate”
de l’implémentation :le passage deOPimpl à SPEC1. L’enrichissement deSPEC0 en OPimpl est
laisséau soins de l’utilisateur :
“we would say thatOPimpl implementsSPEC1 and leave the enrichment fromSPEC0 to OPimpl to
the user”.
(Pour une citation exacte, [SW 82] noteT au lieu deSPEC0, T’ au lieu deOPimpl, et T" au lieu de
SPEC1).

Il reste donc a` faire le “pont” entre la spe´cification constructive(OPimpl) et la spécification descrip-
tive (SPEC1). Ceci est fait au moyen d’un morphisme de signatures entre celle deSPEC1 et celle de
OPimpl. Pour comprendre le lien avec [EKMP 80],remarquons queOPimpl contient la signature de
SPEC1, le morphisme de signatures sera alors simplement cette inclusion.

µ : ΣΣ(SPEC1) → ΣΣ(OPimpl)
(d’une manie`re gé né rale, [SW 82] ne suppose pas queµ soit injectif, mais l’aspect intuitif reste le
même).

En ce qui concerne les preuves de correction :

Il n’est plus question d’op-comple´tude, puisque celle-ci se place en amont deTOPimpl . L’op-
complétude est donc laisse´e àla vigilance du concepteur. Ceci n’est pas geˆnant car nous avons
vu qu’elle est facile a` vé rifier.

La notion de simulation est de´finie dans [SW 82] d’une manie`re similaire à [EKMP 80] : elle
utilise le même foncteur derestriction avant de proce´der àune identification. L’identification
est effectuée d’une manie`re plus géné rale que dans [EKMP80] (autorisant des spe´cifications
incomplètes), mais le foncteur de restriction pre´sente les meˆmes proprie´té s que celui de
[EKMP 80]. Il en résulte donc les meˆmes proble`mes pour prouver formellement qu’une
implémentation est correcte ; avec des the´orèmes de correction tout a` fait similaires.
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On n’a donc rien gagnéquant àla facultéde prouver la correction d’une imple´mentation. Toutefois,
les principaux avantages de ce formalisme sont :

On peut de´finir des imple´mentationsparamétrées, et les notions de correction restent valables
quelque soit le parame`tre. Nous ne de´velopperons pas cet aspect, bien que ce soit une ques-
tion importante. Nous pre´fè rerons nous concentrer (partiesB et C  suivantes) sur la question
des imple´mentations en pre´sence d’exceptions ;un axe ultérieur de recherche pourra se porter
sur la parame´trisation en pre´sence d’exceptions.

La composition de deux imple´mentations est toujours une imple´mentation, y-compris au
niveau syntaxique (e´videmment :il suffit de prendre la compose´e des morphismes de signa-
tures). Mais surtout, la composition de deux imple´mentationscorrectesest une imple´menta-
tion correcte.

Il est temps maintenant de voir de plus pre`s ce que signifie la composition d’imple´mentations compte
tenu des hypothe`ses simplificatrices faites par [SW 82].

Figure 5 : composition selon[SW 82]

Spécification Une Spe´cification
de plus SP0 spécification SP1 de plus

bas niveau −implémente→ intermédiaire −implémente→ haut niveau
SP0 SP1 SP1 SP2 SP2

Signature Signature Signature
deSP0 ←−− µ1 −−− deSP1 ←−− µ2 −−− deSP2

On constate que les morphismes de signatures vont en sens contraire de la se´mantique [EKMP80].
Ceci correspond a` l’idée suivante : étant donne´es les ope´rationsop2, op1etop0deSP2, SP1etSP0;

op1 = µ2(op2) signifie que l’ope´rationop1 représentel’opérationop2;

op0 = µ1(op1) signifie que l’ope´rationop0 représente l’opérationop1;

si bien qu’apre`s composition,op0 représente l’opérationop2.

Il en est de meˆme pour les sortes.
Il en résulte le fait nouveau suivant : toutes les sortes et ope´rations de la spe´cification de plus haut
niveau (SP2) doivent nécessairement posse´der des sortes et ope´rations correspondantes au plus bas
niveau (SP0). En effet, pour chaque ope´ration op2 de SP1, il doit exister une ope´ration
op0= µ1(µ2(op2)) qui le représente dansSP0.
Ce n’était pas le cas pour l’imple´mentation telle que nous l’entendions jusqu’a` présent. Par exemple,
la sorteSTACK n’a aucune correspondance directe avec l’une des sortesARRAYou NAT ; a fortiori,
aucune des ope´rations des piles (cf.push ou pop) n’a de correspondance directe avec l’une des
opérations des tableaux.
A un renommage pre`s, cela veut dire que la structure de plus bas niveau contient de´jà toutes les sortes
et opérations de celle de plus haut niveau. Cette contrainte a un effet nuisible sur la notion de compo-
sition telle que nous l’entendions. En effet, il n’est plus question d’utiliser une structure pre´existante
déjà implémentée pour en imple´menter une de plus haut niveau :par exemple le langageC ne con-
tient pas les fonctions primitives de L ISP. La notion de composition selon [SW 82] obligerait a`
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é tendre convenablement une imple´mentation de´jà faite (C), avant de faire notre nouvelle imple´menta-
tion (L ISP). Ceci imposerait en particulier de refaire toutes les preuves de corrections relatives à
l’implémentation de plus bas niveau, afin de prendre en compte les ope´rations nouvellement
spécifiées. Ceci ne correspond nullement a` ce que l’on entend faire.

Loin de nous l’ide´e de sous-estimer le formalisme de [SW 82]. Nous avons simplement montre´ que la
notion de composition d’imple´mentations de [SW82] n’est pas la meˆme que celle qui nous
préoccupe. Notre but est ici de mode´liser sur le plan alge´brique uneréutilisation. Le but poursuivi (et
atteint) par [SW82] est, partant d’une spe´cification de haut niveau, d’aller pas a` pas vers une spe´cifi-
cation de suffisamment bas niveau pour que l’on puisse (presque) en de´duire l’algorithme qui
l’implémente. Et ce, de telle sorte que la correction de chacune des e´tapes franchies assure que la
spécification de plus bas niveau simule bien la spe´cification de plus haut niveau. Autrement dit, la
composition pour le formalisme [SW 82] ne cherche pas a` modéliser uneréutilisation, mais àfournir
un outilhiérarchiquede conception d’une (seule) imple´mentation (3).

5. RECAPITULATION

On peut re´sumer en trois points principaux les buts poursuivis ici concernant l’imple´mentation
abstraite :

On veut mode´liser algébriquement l’implémentation d’une structure de donne´es dont on
conna iˆt la spécification descriptive, au moyen d’une structure de donne´es ré sidante (i.e. de´jà
implémentée) dont on connaît aussi la spe´cificationdescriptive.

On aimerait, autant que possible, disposer de preuves de corrections formelles simples a` met-
tre en oeuvre.

Un formalisme offrant des imple´mentations abstraitesreutilisables est de premie`re impor-
tance. Ceci est traduit alge´briquement en deux crite`res :les implémentations abstraites doivent
ê tre compatibles avec les enrichissements, et la composition de deux imple´mentations
abstraites correctes doit fournir un re´sultat correct.

Ceci étant, d’autres extensions sont envisageables ;citons par exemple la paramétrisation,
l’implémentation despécifications incomple`tes, ou le traitement d’exceptions. Dans la partieC de
cette the`se nous concentrerons nos efforts sur le traitement d’exceptions car de nombreuses
implémentations peuvent difficilement eˆtre spécifiées de manière ré aliste sans traitement d’exceptions
(cf. section 1.2.3).

Les formalismes existants suivent essentiellement l’une des deux approches suivantes :

On peut partir de la structure a` implémenter et donner lareprésentationde chacun de ses ter-
mes. Cette repre´sentation peut eˆtre principalement interpre´té ede deux manie`res :

• On peut utiliser une seule fonction de repre´sentation (ρ) qui fait correspondre un n-
uplet d’objets re´sidants a` chaque terme que l’on veut imple´menter (cf.
pile |−ρ→ <tableau,entier>). On est malheureusement confronte´ au fait qu’il est diffi-
cile de donner une re´elle existence alge´brique aux axiomes qui en de´coulent ;dans la

(3) C’est du moins ce que j’ai compris apre`s une discussion avec Don Sannella.
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mesure ou` l’on veut traiter < ... > et ρ comme des ope´rations, leur arite´ n’est pas
é vidente (en fait, < ... > etρ ne sont pas des fonctions, cf. section 2.2 ou [Gau 80]).

• On peut éclater la repre´sentation en plusieurs ope´rations (cf. pile |−ρ1→ tableau , et
pile |−ρ2→ entier). On est malheureusement confronte´ à des inconsistances (tous les
tableaux sont amalgame´s, cf. section2.2). Làencore,ρ1 n’est pas une fonction.

On peut inversement partir de la structure de´jà implémentée, et synthétiser les n-uplets au
moyen d’une ope´ration d’abstraction. On peut donner une formalisation alge´brique comple`te
de cette de´marche ([EKMP 80]), mais on est alors confronte´ au fait que l’abstraction
synthétise “trop” d’objets produit. On est contraint d’utiliser un foncteur de restriction qui
présente de mauvaises proprie´té sformelles, aussi bien envers la simplicitédes preuves de cor-
rection qu’envers les enrichissements ou la composition d’imple´mentations abstraites.
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Chapitr e II :

Notre formalisme

d’implémentation abstraite

Ce chapitre contient sept sections. La premie`re motive l’introduction d’un nouveau formalisme
d’implémentations abstraites et de´crit les choix effectués. Les sections2 à4  dé crivent notre formal-
isme. La section5 dé veloppe les divers critères de correction d’une imple´mentation abstraite. La sec-
tion 6 fournit des conditions suffisantes utiles pour la re´utilisation d’implémentations abstraites. Enfin
la dernière section récapitule les re´sultats obtenus et de´gage quelques de´veloppements ulte´rieurs pos-
sibles.

1. LA DEMARCHE SUIVIE

1.1. MOTIVATION

Nous avons remarque´ au cours du chapitre pre´cé dent que les formalismes propose´s ne permettent pas
de prouver la correction d’une imple´mentation au moyen de crite`res formels. Ils fournissent tous des
critèrespurement se´mantiquesde correction; ce qui impose que le concepteur d’une imple´mentation
soit capable de donner une description plus ou moins comple`te de certaines alge`bres propres a` la
sémantique de l’imple´mentation (REPIMPL ou SEMIMPL ). De tels crite`res n’apportent en fait aucune
aide au concepteur. En effet, sitôt que les exemples d’implémentations sont un peu complexes, une
description rigoureuse de ces alge`bres est impossible (ou tout au moins source d’erreurs) car trop
complexe. Pour aider efficacement a` la conception d’une imple´mentation, il faut des crite`res de cor-
rection que l’on puisse ve´rifier de manie`re formelle ;c’est àdire directement a` partir de la spe´cifica-
tion de l’implémentation (de tels crite`res sont principalement l’induction structurelle, la suffisante
complétude ou la consistance hie´rarchique).

Le chapitreI a aussi montre´ que ces formalismes ne re´pondent pas de manie`re satisfaisante aux exi-
gences deréutilisation d’implémentations abstraites. Pour des raisons similaires, tenter d’y inclure le
traitement d’exceptionssoulève de nombreux proble`mes (voir [Ber 84]).

Il n’en reste pas moins que ces formalismes ont pose´ les bases d’une formalisation rigoureuse de
l’implémentation abstraite, et en ont de´gagé les points clefs. Le formalisme que nous proposons

Partie A : Implé mentation sans traitement d´exceptions - 40 -
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maintenant s’en inspire fortement, et apporte quelques ide´es nouvelles qui permettent de re´soudre les
lacunes pre´cé demment cite´es.

Nous avons choisi de nous placer dans le cadre des types abstraits alge´briques avec é quations condi-
tionnellespositives, d’une part parce que les e´quations conditionnelles facilitent les spe´cifications (en
é vitant certaines ope´rations cache´es), d’autre part parce que la prise en compte des e´quations condi-
tionnelles nous offre une premie`re étape vers l’imple´mentation abstraite en pre´sence d’exceptions. En
effet, nous de´veloppons en partieB une théorie de traitement d’exceptions utilisant une extension des
axiomes conditionnels.

Notation :
Par convention, nous noterons les axiomes conditionnels positifs de la manie`re suivante :

x1 = y1 ......... x2 = y2 ......... . . . ......... xn = yn ==> xn+1 = yn+1

tandis que, lorsque nous e´crivions une e´quation de la forme :
u = if b then v1 else v2

(par exemple pour le formalisme [EKMP80] qui ne conside`re que des e´quations non conditionnelles)
il s’agissait de l’ope´ration “if_ then_ else_” habituelle

if_ then_ else_ : BOOL SORT SORT→ SORT.

1.2. LESSOLUTIONS PROPOSEES

Comme nous l’avons dégagédans la chapitre I, le roˆle d’une implémentation abstraite est principale-
ment d’assurer une correspondance entre chaqueterme àimplémenteret unensemble de n-upletsqui
l’implémente. Ce faisant, on soule`ve deux problèmes :

Restriction
certains n-uplets n’imple´mentent aucun terme ; il faut serestreindreaux n-uplets “utiles”

Identification
plusieurs n-uplets distincts peuvent imple´menter le meˆme objet ; il faut donc identifier les
classes de n-uplets repre´sentant le meˆme objet.

Tous les obstacles rencontre´s proviennent de ces deux points; on peut donc raisonnablement penser
qu’apporter une “bonne solution” a` chacun d’eux re´soudra la question. Les deux sous-sections suiv-
antes motivent, et de´crivent intuitivement, les solutions que nous proposons.

1.2.1. RESTRICTION ET PREUVES DE CORRECTION

Nous avons remarque´ au cours du chapitreI que, si l’on suit l’approche “abstraction”, c’est le
problème de la restriction qui interdit des crite`res simples de correction d’une imple´mentation. Rap-
pelons en effet l’exemple de l’implémentation des entiers naturels au moyen des entiers relatifs
(exemple 7, section 3.5.2du chapitreI) : c’est l’élé ment indésirable A(−1) qui empeˆche de ramener
la correction de l’imple´mentation a` un critère de consistance hie´rarchique.
Le formalisme [EKP 80, EKMP80], dont l’approche est de type “abstration”, traite la restriction au
moyen d’un foncteur de restriction. Pourtant ceci ne resoud pas la question des preuves de correc-
tion ; car le foncteur de restriction posse`de “de mauvaises proprie´té sformelles”. Il serait pre´fé rable
que la se´mantique d’une imple´mentation abstraite puisse s’exprimer au moyen de foncteurs “clas-
siques” en types abstraits alge´briques (c’est a` dire en fait : foncteur d’oubli et/ou son adjoint a`
gauche).
Intuitivement cela signifie qu’il faudrait refle´ter explicitement la restriction de`s la spécification de
l’implémentation. Les approches que nous avons décrites ne traitent la restriction qu’au niveau de la
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sémantique, rien d’e´tonant donc que l’on ne puisse pas effectuer des preuves de correction unique-
ment fonde´es sur la spe´cification de l’implémentation.
Cette restriction pourrait eˆtre exprimée au moyen desinvariants de représentation (cf. [Gau80]),
mais nous connaissons de´jà un meilleur outil capable d’assurer cette restriction: la représentation. En
effet, la repre´sentation (ρ) fait correspondre des produits d’objets de´jà implémentés à chaque terme a`
implémenter; il en ré sulte que la repre´sentation contient de manie`re intrinsèque la notion derestric-
tion : la partie utile de l’implémentation est exactement son image.

Cependant, la repre´sentation est difficile a` formaliser alge´briquement : il faudrait definir une
opération “produit” (notée <...> dans le chapitre pre´cé dent, section2.2), or cette ope´ration produit
conduit àdes spe´cifications de typeabstraction(cf. section 2.2 du chapitre pre´cé dent). C’est exacte-
ment ce que nous allons faire ;nous allons utiliserà la fois les approches “abstraction” et “repre´sen-
tation”.

Intuitivement, avec l’abstraction, lorsque nous e´crivons un axiome tel que
push( x , A(t, i) ) = A( t[i ]: = x , succ(i) )  ,

on comprend bien que l’on ne spe´cifie pas re´ellement une ope´ration sur les piles, mais plutoˆt une
opération qui travaille sur lescouples<tableau,entier>. Autrement dit, l’ope´ration que l’on spe´cifie
n’est pas re´ellementpush, mais plutôt une ope´ration “constructive” push qui en est sareprésenta-
tion.
On commet donc une erreur d’approximation en disant que l’abstraction est de cible dansSTACK ;
elle est en fait de cible dans la sorte “produit”Tableaux×Naturels; un terme A(t,i) dénote simple-
ment un couple<t,i> .

push( x , < t, i > ) = < t[i ]: = x , succ(i) >

On voit bien maintenant ou` nous voulons en venir :

Partant des objetsrésidants (déjà implémentés), les ope´rations d’abstractionsynthétisentdes
“n-uplets”. Ces n-uplets ne sont plus de sorte pile (par exemple), mais appartiennent a` une
sorte “produit” interme´diaire.

Dès lors, l’implémentation abstraite ne spe´cifie plus directement les ope´rations a` implémenter
(empty, push, pop, top), mais des ope´rations travaillant sur ces produits (que l’on notera
empty, push, popet top).

Enfin, la repre´sentation sert simplement a` exprimer queempty représente empty, push
représentepush..etc..
Récursivement, la repre´sentation permet alors de faire correspondre son imple´mentation a`
chaque terme ferme´ à implémenter ; et son image est exactement l’ensemble des n-uplets
“utiles à l’implémentation”. Ainsi la restriction est exprimée explicitementau niveau des
spécifications. Intuitivement, les n-uplets inde´sirables sont cette fois dans les sortes “produit”
et non dans les sortes a` implémenter. Si bien que ces sortes interme´diaires servent a`
“absorber” les e´lé ments inde´sirables.

Terminologie :
On dira que la sorte produit“Tableaux×Entiers” représentela sorteSTACK, et on la noteraSTACK.
Rappelons que nous avons qualifiéd’axiomesconstructifsdes axiomes tels que

pop( < t , succ(i) > ) = < t , i >
par opposition aux axiomesdescriptifstels que

pop(push(x,X)) = X.
Par convention, on qualifiera deconstructivesles sortes “produit” telles queSTACK(sur lesquelles
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portent de´sormais les axiomes constructifs), par opposition aux sortesdescriptivestelles queSTACK
(sur lesquelles portent les axiomes descriptifs).
Enfin, la terminologie “ope´rations d’abstraction” n’est plus tre`s bien choisie ici, puisque ces
opérations ne retournent plus des objets “abstraits” de sorteSTACK mais des n-uplets interme´diaires.
Par contre, elles servent toujours a` synthétiser ces n-uplets, c’est pourquoi nous les qualifierons
d’opérations de synthe`se (suivant ainsi la terminologie de [EKMP 80]).

Les idées que nous venons de de´velopper sont re´sumées par la figure suivante :

Figure 6 : implémentation abstraite : représentation + synthe`se

Spécification
résidante

(ARRAYetNAT)
|

opérations de
synthèse

↓
Spécification Spe´cification
descriptive −représentation→ constructive de

à implémenter l’implémentation
(STACK) (STACK)

1.2.2. IDENTIFICATION ET REUTILISATION

Dans le cadre de laréutilisation d’implémentations abstraites, nous avons note´ qu’une implémenta-
tion abstraite doit eˆtre compatible avec lesenrichissements. Pour ce faire, il est ne´cessaire d’inclure
explicitementune notion dereprésentation de l’e´galité au sein meˆme de l’implémentation abstraite.
La raison technique en est la suivante.
Considérons l’exemple de l’implémentation deSETparSTRING. Lorsque l’on voudra enrichirSET,
la présentation associe´e contiendra e´ventuellement un ou plusieurs axiomes de la forme

X = Y ==> U = V .
Pour qu’une imple´mentation abstraite soit compatible avec cet enrichissement, il faut en particulier
que la se´mantique de cet axiome conditionnel soit la meˆme au-dessus de la spe´cification de
l’implémentation qu’au dessus de la spe´cification descriptive deSET. Il f aut donc que chaque fois que
la prémisse est satisfaite au-dessus deSET, elle le soit aussi au-dessus de l’imple´mentation.
Une instanciation possible d’un tel axiome estX = insert(a,insert(b,empty) et
Y = insert(b,insert(a,empty)). Au niv eau de la spe´cification descriptive de SET, X est égal àY ; par
conséquent cet axiome doit ne´cessairement s’appliquer, quelle que soit l’imple´mentation choisie de
SET. Or, la représentation deX est<"ab"> et celle deY est<"ba"> ; ces deux valeurs ne sont pas
é gales pour la spe´cification constructive de l’implémentation. Il est pourtant ne´cessaire que
l’implémentation, quelle qu’elle soit, “sache” explicitement que<"ab"> représente le meˆme ensem-
ble que<"ba"> , afin d’appliquer cette instance d’axiome.
On reconnaît là notre problème d’ identification. On sait que lareprésentation de l’e´galité résoud ce
point (cf. chapitre1 section 2.1,ou [Gau 80]), sous re´serve de prouver qu’elle est correcte (c’est ce
que nous ferons).

Chap. II : Notr e formalisme d´implémentation abstraite
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Ainsi, pour qu’une imple´mentation abstraite soit compatible avec les enrichissements, il faut inclure
explicitement lareprésentation de l’e´galité dans sa spe´cification. Làencore, les formalismes de´crits
dans le chapitre pre´cé dent ne traitent l’identification qu’au niveau de la se´mantique de l’imple´menta-
tion ; comme pour la restriction nous choisissons de l’exprimer explicitement dans la spe´cification de
l’implémentation, nous obtenons ainsi un formalisme d’imple´mentation abstraite re´pondant aux exi-
gences de la re´utilisation (compatibilite´ avec les enrichissements et la composition).

Remarquons que pour motiver l’introduction de la repre´sentation de l’e´galité nous avons utilisédes
axiomesconditionnels. On pourrait penser qu’elle n’est pas utile avec des équations non condition-
nelles. En fait, on sait que, quitte a` ajouter des ope´rations cache´es, on peut spe´cifier les mêmes
classes d’alge`bres avec ou sans axiomes conditionnels; par conse´quent la repre´sentation de l’e´galité
est encore utile pour les equations non conditionnelles si l’on veut répondre aux exigences de re´utili-
sation d’implémentations abstraites.D’autre part, on verra que la repre´sentation de l’e´galité facilite
les preuves de correction d’une imple´mentation.

1.3. PRESENTATION DU FORMALISME

Nos principaux chevaux de bataille pour l’imple´mentation abstraite seront donc lesopérations de
synthèse, la représentationet la représentation de l’e´galité. Intuitivement, ces outils correspondent
respectivement aux foncteurs de la se´mantique [EKMP80] : synthèse, restriction et identification; ils
présentent l’avantage de s’exprimer de`s le niv eau des spe´cifications.

Nous suivrons une de´marche similaire a` celle propose´e par [EKP 80] et [EKMP 80]. Nous utiliserons
aussi les composantes de synthe`se SORTimpl et OPimpl décrites dans le chapitre pre´cé dent, sec-
tion 3 ;mais nous leur ajouterons deux autres composantes correspondant aux deux outils supple´men-
taires que nous nous sommes donne´s : la représentationet lareprésentation de l’e´galité.

Voici comment est de´crite notre situation de de´part :

La structure de donne´es résidante (déja implémentée) est spe´cifiée par la spe´cification
SPEC0 = < S0, ΣΣ0, A0 > ;  où (S0, ΣΣ0) est la signature, etA0 est un ensemble d’axiomes (con-
ditionnels positifs(4)). Pournotre implémentation des piles,SPEC0 est la spe´cification de
ARRAYetNAT ; pour celle des ensembles,SPEC0 est la spe´cification deSTRINGetELEM.
Remarquons queSPEC0 est une spe´cification descriptive. SPEC0 décrit les propriété s
abstraitescaracte´risant la structure re´sidante, maisTSPEC0

ne reflète pas ne´cessairement
l’implémentation constructive (précedemment effectue´e) des sortes re´sidantes.

La structure de donne´es que l’on veut imple´menter est spe´cifiée par SPEC1 = < S1, ΣΣ1, A1 >.
SPEC1 est une spe´cification descriptive. Elle décrit les propriétesque l’on veut obteniraprès
que l’implémentation soit faite (par exempleSTACK+NAT, ou SET+ELEM).

Les spe´cifications SPEC0 et SPEC1 ne sont pas necessairement disjointes; on notera
P = <S,ΣΣ,A> la spécification commune entreSPEC0 et SPEC1, P=SPEC0∩SPEC1, (par
exempleELEM).
Dans toute la suite, on supposera queSPEC0 et SPEC1 sont toutes deuxpersistantesau-
dessus deP.

(4) Dans la suite de ce chapitre, le motaxiomesignifieraé quation conditionnelle positive.
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Notre formalisme est expose´ selon trois niveaux :

Le niveau textueldécrit les informations minimales que doit fournir le concepteur a` propos de
l’implémentation.

Le niveau des pre´sentationsest automatiquement de´duit du niveau textuel. Il contient les
diverses pre´sentations au-dessus de la spe´cification résidante (SPEC0) qui définissent la
spécification constructive de l’implémentation. On y retrouve en particulier les pre´sentations
SORTimpl etOPimpl, similaires au niveau syntaxique de [EKMP 80].

Enfin leniveau se´mantiqueest automatiquement de´duit du niveau des pre´sentations. Il de´crit
la sémantique de l’imple´mentation abstraite au moyen de deux foncteurs tre`s simples.

2. LE NIVEA U TEXTUEL

Définition 4 :
Une implémentation abstraite, notée IMPL , est un quintuplet :

IMPL = < ρ , ΣΣSYNTH , C , AOP , AEQ >
dont les 5 composantes sont de´finies de la manie`re suivante.

1) ρ est l’isomorphisme de signatures de´fini comme suit :

• On noteS1 une copie deS1 ; S1 est l’ensemble dessortes constructives: pour chaque
sorte descriptive s deSPEC1, on se donne une sorte constructive s qui la repre´sente.

• Pour chaque ope´ration deSPEC1, op ∈ ΣΣ1, d’arité op: s1 s2
. . .sn → s , on se donne

l’ opération constructivequi la repre´sente, op, dont l’arité est “translate´e” vers les
sortes constructives : op: s1

. . .sn → s , où les si et s sont les sortes constructives de
S1 représentant lessi et s, comme de´finies plus haut. On noteΣΣ1 l’ensemble de ces
opérations constructives.

ρ est simplement l’isomorphisme de signatures entre< S1, ΣΣ1 > et <S1, ΣΣ1 > qui fait corre-
spondre a` chaque sortes ∈ S1 la sorte constructive s ∈ S1 qui la repre´sente, et à chaque
opération op ∈ ΣΣ1 l’opération constructive op ∈ ΣΣ1 qui la repre´sente. ρ est appele´e la
représentation.

2) ΣΣSYNTH est l’ensemble desopérations de synthe`se : pour chaque sorte constructive s, ΣΣSYNTH
contient une (et une seule) ope´ration de synthe`se < . . . >s : r1

. . .r m → s , où les sortesr i sont
des sortes re´sidantes (deS0).

3) C est la composante cachée. C’est une pre´sentation C = < SC, ΣΣC, AC > au-dessus de
SORTimpl = SPEC0+ < S1, ΣΣSYNTH > .

4) AOP est un ensemble d’axiomes sur la signature< S0 + SC + S1 , ΣΣ0 + ΣΣC + ΣΣSYNTH + ΣΣ1 > .  Il
décrit l’ implémentation des ope´rations constructives.

5) Enfin,AEQ est un ensemble d’axiomes pouvant utiliser toutes les ope´rations de l’imple´menta-
tion abstraite ; il de´finit la représentation de l’e´galité.
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Cette de´finition appelle quelques commentaires.
Les sortes constructivesde S1 sont les sortes “produit” de´crites en section 1.2.1 (par exemple
STACK) ;  elles contiennent des “n-uplets” synthe´tisés par les opérations de synthe`se de ΣΣSYNTH

(< _ ,_ >STACK: ARRAY NAT→ STACK).
Chaque ope´ration àimplémenter (par exemple push :ELEM STACK → STACK) est représentée par
une ope´ration travaillant sur ces n-uplets (push: ELEM STACK→ STACK), dont l’implémentation
constructive est spe´cifiée par les axiomes de AOP

(push(< x >ELEM , < t, i >STACK) =< t[i ]: = x, succ(i) >STACK). Notonsque cette spe´cification peut faire
appel a` des ope´rations cache´es dé finies dans lacomposante cachée C (cf. section3.2 du chapitre
précé dent).
La représentation ρ exprime quelle sorte ou ope´ration constructive (par exemple STACKou push)
représente chacune des sortes ou ope´ration deSPEC1 (par exempleSTACK oupush).
Enfin la repre´sentation de l’e´galité AEQ spécifie quand plusieurs n-uplets repre´sentent le meˆme objet
à implémenter, par exemple :

< t, 0  >STACK = < t′, 0  >STACK

< t, i >STACK= < t′, i >STACK ......... t[i ] = t′[i ] ==> < t, succ(i) >STACK = < t′, succ(i) >STACK

On peut ainsi facilement traduire dans notre formalisme tous les exemples d’implémentation abstraite
déjà vus ; voici celui de l’imple´mentation des ensembles au moyen des chaînes.

Exemple 8 :
L’ implémentation des ensembles par les chaînes est de´finie comme suit au niveau textuel.

1) La représentation est l’isomorphisme de signaturesρ défini par :

SET |−ρ→ SET empty |−ρ→ empty
BOOL |−ρ→ BOOL insert |−ρ→ insert
ELEM |−ρ→ ELEM delete |−ρ→ delete

∈ |−ρ→ ∈
True |−ρ→ True

False |−ρ→ False
eq |−ρ→ eq

autres ope´rations de ELEM ...

2) L’ ensemble des ope´rations de synthe`se,ΣΣSYNTH , contient les trois ope´rations
< _ >SET : STRING → SET

< _ >ELEM : ELEM → ELEM
< _ >BOOL : BOOL → BOOL

ce qui signifie que la sorte constructive SET est une copie deSTRING; et naturellement, la
sorte constructive associée àchacune des sortes re´sidantes (ELEM, BOOL) est une copie de
la sorte re´sidante elle meˆme (voir remarque 5 plus loin).

3) L’ ensemble des sortes cache´es (SC) est vide; les ope´rations cache´es (ΣΣC) sont occurs et
removecomme dans l’exemple 3du chapitre pre´cé dent, avec les axiomes cache´s (AC) suiv-
ants :

Chap. II : Notr e formalisme d´implémentation abstraite
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occurs(x, λ) = False
occurs(x,add(x,s)) = True

eq(x,y) = False ==> occurs(x,add(y,s)) = occurs(x,s)
remove(x, λ) = λ

remove(x,add(x,s)) = s
eq(x,y) = False ==> remove(x,add(y,s)) = add(y,remove(x,s))

(peu importe queremoven’enleve que la premie`re occurence dex danss, puisque seules les
cha înes non redondantes sont atteintes par les ope´rations ensemblistes).

4) Les axiomes d’imple´mentation des ope´rations (AOP) sont les suivants :

empty = < λ >SET

occurs(x,s) = True ==> insert(< x >ELEM , < s >SET) = < s >SET

occurs(x,s) = False ==> insert(< x >ELEM , < s >SET) = < add(x, s) >SET

delete(< x >ELEM , < s >SET) = < remove(x, s) >SET

< x >ELEM ∈ < s >SET = < occurs(x, s) >BOOL

5) La représentation de l’e´galité est spe´cifiée par :
AEQ = { < add(x, add(y, s)) >SET = < add(y, add(x, s)) >SET } .

Remarque 5 :
L’ isomorphisme de signaturesρ s’applique uniforme´ment sur la signature deSPEC1, sans distinguer
les sortes pre´dé finies (celles deP). Ceci nous conduit a` synthétiser des “copies constructives” des
sortes et ope´rations pre´dé finies, bien qu’elles soient de´jà implémentées (cf. les sortesBOOL et
ELEM dans l’exemple précé dent). Il en re´sulte que nos axiomes d’imple´mentation ne s’expriment
plus exactement comme avant. Par exemple, on e´crit

occurs(x, s) = False ==> insert(< x >ELEM , < s >SET) = < add(x, s) >SET

au lieu de
occurs(x, s) = False ==> insert(x, < s >SET) = < add(x, s) >SET

Cette formulation unifie notre notion d’ope´ration constructive : une ope´ration constructive op ne
prend son arite´ quedans des sortes constructives ;  elle ne travaille pas directement sur la sorteELEM,
mais sur la sorte constructive qui la représenteELEM.
Parfois, cela peut paraître moins naturel : l’axiome

< x >ELEM ∈ < s >SET = < occurs(x, s) >BOOL

est un peu de´routant. On pre´fè rerait une sorteBOOLcommune aux spe´cifications descriptives et con-
structives. Néanmoins, une telle syste´matisation simplifie notre formalisme: il n’est pas ne´cessaire de
distinguer les sortes a` implémenter qui sont de´jà ré sidantes de celles qui ne le sont pas (encore), ce
qui simplifie la de´finition deρ .
En fait, la motivation plus profonde de cette “copie constructive” systématique des sortes pre´dé finies
est la suivante :nous voulons mode´liser la notion derestriction au moyen de lareprésentation; or les
produits synthe´tisés “en trop” peuvent induire, par contrecoup, des e´lé ments inde´sirables aussi dans
les sortes pre´dé finies (cf.top(<create,4>)=?). En conse´quence, il nous faut a` tout prix faire porter la
restriction (donc la repre´sentation)aussisur les sortes pre´dé finies. D’oùun traitement uniforme des
nouvelles sortes a` implémenter et de celles qui sont de´jà ré sidantes. Quoiqu’il en soit, pratiquement,
tout ceci seratotalement transparent a` l’utilisateur, comme nous l’allons voir ci-dessous.

On constate que l’isomorphisme de signaturesρ est assez pauvre en informations: il se contente d’un
renommage des en s , et de op en op . De mê me, les ope´rations de synthe`ses associe´es aux sortes
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prédé finies ne sont que des ope´rations de copie.
En fait, les informations que doit apporter le concepteur d’une imple´mentation pourraient s’ecrire de
manière plus réduite que notre de´finition textuelle. Les deux points pre´cé demment cite´s peuvent être
laissés implicites, le contexte permettant de les reconstruire. Ceci d’autant plus qu’ils ne mode´lisent
pas réellement quelque chose a` implémenter physiquement. La repre´sentationρ n’est qu’un un outil
formel qui mode´lisera larestriction. Prenons l’exemple deSTACK. On peut clairement laisser le con-
cepteur d’une imple´mentation dans l’ignorance des sortes “s” et opérations “op”, y compris pour ce
qui concerneSTACK. La seule information que l’on ne puisse pas “inventer” de manie`re automa-
tique, c’est que les piles sont repre´sentées par un couple <tableau,entier> ;  c’est à dire la partie
gauche de l’arite´ de < . . . >STACK : ARRAY NAT→ STACK. Information que le concepteur d’une
implémentation pourra donner sous une forme telle que :

< _ , _ >STACK : ARRAY NAT--implémente-−> STACK
En ce qui concerne la composante cache´e, il f aut évidemment que le concepteur explicite le roˆle des
opérations cache´es. Mais il peut le faire en spe´cifiant des ope´rations cache´es d’arité dans les sortes de
S1. Il suffit alors de translater toutes ces arite´s vers les sortes constructives (s devenants). Ceci aura
même l’avantage de nous assurer d’office une des conditions de correction de l’imple´mentation
(comme prouve´ dans la proposition 3, section 5.2 plus loin).
Dès lors, les axiomes deAOP peuvent être donne´s sous une forme simplifie´e comme suit (sans faire
intervenir les ope´rations “op” ni l es ope´rations de synthe`se des sortes pre´dé finies) :

empty ≈ < t , 0 >STACK

push {x , < t , i >STACK } ≈ < t[i ]: = x , succ i>STACK

pop {< t , succ i>STACK } ≈ < t , i >STACK

top {< t , succ i>STACK } ≈ t[i]
..etc..

où la notation “≈” peut être lue “est imple´menté par” ;  et la notation “{ . . .}” peut être lue
“appliquéà” .  A insi, le second axiome se lit: “L’ opérationpushappliquée à ( x , < t, i >STACK) est
implémentée par <t[i ]: = x , succ i>”.

On obtient finalement la syntaxe très simple utilisée dans les premie`res approches de l’imple´menta-
tion abstraite [Hoa 72, GMH 76, Gau78 ...],mais nous pouvons maintenanttraduire ces axiomes de
manière àobtenir un niveau textuel ayant une re´elle existence alge´brique.
On voit donc que modulo cette convention qui laisse implicites les sortes constructives et la représen-
tation, notre formalisme peut eˆtre rendu totalement transparent à l’utilisateur. On peut aise´ment
reconstruire la de´finition textuelle comple`te d’une implémentation.

Tous les exemples d’implémentations donne´s en annexe (annexes 2  et 4) sont spe´cifiés en suivant
cette convention.

Partant du niveau textuel, nous allons maintenant montrer comment en de´duire de manie`re automa-
tique le niveau des pre´sentations, puis le niveau se´mantique.

3. LE NIVEA U DES PRESENTATIONS

Le niveau des pre´sentations est de´fini par cinq pre´sentations au-dessus de la spe´cification résidante
SPEC0 :
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Partie A : Implé mentation sans traitement d´exceptions - 49 -

Figure 7 : les présentations

EQ : AEQ

REP : S1 − S , ΣΣ1 − ΣΣ , ΣΣREP , AREP

OPimpl : ΣΣ1 , AOP

C :  SC , ΣΣC , AC

SORTimpl : S1 , ΣΣSYNTH

SPEC0 : S0 , ΣΣ0 , A0

SORTimpl est une pre´sentation au-dessus deSPEC0 ; C est une pre´sentation au-dessus de
SPEC0 + SORTimpl ; ... etc.
Par abus de langage, pour ne pas alourdir les notations, il nous arrivera souvent par la suite de noter
“EQ” au lieu deSPEC0+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ ; idem pour “REP” , “OPimpl” ... etc.
Le contexte permettra de différencier s’il s’agit de laprésentationEQ seule, ou de laspécification
complète qu’elle domine.

Ces cinq pre´sentations refle`tent les cinq composantes de´crites au niveau textuel :SORTimpl pour les
opérations de synthe`se (ΣΣSYNTH), C pour la composante cachée, OPimpl pour les axiomes
d’implémentation des ope´rationsconstructives (AOP), REP pour lareprésentation(ρ), etEQ pour la
représentation de l’e´galité (AEQ).

On constate que la partie de la syntaxe comprise entreSPEC0 et OPimpl est quasiment la meˆme que
celle de [EKP 80, EKMP 80]. Nous lui avons ajoute´ deux niveaux : la représentation REP, qui
traduit syntaxiquement la notion de restriction; et la représentation de l’e´galité EQ, qui traduit syn-
taxiquement la notion d’identification. Ces deux notions n’e´taient que se´mantiques dans le formal-
isme [EKMP 80].

Les partiesS1, ΣΣSYNTH , C, ΣΣ1, AOP, et AEQ ont déjà été dé finies dans la section2 précé dente. Il nous
reste donc a` dé crire ΣΣREP etAREP.

ΣΣREP est l’ensemble desopérations de représentation. Pour chaque sortes ∈ S1 , ΣΣREP con-
tient une (et une seule) ope´ration de repre´sentation dont l’arite´ est :

ρ s : s → s où s = ρ(s) .

AREP est l’ensemble desaxiomes de représentation. Il traduit syntaxiquement le fait que la
représentation associe son imple´mentation constructive à chaque ope´ration à implémenter.
Ceci signifie que pour chaque ope´ration op ∈ ΣΣ1 , AREP contient l’axiome :

ρ s(op(x1, . . . ,xn)) = ρ(op)( ρ s1
(x1), . . . ,ρ sn

(xn) )  (5)
oùs est la sorte cible deop, et si est la sorte dexi .
Il faut encore spe´cifier queρ s et < . . . >s ne sont que des ope´rations decopieslorsque s est
une sorte pre´dé finie. Par conse´quent, pour chaque sortes ∈ S , AREP contient l’axiome suiv-
ant :

< x >s = ρ s(x)
(par exemple cet axiome implique que0 = < 0 >NAT et que succ(< n >NAT) = < succ(n) >NAT

dansNAT).
Ces axiomes e´tant pose´s, il f aut encore traduire le fait que si deux termes a` implémenter

(5) rappelons queρ(op) est notéop
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Partie A : Implé mentation sans traitement d´exceptions - 50 -

posse`dent la meˆme représentation, alors ils apparaissent comme e´gaux apre`s que l’implémen-
tation soit faite. Par conse´quent, pour chaque sortes ∈S1 , AREP contient l’axiome
supplémentaire suivant :

ρ s(x) = ρ s(y) ==> x = y

Exemple 9 :
Pour l’implémentation des ensembles par les chaînes,ΣΣREP contient les ope´rations

ρ SET : SET → SET
ρ BOOL : BOOL → BOOL
ρ ELEM : ELEM → ELEM

etAREP contient les axiomes :

ρ SET(empty) = empty
ρ SET(insert(x, X)) = insert(ρ ELEM(x), ρ SET(X))
ρ SET(delete(x, X)) = delete(ρ ELEM(x), ρ SET(X))

ρ BOOL(x∈X = ρ ELEM(x) ∈ ρ SET(X)
ρ BOOL(eq(x, y)) = eq(ρ ELEM(x), ρ ELEM(y))

ρ BOOL(True) = True
ρ BOOL(False) = False

ainsi que :
ρ BOOL(b) = < b >BOOL

ρ ELEM(x) = < x >ELEM

ρ SET(X) = ρ SET(Y) ==> X = Y
ρ BOOL(b) = ρ BOOL(b′) ==> b = b′
ρ ELEM(x) = ρ ELEM(y) ==> x = y

Ces axiomes sont nombreux, mais il faut bien voir qu’ils ne mode´lisent rien de “re´el”. Ce n’est
qu’une interpre´tation théorique qui permet de spe´cifier explicitement larestriction (via la repre´senta-
tion). Approximativement, la partie repre´sentation (REP) sera effectuée en pratique par un “controˆle
syntaxique”, qui ne laissera a` l’utilisateur que le droit d’utiliser les ope´rations “reconnues” comme
implémentées (celles deSPEC1). D’autre part, soulignons queΣΣREP et AREP se de´duisentautoma-
tiquementde la de´finition textuelle de l’implémentation, a` partir de l’isomorphisme de signaturesρ ,
sans aucune spe´cification explicite du concepteur de l’imple´mentation.

Remarque 6 :
On pourrait penser que, du fait que notre formalisme impose une spe´cification explicite de la
représentation de l’e´galité, il ne peut s’appliquer que lorsque celle ci est exprimable alge´briquement ;
et qu’il est donc moins ge´né ral que les formalismes de´crits dans le chapitre pre´cé dents. En fait, il
n’en est rien. En effet, rappelons que les axiomes deAEQ peuvent utilisertoutes les ope´rationsinter-
venant dans la spe´cification de l’implémentation. En particulier rien n’empeˆche de choisirAEQ = A1 ;
dans ce cas, puisque la restriction est effectuée avant EQ (dans la composanteREP), on retrouve
exactement le meˆme ré sultat sémantique que pour le formalisme [EKP 80, EKMP 80].

4. LE NIVEA U SEMANTIQUE
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Puisque SORTimpl=<S1, ΣΣSYNTH> ,  l’algèbre initiale TSORTimpl contient, en plus des sortes
résidantes, les sortesconstructivesde S1 . Elles sont synthe´tisées par les ope´rations de synthe`ses
< . . . >s ; et puisqueSORTimpl ne contient aucun axiome, les e´lé ments des sortes constructives sont
seulement des “produits libres”: ce sont les n-uplets que l’on utilisera pour effectuer l’imple´menta-
tion.
PuisqueOPimpl=C+<ΣΣ1, AOP> ,  l’algèbre initiale TOPimpl décrit l’implémentation constructive des
opérations au moyen des axiomes deAOP (avec l’aide de la composante cache´e). TOPimpl décrit donc
l’action des ope´rationsop sur les n-uplets deTSORTimpl.
PuisqueREP=<S1 − S , ΣΣ1 − ΣΣ , ΣΣREP , AREP> ,  l’algèbre initialeTREP contient maintenant les sortes
à implémenter (S1) munies des ope´rations a` implémenter (ΣΣ1). De plus, les ope´rations et axiomes de
représentation indiquent quelle est l’imple´mentation constructive de chaque terme ferme´ à
implémenter. REP ne contenant aucune ope´ration de cible dansS1−S, hormis celles deΣΣ1, TREP ne
contient aucun e´lé ment non atteignable dans les sortes a` implémenter. Ainsi, TREP joue un rôle simi-
laire à l’algèbre REPIMPL de [EKMP80], mais re´soud la question derestriction sans faire appel au
“mauvais” foncteur de restriction.
Enfin, l’action de la repre´sentation de l’e´galité EQ est “remonte´e” vers les sortes descriptives (deS1)
grâce aux axiomes deAREP de la forme

ρ s(x) = ρ s(y) ==> x = y ;
si bien que deuxΣΣ1-termes ayant la meˆme représentation modulo la repre´sentation de l’egalité
posse`dent la meˆme valeur dansTEQ . Il en ré sulte queTEQ traite l’identification.

Tout ceci montre que l’alge`bre initialeTEQ modélise bien la se´mantique de l’imple´mentation, a` ceci
près qu’elle contient encore les sortes constructives intermédiaires (S1). Notre se´mantique sera donc
tout àfait simple, puisque re´duite àdeux foncteurs :

Alg(SPEC0) −FEQ→ Alg(EQ) −U<S1,ΣΣ1>→ Alg(<S1, ΣΣ1>)
TSPEC0

|−FEQ→ TEQ |−U<S1,ΣΣ1>→ SEMIMPL

oùSEMIMPL est lerésultat sémantiquede l’implémentation, SEMIMPL = U<S1,ΣΣ1>(TEQ) .
Les foncteursFEQ etU<S1,ΣΣ1> sont les habituels foncteurs de synthe`se et d’oubli. C’est bien la` le but
que nous nous e´tions assigne´ : ne décrire la sémantique d’une imple´mentation abstraite qu’au moyen
de foncteurs d’oubli et/ou leurs adjoints a` gauche, afin de disposer de moyens simples de ve´rification
de correction.

5. LES PREUVES DE CORRECTION

Au vu de cette se´mantique, les crite`res requis pour qu’une imple´mentation abstraite soitcorrectesont
clairs :

On veut que tout terme ferme´ à implémenter posse`de une repre´sentation parmi les n-uplets
synthétisées par les ope´rations de synthe`se.

On veut que la “vision utilisateur” de l’imple´mentation soit isomorphe a` la structure de´crite
par la spe´cification descriptive SPEC1. Ceci revient a` dire que SEMIMPL doit être isomorphe a`
TSPEC1

.

Nous scindons ces deux conditions en 4 crite`res (en e´clatant la seconde condition en 3 crite`res) :
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1) Le fait que tous les termes ferme´s possèdent une repre´sentation est l’opération-comple´tude.

2) SEMIMPL doit être finiment ge´né ré epar rapport a` ΣΣ1. Ce critère est laprotection des donne´es
prédé finies.

3) SEMIMPL doit être uneSPEC1-algèbre c’est a` dire qu’elle doit valider les axiomes deSPEC1
(A1). Ce critère est lavaliditéde l’implémentation.

4) Enfin, parmi lesSPEC1-algèbres, SEMIMPL doit être initiale. Ce crite`re est laconsistancede
l’implémentation.

5.1. L’OPERATION-COMPLETUDE

Définition 5 :
L’ implémentation abstraiteIMPL est opération-comple`te (ou plus simplementop-comple`te) si et
seulement si la repre´sentation de tout terme ferme´ à implémenter posse`de une valeur parmi les n-
uplets synthe´tisés. Ce qui s’écrit :

\-/ t ∈ TΣΣ1
, −−

−] α ∈ TSORTimpl tel que ρ s(t) = α dans TREP
(oùs est la sorte det)

Remarquons que lorsque l’on teste l’op-comple´tude, on ne veut en aucune fac,on que la repre´sentation
de l’égalité soit prise en compte. En effet, la spe´cification constructive de l’implémentation est re´cur-
sivement de´finie dans la composanteOPimpl (cf. remarque 1, section 2.1 du chapitreI précé dent) ; la
représentation de l’e´galité ne sert qu’àspécifier les divers n-uplets qui imple´mentent le meˆme objet
descriptif àimplémenter. Il en ré sulte que l’op-comple´tude doit eˆtre définie dansTREP et non dans
TEQ ou SEMIMPL .

Le théorème suivant montre que l’on peut tester l’op-comple´tude directement sur les ope´rations con-
structives ; si bien que l’on est exactement ramene´s àla notion d’op-comple´tude de [EKMP 80].

Théorème 2 :
Pour queIMPL soit op-comple`te, il faut et il suffit que pour toutΣΣ1-terme ferme´ t ∈ TΣΣ1

il existe un
é lé ment α deTSORTimpl tel que t = α dansTOPimpl .

Preuve :
Soit ρ l’isomorphisme entreTΣΣ1

et TΣΣ1
déduit de l’isomorphisme de signaturesρ entre <S1, ΣΣ1> et

<S1, ΣΣ1> .  D’après les axiomes deREP, il r é sulte que pour toutΣΣ1-terme ferme´ t , ρ s(t) est dans la
même classe d’e´quivalence, moduloREP, que le termet = ρ(t) .  Notre condition ne´cessaire et suff-
isante re´sulte donc du fait queρ est un isomorphisme entreTΣΣ1

etTΣΣ1
.

Ce résultat nous assure que l’op-comple´tude est simple a` vé rifier puisqu’elle peut se ve´rifier par indu-
tion structurelle sur les ope´rations deΣΣ1, exactement comme pour le formalisme [EKMP 80]. Les
exemples en sont aussi les meˆmes, àune translation pre`s deop àop.
Nous retrouvons de plus sans effort la meˆme proposition que pour le formalisme de [EKMP 80] :

Proposition 1bis :
Pour que l’imple´mentation abstraiteIMPL soit op-comple`te, il suffitque la spe´cification OPimpl soit
suffisamment comple`te au-dessus deSORTimpl.

Preuve :
Supposons queOPimpl soit suffisamment comple`te au-dessus deSORTimpl. La suffisante
complétude nous assure que toutΣΣ(OPimpl)-terme ferme´ de sorte dansS1 est dans la classe d’un
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ΣΣ(SORTimpl)-terme. La conclusion re´sulte donc du fait queΣΣ(OPimpl) contient ΣΣ1, et du
théorème 2.

La suffisante comple´tude deOPimpl n’est pas une condition ne´cessairepour queIMPL soit op-
complète. La raison intuitive en est la suivante :on sait que certains n-uplets ne sont pas utilise´s par
l’implémentation (cf. <create, 4  >STACK). Peut importe de`s lors si l’on ne sait pas associer un couple
< t, i >STACK à un terme tel quepop(< create, 4  >STACK) ;  on a alors affectéla suffisante comple´tude de
OPimpl au-dessus deSORTimpl, mais nullement l’op-comple´tude deIMPL (puisquepop(< cre-
ate, 4  >STACK) n’est jamais atteint par un terme ferme´ à implémenter).
Voici un autre exemple pour lequel la proposition pre´cé dente ne s’applique pas.

Exemple 10 :
Il s’agit d’implémenter les chaînes (d’élé ments de sorteELEM) par les tableaux (de ces meˆmes
é lé ments) :STRINGparARRAY. L’implémentation se fait de la manie`re suivante :

Les élé ments de la chaîne sont place´s consécutivement dans le tableau qui la repre´sente, a` par-
tir du rang 0.

La fin de la chaîne est marque´e sur le tableau graˆce àun élé ment cache´ δ . L’élé mentδ est
bien sûr un nouvel élé ment (cache´) de sorteELEM qui n’était pas pre´sent avant (par exemple,
en langageC, δ est égal à“ \\0”).

La composante cache´e peut être spécifiée par :
SC = ∅
ΣΣC = { δ : → ELEM , firstδ : ARRAY NAT→ NAT }
Où l’opération firstδ (t, i) retourne le premier rangj supérieur ài tel quet[j] est égal àδ .

EC = t[i ] = δ ==> firstδ (t, i) = i
eq(t[i ], δ ) = False ==> firstδ (t, i) = firstδ (t, succ(i))

Les équations d’imple´mentation peuvent alors s’ecrire :

λ = t[0]: = δ
add(< x >ELEM , < t >STRING) = < (t[succ( firstδ (t, 0))]: = δ ) [ firstδ (t, 0)]: = x >STRING

Ce qui signifie que la chaîne vide est repre´sentée par un tableau auquel on a affectéδ au rang 0; et
que l’ajoût d’un élé ment àune chaîne repre´sentée par t se fait en affectantx à la place deδ (le pre-
mier rencontre´ dans le tableau), et en de´calant le repe`re de fin de cha îne,δ , d’un cran plus loin.

Pour cet exemple,OPimpl n’est pas suffisamment complet au-dessus deSORTimpl. En effet, si le
tableaut ne contient aucune occurrence deδ , alors le terme firstδ (t, 0) n’est égal à aucune valeur
prédé finie de sorteNAT car l’opération firstδ n’est comple`tement de´finie que sur les tableaux con-
tenant au moins une occurrence deδ après l’indice i. Il n’empêche que cette imple´mentation est op-
complète, car tous les tableaux atteints par les ope´rations des chaînes contiennent au moins une
occurrence deδ . C’est typiquement un cas ou` l’on ne peut prouver l’op-comple´tude que par induc-
tion structurelle :

L’ opération “chaîne vide” λ posse`de une repre´sentation :tous les tableaux tels quet[0] é gale
δ . De plus, ce tableau contient au moins une occurrence deδ .
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Supposons ques soit une chaîne implémentée par < t >STRING où le tableaut contient au
moins une occurrence deδ . Alors, le termeadd(x,s)est repre´sentépar

< (t[succ( firstδ (t, 0))]: = δ ) [ firstδ (t, 0)]: = x >STRING .
Il nous faut prouver que ce tableau est un e´lé ment deTSORTimpl, c’est àdire qu’il est élé ment
deTARRAY (car la partie deTSORTimpl de sorteARRAYest égale àTARRAY). Pour cela, il suffit
de prouver quefirstδ (t, 0) est élé ment deTNAT ; ce qui se de´montre par induction sur le rang
de la premie`re occurrence deδ danst.
Pour completer notre raisonnement par induction structurelle, il faut encore prouver que le
tableau

(t[succ( firstδ (t, 0))]: = δ ) [ firstδ (t, 0)]: = x
contient au moins une occurrence deδ , ce qui est imme´diat.

5.2. LA PROTECTION DES DONNEES PREDEFINIES

Nous voulons que le re´sultat sémantique SEMIMPL soit ΣΣ1-finiment géné ré .Le résultat suivant nous
donne la solution :

Lemme 1 :
SEMIMPL estΣΣ1-finiment géné ré esi et seulement siEQ est suffisamment comple`te au-dessus de la
spécification prédé finieP.

Preuve :
Immédiat car SEMIMPL = U<S1,ΣΣ1>(TEQ) et EQ ne contient aucune ope´ration de cible dansS1 − S
autre que celles deΣΣ1 .

Définition 6 :
L’ implémentation abstraiteIMPL protège les donne´es prédé finiessi et seulement si la spe´cification
de l’implémentation,EQ, est suffisamment comple`te au-dessus de la spe´cification prédé finieP.

Théorème 3 :
Si la composante cache´e est suffisamment comple`te par rapport a` la spécification prédé finie, alors
IMPL protège les donne´es prédé finies. Plus pre´cisément, si la spe´cification SPEC0+SORTimpl+C
est suffisamment comple`te au-dessus de la spe´cification prédé finie P, alors SEMIMPL estΣΣ1-finiment
géné ré e.

Preuve :
La spécification d’une imple´mentation abstraite ne contient aucune ope´ration de cible dans une sorte
de S autre que les ope´rations deΣΣ1 , ΣΣ0 et les ope´rations cache´es. Il en résulte que la suffisante
complétude deC au-dessus de la spe´cification prédé finie P implique queTEQ est finiment ge´né ré e
au-dessus deTP .

En toute ge´né ralité, cette condition n’est pas ne´cessaire pour assurer que SEMIMPL soit finiment
géné ré e: il suffirait que les axiomes ulte´rieurs (AOP ou AEQ) rendent les ope´rations cache´es
complètement spe´cifiées. Toutefois, sur un plan me´thodologique, il est clair que le roˆle de AOP et
AEQ n’est pas de spe´cifier les ope´rations cache´es, si bien que ce the´orème sera toujours applique´ en
pratique.

La protection des donne´es prédé finies n’est pas difficile a` établir sur les exemples, la suffisante
complétude se ve´rifiant par induction structurelle ou par des crite`res syntaxiques tels que les pre´senta-
tions gracieuses (cf. [Bid82]). Par exemple, notre imple´mentation deSTACK protège les donne´es
prédé finies parce queC est vide; notre implémentation deSET les protège aussi parce que la
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spécification deoccurset removeest une pre´sentation gracieuse.

La protection des donne´es prédé finies signifie que la composante cache´e doit être complètement
spécifiée par rapport aux sortes deS, nullement par rapport aux sortes constructives deS :

Proposition 3 :
Si toutes les ope´rations cache´es (deΣΣC) sont de cible dans une sorte constructive (∈S1), alorsIMPL
protège les donne´es prédé finies.

Preuve :
Immédiat, puisque dans ce cas,SORTimpl+C ne contient aucune ope´ration de cible dans les sortes
deS0 , et SPEC0 est persistant au-dessus deP.

Sachant que pour chaque sorte pre´dé finie s∈S, la sorte s n’est qu’une copie des, ce ré sultat est tre`s
utile chaque fois que l’on ne tient pas a` dé finir complètement les ope´rations cache´es. C’est le cas de
l’exemple 10 :pour que cette imple´mentation prote`ge les donne´es prédé finies, il suffit de de´finir les
opérationsδ et firstδ de cible dansNAT au lieu deNAT.

5.3. LA VALIDITE

Définition 7 :
L’ implémentation abstraiteIMPL est valide si et seulement si deuxΣΣ1-termes ferme´s égaux dans
TSPEC1

le sont aussi dans SEMIMPL ; ce qui s’écrit :
\-/ t ∈ TΣΣ1

, \-/ t′ ∈ TΣΣ1
, ( t = t′ dans TSPEC1

==> t = t′ dansSEMIMPL )

Notation 2 :
On note IDimpl = SPEC0+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ+<∅,∅,A1 − A> ; c’est àdire que
IDimpl contient absolument tous les e´lé ments de toutes les spe´cifications, aussi bien descriptives que
constructives, invoquées dans notre formalisme.IDimpl ajoute les axiomes descriptifs (non re´sidants)
à la spécification comple`te de l’implémentation.

Le théorème suivant montre qu’une imple´mentation est valide si et seulement siTEQ valide les
axiomes descriptifs deSPEC1. Par conse´quent, la validité peut être vérifiée via des me´thodes de
preuve de the´orèmes.

Théorème 4 :
LorsqueIMPL protège les donne´es abstraites, les 7 conditions suivantes sont e´quivalentes :

(1) IMPL est valide

(2) Il existe unΣΣ1-morphisme deTSPEC1
à SEMIMPL

(3) SEMIMPL valide les axiomes deA1 (i.e. est uneSPEC1-algèbre)

(4) SEMIMPL valide les axiomes deA1 − A

(5) TEQ valide les axiomes deA1 − A

(6) Lesaxiomes deA1 − A sont des the´orèmes deEQ (6)
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(7) IDimpl est hiérarchiquement consistante au-dessus deEQ (6)

Preuve :
[1<==>2] résulte du fait que notre de´finition de validité signifie qu’il existe unΣΣ1-morphisme de la
partie finiment ge´né ré ede TSPEC1

vers la partie finiment ge´né ré sde SEMIMPL . PuisqueTSPEC1
est

ΣΣ1-finiment géné ré ,cela équivaut àl’existence d’unΣΣ1-morphisme entreTSPEC1
et SEMIMPL .

[2<==>3] résulte de l’hypothèse de protection des donne´es prédé finies. En effet, SEMIMPL é tant alors
une ΣΣ1-algèbre finiment ge´né ré e, l’existence d’unΣΣ1-morphisme de l’alge`bre initiale TSPEC1

vers
SEMIMPL (µ) implique que ce morphisme est surjectif. Il en de´coule que toute occurence d’axiome
de A1 est validée par SEMIMPL , puisqu’elle résulte, via µ, d’une occurence du meˆme axiome sur
TSPEC1

. Ré ciproquement, si SEMIMPL valide A1 alors c’est uneSPEC1-algèbre, donc l’initialitéde
TSPEC1

fournit un morphisme deTSPEC1
vers SEMIMPL .

[3<==>4] résulte du fait que SEMIMPL valide toujours les axiomes deA, car SEMIMPL est une
ΣΣ1-sous-alge`bre deTEQ etEQ contientP.
[4<==>5] résulte directement du fait que les axiomes deA1 − A ne concernent que les sortes descrip-
tives, or SEMIMPL est l’oubli deTEQ sur les sortes descriptives.
[5<==>6] est imme´diat.
[5<==>7] résultent simplement du fait queIDimpl = EQ+(A1 − A0).
Ceci clôt notre preuve.

Ce théorème dé montre que la validité peut toujours ê tre vérifié via des conditions deconsistance
hiérarchiques. C’est l’un des re´sultats majeurs de notre formalisme, car cela prouve que le proble`me
de la correction d’une imple´mentation peut eˆtre ramene´ au problème bien connu de la consistance
hiérarchique.

Exemple 11 :
Pour l’implémentation des ensembles par les chaînes,A1 − A est :

insert(x,insert(y,X)) = insert(y,insert(x,X))
delete(x,empty) = empty

delete(x,insert(x,X)) = delete(x,X)
eq(x,y) = False ==> delete(x,insert(y,X)) = insert(y,delete(x,X))

x ∈ empty = False
x ∈ insert(x,X) = True

eq(x,y) = False ==> x ∈ insert(y,X) = x ∈ X

Prenons par exemple le premier axiome. Les axiomes de repre´sentation montrent que
ρ SET(insert(x, insert(y, X))) = insert(ρ ELEM(x), insert(ρ ELEM(y), ρ SET(X)))
ρ SET(insert(y, insert(x, X))) = insert(ρ ELEM(y), insert(ρ ELEM(x), ρ SET(X)))

et puisque notre imple´mentation est op-comple`te, on sait qu’il existeα , β ets tels que :
ρ ELEM(x) = < α >ELEM ρ ELEM(y) = < β >ELEM et ρ SET(X) = < s >SET

Les axiomes d’imple´mentation des ope´rations constructives donnent alors :
insert(< α >ELEM , insert(< β >ELEM , < s >SET)) = < add(α , add(β , s)) >SET

insert(< β >ELEM , insert(< α >ELEM , < s >SET)) = < add(β , add(α , s)) >SET

(dans le cas oùα =/ β et oùα et β ne sont pas danss ; mais les autres cas sont imme´diats)
D’autre part, la repre´sentation de l’e´galité implique que

< add(α , add(β , s)) >SET = < add(β , add(α , s)) >SET .
si bien que ρ SET(insert(x, insert(y, X))) = ρ SET(insert(y, insert(x, X))) ; et nous pouvons conclure

(6) plus pre´cisément :SPEC0+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ.
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grâce àl’axiome qui “remonte” les identifications :
ρ SET(X) = ρ SET(Y) ==> X = Y

Les autres axiomes se de´montrent de la meˆme fac,on, suivant ces me´thodes de preuves de the´orèmes
bien connues.

Remarque 7 :
Dans l’exemple précé dent, on peut de´tacher deux raisonnements qui sont les meˆmes pour tous les
exemples :le passage aux ope´rations constructives (op) via la remarque que l’op-comple´tude nous
assure que tout terme de la formeρ s(X) est égal à un terme de la forme <t1

. . . tn >s ; et le fait de
“remonter” les identifications via “ρ SET(X) = ρ SET(Y) ==> X = Y”.
Dans de nombreux cas, ces raisonnements conduisent a` ne prouver que les “translations” des axiomes
descriptifs vers leurs e´quivalents constructifs. Ainsi, le point clef de l’exemple précé dent était la
démonstration de l’e´galité suivante :

insert(< α >ELEM , insert(< β >ELEM , < s >SET)) = insert(< β >ELEM , insert(< α >ELEM , < s >SET))
On voit donc que souvent, il suffit de traiter les axiomes descriptifs auxquels on aura fait subir la
transformation suivante :

remplacer toutes les ope´rations op par leur repre´sentationop

remplacer toutes les variables, disonsx, par un n-uplet <u1
. . .un >s correspondant a` leur

sorte, lesui é tant donc des variables de sortes re´sidantes.

Par exemple, pour l’axiome descriptifpop(push(x,X))=X, il suffit de prouver l’axiome
pop(push(< α >NAT , < t, i >STACK)) = < t, i >STACK

Ce qui revient a` prouver que < t[i ]: = α , i >STACK=< t, i >STACK , et ré sulte assez facilement de la
représentation de l’e´galité.

5.4. LA CONSISTANCE

Définition 8 :
L’ implémentation abstraiteIMPL estconsistantesi et seulement si: deux ΣΣ1-termes ferme´s ne sont
é gaux dans SEMIMPL que s’ils le sont aussi dansTSPEC1

. Ce qui s’écrit :
\-/ t ∈ TΣΣ1

, \-/ t′ ∈ TΣΣ1
, ( t = t′ dansSEMIMPL ==> t = t′ dans TSPEC1

)

Le théorème suivant montre que la consistance signifie que le re´sultat sémantique SEMIMPL est con-
sistant par rapport a` l’algèbre initialeTSPEC1

.

Théorème 5 :
Si l’implémentation abstraiteIMPL protège les donne´es abstraites et est valide, alors les 6 conditions
suivantes sont e´quivalentes :

(1) IMPL est consistante

(2) Lemorphisme initial deTSPEC1
dans SEMIMPL est un monomorphisme (i.e. est injectif)

(3) SEMIMPL est initiale dans Alg(SPEC1)

(4) Il existe unΣΣ1-morphisme de SEMIMPL dansTSPEC1

(5) Lemorphisme initial deTSPEC1
dansU<S1,ΣΣ1>(TIDimpl ) est un monomorphisme

(6) IDimpl est hiérarchiquement consistante au-dessus deSPEC1
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Preuve :
[1<==>2] Tout d’abord, nos hypothèses de protection des donne´es prédé finies et de validité assurent
que ce morphisme initial existe (the´orème précé dent). Il suffit alors de remarquer que la consistance
de IMPL revient à dire que deux classes différentes deTSPEC1

n’ont pas la meˆme image dans
SEMIMPL via le morphisme initial.
[2<==>3] résulte simplement du fait que SEMIMPL est finiment ge´né ré e: le morphisme initial est
toujours un e´pimorphisme, donc un isomorphisme (7).
[3<==>4] résulte de l’initialité de TSPEC1

: s’il existe un morphisme de SEMIMPL vers TSPEC1
, c’est

nécessairement l’inverse du morphisme initial; donc SEMIMPL est initiale si et seulement si il existe
un morphisme de SEMIMPL vers TSPEC1

.
[2<==>5] Leshypothèses de protection des donne´es prédé finies et de validité assurent queTEQ valide
A1 − A. Par conse´quent, TEQ est égal à TIDimpl . Or par définition, SEMIMPL =US1

(TEQ) ,  donc
SEMIMPL =US1

(TIDimpl ).
[5<==>6] résulte simplement du fait que le morphisme initial deTSPEC1

dansUS1
(TIDimpl ) est le mor-

phisme d’adjonction associe´ à la présentationIDimpl au-dessus deSPEC1.
Ce qui clôt notre preuve.

Pour vérifier la consistance hie´rarchique deIDimpl au-dessus deSPEC1, il suffit de vérifier
qu’aucun des axiomes de l’imple´mentation ne peut induire d’inconsistance sur les sortes descriptives.
Nous venons donc de de´montrer que le proble`me de la correction d’une imple´mentation peut eˆtre
entièrement ramene´ au problème bien connu de la consistance hie´rarchique. C’est la` un de nos résul-
tats majeurs.

Les seuls axiomes portant sur les sortes descriptives sont ceux-ci :
ρ s(x) = ρ s(y) ==> x = y (s ∈ S1)

La prémisse de chacun de ces axiomes nous conduit a` prendre un a` un les axiomes portant sur les
sortes constructives (cibles desρ s), et àvé rifier qu’ils n’induisent pas d’inconsistance dans les sortes
de S1 . Les axiomes portant sur les sortes constructives sont ceux deAC∪AOP∪AEQ ; ce sont donc
eux qu’il faut conside´rer un àun.

Exemple 12 :
Pour l’implémentation deSETpar STRING, on remarque que les axiomes cache´s dé finissantoccurs
et removesont consistants par rapport a` P (présentation gracieuse sans e´quations entre les construc-
teurs, cf. [Bid 82]).
En ce qui concerne les e´quations deAOP , on prouve d’abord, par induction structurelle, que la chaîne
"x1x2

. . . xn" (où les xi sont deux a` deux distincts) repre´sente l’ensemble
insert(x1, insert(x2, . . . ,insert(xn, empty). . ) . (Facile mais long, nous ne le ferons pas ici).
Ensuite, il suffit de ve´rifier que chacun des axiomes deAOP n’amalgame pas deux ensembles dis-
tincts, une fois mis sous cette forme. Par exemple :

delete(< x >ELEM , < s >SET) = < remove(x, s) >SET

signifie que l’ope´ration delete appliquée à l’ensemble repre´senté par la chaîne "x1
. . . xn" = s

retourne l’ensemble repre´sentépar la chaîne remove(x, "x1
. . . xn") .

si x est différent de chacun desxi , alors on obtient la meˆme cha îne (s) (via les axiomes
cachés, par récurrence sur la taille de la chaîne s). Il en résulte quedeleteretourne le meˆme
ensemble, ce qui ne cre´e par d’inconsistance.

(7) Le fait qu’un morphisme a` la fois mono et e´pi soit un isomorphismen’est pas vrai dans toutes cate´gories. C’est un
résultat particulier aux cate´gories Alg(...) ; cf. [Ber 86].
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si x est égal àl’un desxi , disonsx j , alors remove(x,s)est la chaîne "x1. . x j−1x j+1. . xn" (récur-
rence sur la taille de la chaîne). Elle repre´sente l’ensemble
insert(x1, . . insert(x j−1, insert(x j+1, . . insert(xn, empty). . ). Ce qui ne cre´e toujours aucune
inconsistance sur les ensembles.

Les autres axiomes se traitent de la meˆme fac,on ;  celui concernantdeleteé tait le plus de´licat (notam-
ment àcause de la disjonction des cas).
Enfin la consistance de la repre´sentation de l’egalité est fort simple car l’axiome :

< add(x, add(y, s)) >SET = < add(y, add(x, s)) >SET

traduit exectement la commutativite´ de l’insertion :
insert(x,insert(y,X)) = insert(y,insert(x,X))

Remarquons au passage que la consistance des axiomes deAEQ signifie précisément que la repre´sen-
tation de l’égalité n’est pas “trop forte”.

Exemple 13 :
La consistance de l’imple´mentation des piles par les tableaux et les entiers est encore plus facile,
nous n’aurons pas besoin de faire une disjonction de cas.
On prouve d’abord par induction structurelle que <t, i >STACK représente la pile
push(t[i-1],push(t[i-2],...,push(t[0],empty)..)).
PuisqueAC est vide, il ne peut induire aucune inconsistance.
En ce qui concerneAOP, prenons par exemple l’axiome

pop(< t, succ(i)) >STACK = < t, i >STACK

il se translate en :
pop(push(t[i-1],push(t[i-2],...,push(t[0],empty)..))) = push(t[i-2],...,push(t[0],empty)..)

ce qui ne cre´e bien sûr aucune inconsistance sur les piles a` cause de l’axiome descriptif
pop(push(x,X)) = X

Enfin la repre´sentation de l’e´galité est clairement consistante :
< t, 0  >STACK = < t′, 0  >STACK

< t, i >STACK=< t′, i >STACK ......... t[i ] = t′[i ] ==> < t, succ(i) >STACK= < t′, succ(i) >STACK

Immédiat pour le premier axiome. Pour le second, il suffit de raisonner par re´currence suri.

Nous avons détaillé les quatre crite`res de correction d’une imple´mentation abstraite. Nous pouvons
maintenant poser la de´finition suivante :

Définition 9 :
L’ implémentation abstraiteIMPL estcorrectesi et seulement si :

elle estop-comple`te

elleprotège les donne´es prédé finies

elle estvalide

et elle estconsistante.

Les méthodes de preuve de correction que nous avons donne´es ici peuvent toutes se ramener a` des
critères tels que les pre´sentations gracieuses, l’induction structurelle, ou la consistance hie´rarchique.
C’est en cela que re´side l’intérê t majeur de notre formalisme, car elles reposent sur la connaissance
de laspécificationde l’implémentation, et non sur des connaissances relatives àsa sé mantique.
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5.5. LA CORRECTION FORTE

Cette section fournit des conditions suffisantes encore plus faciles a` vé rifier pour qu’une imple´menta-
tion soit correcte. Elle de´montre en particulier que les crite`res deprotection des donne´es prédé finies
et d’op-comple´tudesont très liés. Pour ce faire, nous de´finissons une notion decorrection fortequi
implique la correction. La plupart des exemples usuels d’imple´mentation abstraite sont fortement cor-
rects. Nous montrerons d’autre part que la correction forte est une notion tre`s utile pour dégager les
implémentations compatibles avec la composition (section 6.2).

Définition 10 :
Soit IMPL une implémentation abstraite de la spe´cification SPEC1 au moyen de la spe´cification
résidanteSPEC0 . On dira queIMPL protège les termes re´sidantssi et seulement si la spe´cification
deIMPL (i.e.EQ) est suffisamment comple`te au-dessus de la signature deSPEC0 (i.e. <S0, ΣΣ0>).

Proposition 4 :
Si IMPL protège les termes re´sidants alorsIMPL protège les donne´es prédé finies.

Preuve :
Immédiat, au vu des de´finitions 6 et 10.

Définition 11 :
L’ implémentation abstraiteIMPL estfortement correctesi et seulement si :

elle est op-comple`te

elle protège lestermes re´sidants

elle est valide

et elle est consistante.

Les énoncés suivants fournissent une condition suffisante tre`s simple pour assurer la correction forte.

Définition 12 :
L’ implémentation abstraiteIMPL est ditefortement op-comple`te si et seulement si la spe´cification
OPimpl est suffisamment comple`te au-dessus de lasignaturedeSORTimpl.

Proposition 5 :
Les trois conditions suivantes sont suffisantes pour queIMPL soit fortement correcte :

IMPL estfortement op-comple`te

IMPL est valide

IMPL est consistante

Preuve :
Il suffit clairement de ve´rifier que siIMPL est fortement op-comple`te alors elle est op-comple`te et
elle protège les termes re´sidants.
Le fait que l’op-comple´tude forte implique l’op-comple´tude résulte directement de la proposi-
tion 1bis.
Le fait queSORTimpl ne contienne aucune ope´ration de cible dansS0 implique queSORTimpl est
suffisamment comple`te au-dessus de la signature deSPEC0. Par conse´quent, l’op-comple´tude forte
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implique queOPimpl est suffisamment comple`te au-dessus de la signature deSPEC0 ; il suffit alors
de remarquer que les axiomes deAREP impliquent queREP (et a fortiori EQ) est suffisamment
complète au-dessus de la signature deOPimpl. Il en ré sulte que l’op-comple´tude forte implique que
IMPL protège les termes re´sidants.

Grâce àcette proposition, il n’est pas difficile de ve´rifier que les exemples d’implémentation donne´s
dans ce chapitre sont fortement corrects, et donc corrects (les preuves relatives à l’op-complétude
n’utilisent jamais les axiomes re´sidants). Seul l’exemple 10 (section 5.1 : imple´mentation des chaîne
au moyen des tableaux) n’est pas fortement correct, car la composante cache´e ajoute un e´lé ment δ
dans la sorte pre´dé finie ELEM (mais cet exemple ne prote`ge pas non plus les donne´es prédé finies,
voir aussi la proposition 3, section 5.2).

6. REUTILISATION D’IMPLEMENT ATIONS

Nous avons déterminé(section 1.2.2du chapitre pre´cé dent) que la question deréutilisation peut être
traduite par deux crite`res : compatibilite´ avec lesenrichissementset compatibilite´ avec la composi-
tion.

6.1. IMPLEMENT ATIONS ET ENRICHISSEMENTS

Rappelons que si une spe´cification descriptive SPEC1 est abstraitement imple´mentée par IMPL ,
l’utilisateur de cette imple´mentation ne connaît que SPEC1 . Lorsqu’il spécifie une pre´sentation
PRES=<SPRES, ΣΣPRES, APRES> au-dessus de cette structure imple´mentée, toutes les preuves relatives
à cet enrichissement concernent donc l’alge`bre TSPEC1+PRES . Pourtant, dans les faits, l’enrichisse-
ment sera effectué au-dessus de l’imple´mentation ; la structure de donne´es ré sultante sera donc
modélisée par TEQ+PRES (rappelons queEQ est la spe´cification de l’implémentation). Il est donc
souhaitable que la “vision utilisateur” deTEQ+PRES soit isomorphe àTSPEC1+PRES .
De la même fac,on que SEMIMPL = UΣΣ1

(TEQ) est la “vision utilisateur” deTEQ, la vision utilisateur de
TEQ+PRES est l’algèbre UΣΣ1+ΣΣPRES

(TEQ+PRES) .  En effet, l’oubli UΣΣ1+ΣΣPRES
supprime des sortes et

opérations internes de l’imple´mentation, auxquelles ni l’utilisateur, ni l’enrichissement n’ont acce`s
(ces sortes et ope´rations sontlocalesà l’implémentation).

Le théorème suivant fournit une condition suffisante tre`s utile pour qu’un enrichissement soit compat-
ible avec une implémentation abstraite.

Théorème 6 :
Soit IMPL est une imple´mentation abstraite correcte deSPEC1 . Soit PRES une présentation au-
dessus deSPEC1 . Si PRESestconsistanteau-dessus deSPEC1, et si elle estsuffisamment comple`te
au-dessus de <S1, ΣΣ1> alors :

UΣΣ1+ΣΣPRES
(TEQ+PRES) est isomorphe àTSPEC1+PRES

Pour démontrer ce the´orème, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2 :
Si P1 et P2 sont deux pre´sentations persistantes, de signatures disjointes, au-dessus d’une spe´cifica-
tion SP, alors P2 est encore une pre´sentation persistante au-dessus deSP+ P1.

Preuve :
Puisque les sortes deP1 et P2 sont disjointes, les axiomes deP2 ne peuvent induire aucune inconsis-
tance ou insuffisante comple´tude dans les sortes deP1. Il suffit donc de ve´rifier la persistance sur les
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sortes deSP. Or, puisqueP1 est persistante, l’oubli deTSP+P1
sur les sortes deSP est isomorphe a`

TSP. De plus, puisqu’il n’y a pas de surcharge entre les ope´rations deP2 et celles deSP+P1, il en
résulte que les occurences d’axiomes deP2 sont exactement les meˆmes au-dessus deSP que de
SP+P1 ; ce qui prouve que P2 a la mê me sé mantique au-dessus deTSP qu’au-dessus deTSP+P1

. Par
conséquent,P2 est persistant au-dessus des sortes deSP, ce qui clôt la preuve du lemme.

Preuve du théorème 6 :
La correction deIMPL assure queIDimpl est persistant au-dessus deSPEC1. Le lemme pre´cé dent
implique donc queIDimpl +PRES est persistant au-dessus deSPEC1+PRES, c’est à dire que
TSPEC1+PRES est isomorphe a` UΣΣ1+ΣΣPRES

(TIDimpl +PRES). Par conse´quent, il suffit de prouver que
TIDimpl +PRES est isomorphe àTEQ+PRES.
Prouvons d’abord quePRESest persistant au-dessus deEQ. PuisquePRESest suffisamment com-
plet au-dessus de <S1, ΣΣ1>, PRESest a fortiori suffisamment complet au-dessus deEQ (qui contient
<S1, ΣΣ1>). D’autre part, puisqueUΣΣ1+ΣΣPRES

(TIDimpl +PRES) ≈ TSPEC1+PRES , PRES est persistant au-
dessus deIDimpl ; PRES est donc en particulier consistant au-dessusEQ (car IDimpl =EQ+A1).
Ceci prouve quePRESest persistant au-dessus deEQ.
Maintenant, la correction deIMPL assure queIDimpl est persistant au-dessus deEQ. Le lemme
précé dent implique donc queIDimpl +PRESest persistant au-dessus deEQ+PRES, c’est-à-dire que
TIDimpl +PRES est isomorphe àTEQ+PRES .

Ce théorème ré soudrait totalement la question s’il imposait seulement quePRES soit une pre´senta-
tion persistante au-dessus deSPEC1 . Malheureusement, il faut ve´rifier quePRESsoit suffisamment
complète au-dessus de lasignaturede SPEC1 (c’est-à-dire sans utiliser les axiomes deA1). Remar-
quons ne´anmoins qu’il s’applique dans de nombreux cas, par exemple les pre´sentations gracieuses
([Bid 82]) répondent a` cette condition car l’ordre sur les ope´rations permet de re´écrire tout
(ΣΣ1 + ΣΣPRES)-terme ferme´ de sorte dansS1 vers unΣΣ1-terme, sans utiliser les axiomes deSPEC1 . Il
n’en reste pas moins certains exemples de pre´sentations persistantes qui ne sont pas compatibles avec
une implémentation abstraite correcte :

Exemple 14 :
Considérons la spe´cification NAT contenant la sorteNAT, les ope´rations (0: → NAT) et
(succ: NAT → NAT), et aucun axiome.
Considérons la spe´cification PEANOcontenant la sortePEANO, les ope´rations (zero: → PEANO) et
(next: PEANO→ PEANO), et l’axiome suivant :

next(x) = next(zero) ==> x = zero
Il est clair queTNAT et TPEANO sont isomorphes (a` N). En particulier, on peut implémenterPEANO
au moyen deNAT : il suffit de repre´senterzeropar0 et nextparsucc. Cette implémentation est claire-
ment correcte.

Considérons maintenant la pre´sentationPRESau-dessus dePEANOn’ajoutant aucune sorte, ajoutant
l’opération constanteτ , et l’axiome {next(τ ) = next(zero)}. PRES est persistante au-dessus de
PEANOcar l’axiome

next(x) = next(zero) ==> x = zero
implique queτ é gale zero. C’est donc cet axiome qui rend la pre´sentationPRES suffisamment
complète au-dessus dePEANO.
Pourtant, l’implémentation dePEANOau moyen deNAT ne contenant pas cet axiome, la se´mantique
dePRESau-dessus de l’imple´mentation diffère de la sé mantique au-dessus dePEANO(τ n’y est pas
é gal àzerobien que l’implémentation soit “isole´ment” correcte).

On conc,oit cependant que de tels cas sont peu fre´quents en pratique.
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6.2. COMPOSITION D’IMPLEMENT ATIONS ABSTRAITES

Supposons que l’on veuille imple´menter une spe´cification SPEC2 au moyen d’une structure spe´cifiée
parSPEC1 ; et queSPEC1 soit déjà implémentée au moyen deSPEC0. Là encore, toutes les preuves
de corrections relatives àl’implémentation deSPEC2 (IMPL 2) sont faites en regard de la spe´cifica-
tion descriptive SPEC1, et nullement par rapport a` l’implémentation constructive de SPEC1
(IMPL 1). Pourtant, la structure effectivement implémentée est spe´cifiée par la réunion des spe´cifica-
tions des deux imple´mentations, a` savoir :

SPEC0 + (SORTimpl1 + C1 + . . . + EQ1) + (SORTimpl2 + C2 + . . . + EQ2)

Remarque 8 :
Il est clair que la seconde imple´mentation (IMPL 2) n’a pas acce`s aux sortes et ope´rations internes de
la première (IMPL 1). Par exemple, lorsqu’un texte e´crit en LAL (8) est compilévers un texte C, puis
que le texte C obtenu est lui meˆme compilé, l’implémentation se fait bien en deux temps: de LAL

vers C, puis le sourceC est compile´.
Cela veut dire que les sortes et ope´rations interme´diaires de la premie`re implémentation (IMPL 1)
sontdistinctesde celles de la seconde (IMPL 2). Ceci s’exprime par le fait que l’intersection des sig-
natures de (SORTimpl1 + . . . + EQ1) et de (SORTimpl2 + . . . + EQ2) est vide.

Le théorème suivant fournit une condition suffisante tre`s utile pour que la composition de deux
implémentations fournisse un re´sultat correct du point de vue de l’utilisateur. Comme auparavant, le
“point de vue de l’utilisateur” est obtenu par un foncteur d’oubli sur la signature deSPEC2 .

Théorème 7 :
Etant donne´es une implémentation,IMPL 1, de SPEC1 au moyen deSPEC0, et une implémentation,
IMPL 2, de SPEC2 au moyen deSPEC1. Considérons la spe´cification IMPL(1,2) obtenue en som-
mant les spe´cifications des deux imple´mentations :

IMPL(1,2) = SPEC0 + (SORTimpl1 + . . . + EQ1) + (SORTimpl2 + . . . + EQ2)
Si IMPL 1 estcorrecteet siIMPL 2 estfortement correcte, alors :

UΣΣ2
(TIMPL(1,2) ) est isomorphe àTSPEC2

Preuve :
PuisqueIMPL 2 est fortement correcte, la pre´sentation (SORTimpl2 + . . . + EQ2) est consistante au-
dessus deSPEC1 et suffisamment comple`te au-dessus de <S1, ΣΣ1>. Par conse´quent, le the´orème 6
précé dent montre queUSPEC1+SORTimpl2+..+EQ2

(TIMPL(1,2) ) est isomorphe a` TEQ2
. En particulier,

UΣΣ2
(TIMPL(1,2) ) est isomorphe a` UΣΣ2

(TEQ2
) = SEMIMPL 2

. Or la correction deIMPL 2 nous assure que
SEMIMPL 2

est isomorphe àTSPEC2
; d’où la conclusion.

Ce théorème peut clairement eˆtre étendu a` toute composition finie d’imple´mentations, pourvu que la
première soit correcte, et les suivantes soient fortement correctes.

Remarque 9 :
Bien que la composition de deux imple´mentations abstraites (fortement) correctes fournisse toujours
un résultat sémantique correct, nous n’affirmons pas que la compose´e des deux de´finisse une nouvelle
implémentation abstraite. En fait, ceci ne serait pas difficile a` obtenir avec notre formalisme: il suffi-
rait d’autoriser que l’arite´ des ope´rations de synthe`se prenne sa source dans des sortes cache´es (c’est
d’ailleurs ce que font [EKP80] et [EKMP 80]). On pourrait alors simplement inclure la spe´cification
de la premie`re implémentation (IMPL 1) dans la composante cache´e de la seconde. Il n’est pas

(8) LangageL ISP actuellement de´veloppépar Patrick Amar, L.R.I., Orsay.
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difficile de voir que tous nos re´sultats seraient encore valables (modulo la correctionforte), car nous
n’utilisons jamais cette hypothe`se dans nos preuves.
Toutefois, ce que l’on veut, semble-t’il, c’est donner unereprésentation de chacun des termes a`
implémenter sous forme den-upletsd’élé ments “préexistants” (i.e. re´sidants, non pas cache´s). Nous
préfé rons donc adopter ici une attitude prudente sur ce point. Dans le cas contraire, on obtient un for-
malisme d’imple´mentation clos par composition (c’est a` dire que la compose´e d’un nombre fini
d’implémentations est encore une imple´mentation). On peut alors parler de lasous-cate´gorie des
implémentations fortement correctes... plaisantpour l’esprit, mais il n’est pas certain que cela
traduise exactement l’ide´e que l’on se fait des imple´mentations.

7. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le formalisme que nous avons propose´ repose sur deux ide´es principales re´solvant respectivement les
problèmes de restriction et d’identification :

1) Nous introduisons des sortes interme´diaires, contenant des n-uplets d’e´lé ments résidants (i.e.
déjà implémentés). Ces n-uplets sont construits au moyen d’opérations de synthe`se, tandis
que des ope´rations dereprésentation fournissent explicitement la correspondance entre les
termes a` implémenter et leurs repre´sentation.

2) Nous spe´cifions explicitement lareprésentation de l’e´galité.

Les résultats nouveaux apporte´s par ce formalisme sont :

Contrairement aux formalismes existants, les preuves de correction ne reposent que sur la
connaissance de laspécification de l’implémentation, et non sur sa se´mantique. Les crite`res de
correction s’expriment tous au moyen de concepts tels que la consistance hie´rarchique ou la
suffisante comple´tude, ce qui rame`ne la question de correction d’une imple´mentation a` des
problèmes bien connus des types abstraits alge´briques.

Ce formalisme d’imple´mentation abstraite se place dans le cadre desé quations condition-
nelles positives, ce qui facilite les spe´cifications, et permettra une extension aise´e au traite-
ment d’exceptions(voir partie C de cette the`se).

Des conditions simples et peu restrictives pour la réutilisation d’implémentations abstraites
peuvent eˆtre dégagées.

Le formalisme que nous venons de de´velopper pre´sente donc un certain nombre de potentialite´s non
négligeables, mais il pre´sente aussi une certaine “lourdeur”, en ce sens que les sortes interme´diaires
compliquent la syntaxe. Nous avons montre´ (remarque 5et fin de la section 2) que cette syntaxe peut
ê tre simplifiée pour le concepteur d’une imple´mentation. Mais il serait utile de syste´matiser ce
procédé de simplification afin de l’inclure dans un environnement alge´brique (de type
ASSPEGIQUE[BC 85, BCV 85]),et tester alors quels sont les re´sultats obtenus en soumettant des
preuves de correction a` un dé monstrateur automatique de the´orèmes.

D’autre part, en ce qui concerne la notion deréutilisation d’implémentations, les re´sultats que nous
obtenons sont assez probants, mais il serait bon d’automatiser cet aspect, et voir quelles techniques de
gestion d’une “bibliothe`que de spe´cifications” seraient les plus efficaces.
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Sur un plan plus purement “types abstraits alge´briques”, notre partieC montre que ce formalisme
d’implémentation abstraite est facilement e´tendu aux types abstraits alge´briques avec traitement
d’exceptions. Cerésultat nous semble re´vé lateur de la fiabilite´ et des potentialite´s de ces deux for-
malismes, car les imple´mentations abstraites et le traitement d’exceptions sont tous deux des points
problématiques de la the´orie des types abstraits alge´briques. Le fait qu’ils soient compatibles laisse
espérer d’autres extensions sans plus de difficulte´s.
Remarquons enfin que, bien que nous n’ayons pas (encore) e´tudié ce point, il ne devrait pas y avoir
de difficulté à étendre ce formalisme d’imple´mentations abstraites au cas des spe´cifications
parame´trées, car notre se´mantique est entie`rement fonctorielle et n’utilise que des foncteurs d’oubli
ou de synthe`se (rappelons que la notion de parame´trisation repose essentiellement sur les pushouts et
les foncteurs de synthe`se, cf. [ADJ 80]).
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Résuméde cette partie B

Cette partie de´veloppe dans le de´tail un nouveau formalisme de traitement d’exceptions dans le cadre
des types abstraits alge´briques, que nous nommerons le formalisme desexception-alge`bres.

Les exception-alge`bres répondent a` tous les crite`res utiles les spe´cifications alge´briques avec traite-
ment d’exceptions : de´claration aise´e des valeurs “Ok”, spécification du comportement des valeurs
erronées, spe´cification de re´cupérations e´ventuelles, propagation implicite des exceptions et des
erreurs, existence d’une alge`bre initiale, structuration des spe´cifications, rede´finition des proprie´té sde
consistance hie´rarchique et suffisante comple´tude. De plus, nous apportons deux nouveautés pour le
traitement d’exceptions dans le cadre des types abstraits alge´briques.

Quitte à inclure un traitement d’exceptions dans les spe´cifications alge´briques, autant
modéliser aussi des “messages d’erreur”. C’est pourquoi nous incluons dans la signature
d’une spe´cification un nouvel ensemble, l’ensemble desé tiquettes d’exception, qui modélisent
les “diagnostics d’exception”. Une exception-alge`bre est alors de´finie comme une alge`bre
classique, a` ceci près que ses valeurs peuvent eˆtre étiquetées par diverses e´tiquettes d’excep-
tion.
Cette technique offre une grande souplesse de spe´cification car on peut alors inclure des con-
ditions sur ces e´tiquetages dans les pre´misses des axiomes. On peut ainsi traiter les exceptions
d’une manie`re différenciée, selon les divers cas exceptionnels rencontre´s. Ceci recouvre aussi
bien des techniques derécupérationsd’exceptions, qu’un traitement au sein meˆme des valeurs
erronées.

D’autre part, nous montrons qu’il est de premie`re utilité de pouvoir différencier les termes qui
sont “Ok” par le traitement “normal” de la structure de donne´es spécifiée, de ceux qui sontOk
parce qu’ils ont e´té récupéré s. Les premiers peuvent eˆtre entièrement traite´s par les axiomes
usuels du type (les “Ok-axiomes”), alors que les seconds doivent subir un traitement excep-
tionnel avant de réintégrer le rang des valeursOk (par récupération). D’une manie`re duale, on
peut résumer cette ide´e par le “slogan” suivant :

Il faut bien distinguer lestermes exceptionnelsdesvaleurs erronées.
Ce n’est pas parce qu’un terme est exceptionnel (et donc me´rite un traitement exceptionnel)
que sa valeur est errone´e (il peut être récupéré ) ; et ce n’est pas parce que la valeur d’un terme
est Ok qu’il n’est pas exceptionnel (toujours parce que sa valeur peut re´sulter d’une
récupération, et par conse´quent, ce terme peut demander un traitement en tant qu’exception
avant d’être récupéré ).

Ces deux ide´es permettent de de´velopper une se´mantique dont les proprie´té ssont très proches des
propriété sclassiques des types abstraits alge´briques (i.e. sans traitement d’exceptions) :elle est com-
patible avec la notion de congruences, et surtout, on peut retrouver les re´sultats classiques (ADJ)
d’existence decongruences minimales.

Cette existence de congruences minimales nous offre alors une moisson importante de re´sultats simi-
laires aux re´sultats connus sans traitement d’exceptions, principalement :

La catégorie des alge`bres (finiment ge´né ré es ou non) validant une exception-spe´cification
posse`de toujours un objet initial (et un objet terminal).

On peut structurer les exception-spe´cifications grâce aux notions de pre´sentations et
enrichissements. Et ceci de telle sorte que les foncteurs d’oubli et de synthe`se existent, et sont
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adjoints.

Lorsque l’on conside`re une présentation, on peut de´finir la consistance hie´rarchiqueet lasuff-
isante comple´tude de manie`re simple (grâce à l’adjonction entre les foncteurs d’oubli et de
synthèse).

Plus ge´né ralement, du fait que la se´mantique des exception-alge`bres peut s’exprimer d’une
manière entièrement fonctorielle, les primitives usuelles de structuration des spe´cifications
formelles peuvent, pour la plupart, s’e´tendre a` notre formalisme sans difficulté majeure. La
partie C de cette the`se en est un exemple : elle étend le formalisme d’imple´mentations
abstraites aux cas avec traitement d’exceptions.
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Chapitr e I :

Introduction

Ce chapitre contient quatre sections. La premie`re rappelle les raisons pour lesquelles le traitement
d’exceptions est un sujet crucial. La seconde de´gage les crite`res requis pour un “bon” formalisme de
traitement d’exceptions au sein des types abstraits alge´briques. La section3 dé crit brièvement les for-
malismes existants sur ce sujet; et la section 4 récapitule les re´sultats de´jà obtenus ou encore a` attein-
dre concernant le traitement d’exceptions dans les types abstraits alge´briques.

1. MOTIVATION

Au cours de la partieA, nous avons montre´ que l’on peut efficacement utiliser les types abstraits
algébriques pour traiter formellement le proble`me de l’ implémentation. Cependant, le “pouvoir de
modélisation” du formalisme que nous y avons développéest fortement limite´ par le manque de
traitement d’exceptions :par exemple on ne peut pas traiter les structures borne´es (cf. partieA,
chapitre I, section 1.2.3).Pourtant, il est d’un inte´rê t majeur de pouvoir de´terminer quelles sont les
bornes des structures nouvellement imple´mentées, en fonction des bornes des structures utilise´es par
l’implémentation.
Plus ge´né ralement, le processus de conception d’un syste`me informatique serait fortement ame´lioré si
le traitement des cas exceptionnels e´tait prévu dè sl’étape pre´liminaire de spe´cification formelle. En
effet, le traitement d’exceptions est le plus souvent ne´gligé lors de la conception d’un syste`me infor-
matique, ce qui conduit a` de nombreuses modifications faites a posteriori, et rend le traitement des
cas exceptionnels de´pendant de l’imple´mentation conside´ré e. Il est clair qu’une spe´cification formelle
du traitement des cas exceptionnels conduirait a` une conception plus structure´e, où la correction
d’une implémentation prendrait en compte le traitement d’exceptions.

Le traitement d’exceptions est donc un sujet majeur des types abstraits alge´briques. On constate que
tous logiciels, meˆme les plus simples, ne´cessitent un traitement de cas exceptionnels ;ce traitement
d’exceptions doit eˆtre prévu dè s l’étape pre´liminaire de conception, et par conse´quent il est crucial
que le formalisme des types abstraits alge´briques puisse mode´liser cet aspect. De plus, le traitement
d’exceptions est pris en compte dans les langages relativement récents ;il serait dommage que les
types abstraits alge´briques ne suivent pas cette e´volution.
Sous cet angle, il semble que le traitement d’exceptions soit l’un des points les plus cruciaux pour
é tendre le champs d’application des types abstraits alge´briques. D’autres sujets tels que la parame´tri-
sation, les spe´cifications incomple`tes, les aspects de re´écriture ..., sont aussi tout a` fait cruciaux;
cependant le traitement d’exceptions aura notre fav eur car, au moins pour l’implémentation abstraite,
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c’est l’absence de traitement d’exception qui nuit le plus a` la “crédibilité pratique” des re´sultats
obtenus.

2. LES CRITERES UTILES

Si l’on veut de´velopper un formalisme complet de traitement d’exceptions, il doit re´pondre àun mini-
mum de contraintes pour offrir un pouvoir d’expression assez souple. Une partie de ces contraintes
est impose´e par ce que l’on veut pouvoir mode´liser ;à ce sujet, les cinq principes exposés par Goguen
dans [Gog 77] fournissent une bonne premie`re approche :

Think about errors from the beginning, from the preliminary design stage on.

Include all exceptional state behaviour, especially error messages, directly in the specifica-
tions.

Provide maximum oppurtunity for the user to make errors of the sort which reveal inconsis-
tencies in his conception of what he is doing.

This implies that the langage designer should require “ redundant” information of the user.

As much information as is hepful about what went “wrong” (or exceptional) should be pro-
vided, as a basis for debugging (or further processing in an exceptional state).

Ces cinq principes e´lé mentaires nous conduisent :

à inclure le traitement d’exception de`s le niv eau des types abstraits alge´briques (qui peuvent
ê tre conside´ré scomme une des e´tapes pre´liminaires de conception),

à élaborer une notion de message d’erreur dans les spe´cifications, et a` pouvoir spécifier le
comportement des e´tats exceptionnels,

à dé finir des spe´cifications structure´es, munie d’une notion de consistance apte a` prendre en
compte le traitement d’exceptions,

enfin àdé finir une notion de “spe´cification comple`te” des valeurs errone´es ou exceptionnelles
(fournir “suffisamment d’informations” correspondant a` la notion de spe´cification comple`te).

D’autres critères facilitent les spe´cifications :

Pour ne pas devoir caractériser explicitement de nombreux cas errone´s ou exceptionnels, il est
nécessaire de disposer d’unepropagation implicitedes erreurs et des exceptions (assure´e au
niveau se´mantique, simplifiant ainsi les specifications). Par exemple, si succ(Maxint)est
exceptionnel (ou` Maxint est le plus grand entier non errone´), on aimerait bien ne pas devoir
déclarer explicitement quesucc(succ(Maxint)), succ(succ(succ(Maxint)))...etc.. sont aussi
exceptionnels.

Dans le meˆme ordre d’idée, si l’on déclare que les valeurs “Ok” sont celles de la forme
succn(0) avec 0 ≤ n ≤ Maxint, on n’a nulle envie de de´clarer explicitement que0+0
0+succ(0)...etc ...sont eux aussi “Ok”. Par conse´quent, il est aussi tre`s utile de pouvoir
déclarer les valeurs “Ok” sous une forme “de re´fé rence” (sous forme normale par exemple, ici
les termes de la formesuccn(0)).
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On aura envie dans de nombreux cas derécupérer certaines exceptions. Par exemple, on peut
vouloir dans certains cas (pas ne´cessairement tous les cas) qu’un terme tel que(Maxint+1)−2,
qui est exceptionnel (par propagation implicite), soit tout de meˆme ré cupéré en la valeurMax-
int−1 qui, elle, n’est pas errone´e (et ce, malgre´ une étape interme´diaire via la valeur errone´e
Maxint+1).

Enfin, pour avoir quelques chances de de´finir des spe´cifications structure´es munies de proprie´té es
telles que la consistance hie´rarchique ou la suffisante comple´tude (utiles pour l’imple´mentation
abstraite ou toute autre primitive de structuration des spe´cifications), certaines contraintes se´man-
tiques s’imposent :

Il faut définir un foncteur d’oubliassocie´ à une notion deprésentation.

Il faut aussi de´finir une notion defoncteur de synthe`se, (adjoint àgauche au foncteur d’oubli)
sur lequel reposent les notions de consistance hie´rarchique et suffisante comple´tude.

Plus particulie`rement, on sait que l’existence d’un foncteur de synthe`se est très liée aux
notions decongruence minimaleet d’objet initial (cf. [Ber 86]).

Ainsi les critères qui nous permettront de juger un formalisme alge´brique de traitement d’exception
seront principalement :

L’ aptitude a` modéliser la notion de message d’erreur.

La facilité à spécifier les cas “normaux” et les cas exceptionnels.

La facilité à dé crire le comportement des cas exceptionnels (messages d’erreur, dé pendances
entre les diverses exceptions ...).

La possibilitéde ré cupérer certains termes exceptionnels.

La propagation implicite des exceptions et des erreurs.

L’ existence de crite`res tels que la consistance hie´rarchique ou la suffisante comple´tude, de
telle sorte que les cas exceptionnels ou les messages d’erreur soient pris en compte. Ce qui est
très lié à l’existence d’un objet initial au niveau se´mantique.

Munis de ces crite`res, nous allons de´crire quelques travaux concernant le traitement d’exceptions au
sein des types abstraits alge´briques ;et nous allons constater qu’aucun d’eux ne les satisfait pleine-
ment.

3. QUELQUES TRAVA UX EXISTANTS

Le but de cette section n’est pas d’e´tudier en de´tail les formalismes de traitement d’exceptions exis-
tants. Nous nous appuierons simplement sur l’e´tude faite dans [BG 83] pour montrer l’e´volution de
ce sujet relativement aux crite`res précé demment cite´s, et nous de´crirons très brièvement deux formal-
ismes alge´briques de´veloppés plus récemment : [GDLE 84] et [Bid 84].
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3.1. UNEIDEE SIMPLE QUI NE CONVIENT PAS

Tout d’abord, avant de concevoir un nouveau formalisme de traitement d’exceptions dans le cadre des
types abstraits alge´briques, remarquons que le formalisme “classique” des types abstraits alge´briques
ne permet pas de re´soudre le proble`me de manière satisfaisante.

Une idée simple serait d’utiliser le formalisme alge´brique habituel, en ajoutant un e´lé ment errone´
“UNDEF” dans chaque sorte.Par exemple, on poseraitpred(0)=UNDEFetsucc(Maxint)=UNDEF.
Malheureusement, le seul fait d’ajouter une telle valeur dans chaque sorte pose imme´diatement un
problème de complétudede la spe´cification. Eneffet, il faudrait alors savoir comment traiter tous les
surtermes deUNDEF : succ(UNDEF), pred(UNDEF)...
Le fait que l’on veuille une propagation des erreurs nous conduirait a` poser :

succ(UNDEF)=pred(UNDEF)=UNDEF.
Mais ceci conduit a` des inconsistances : compte tenu de l’axiome

pred(succ(n)) = n
on obtient :

pred(succ(Maxint)) = Maxint = pred(UNDEF) = UNDEF
d’où l’on peut de´duire que tout entier naturel est e´gal àUNDEF. Ce n’est certainement pas la` ce que
l’on voulait modéliser.
On pourrait encore tenter de poser: pred(UNDEF)=Maxint, afin d’éviter l’inconsistance de´crite
précé demment. Mais on obtiendrait alorspred(pred(0))=pred(UNDEF)=Maxint; ce qui n’est cer-
tainement pas souhaitable.
Une autre tentative serait-alors d’avoir plusieurs valeurs errone´es par sorte (une pour
pred(0) = UNDEF1, une poursucc(Maxint) = UNDEF2, une pourn div 0 = UNDEF3, etc ...). Mais
cette fois, on est confronte´ de manière encore plus aigue aux proble`mes de comple´tude :quelle valeur
donner àUNDEF1 + UNDEF3 ?

Pour éliminer les inconsistances telles que celle de´crite plus haut (Maxint=UNDEF), il est nécessaire
de faire un traitement “plus fin” pour de´terminer lorsqu’un axiome doit s’appliquer ou non. Un tel
traitement a e´té proposépar le groupe ADJ, au moyen d’axiomes conditionnels (cf. [ADJ76]), en
introduisant un pre´dicat de “répartition” :

OKs : s → BOOL
permettant de pre´ciser quelles sont les valeursOk ou errone´es de chaque sortes. Ce prédicat est alors
utilisé dans les pre´misses d’axiomes (conditionnels) pour limiter leur application.
Une telle approche permet de de´finir un formalisme correct du traitement d’exceptions dans les types
abstraits alge´briques. Cependant, comme le montre [BG 83], il conduit a` des spe´cifications peu lisi-
bles oùles cas “normaux” et les cas d’erreur sont comple`tement me´langés. De plus, hormis l’exis-
tence d’une alge`bre initiale, cette approche ne remplit aucun des crite`res que nous avions de´terminé
pour un traitement d’exceptions efficace. Il est donc ne´cessaire de de´finir un formalisme nouveau
pour un bon traitement d’exceptions.

3.2. LESDIVERSES APPROCHES

[BG 83] montre que les diverses solutions propose´es pour résoudre ce proble`me peuvent être classe´es
en trois “écoles” principales :

Les travaux qui abandonnent l’aspect alge´brique au profit d’une approche algorithmique ou
opérationnelle ;c’est le cas de [Loe 81, EPE81]. Unetelle approche ne rencontre e´videm-
ment plus les proble`mes de´crits précé demment, puisqu’un cas d’erreur se traduit simplement
par un cas d’arreˆt des algorithmes. On e´vite ainsi les phe´nomènes d’inconsistance ou de non
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suffisante comple´tude, puisqu’ils se situent en aval de l’erreur rencontre´e.
Toutefois, cela ne permet pas un traitement complet des exceptions. Puisque l’on stoppe a` la
première erreur rencontre´e, on se refuse d’office tout traitement effectué sur les valeurs
erronées elles-mêmes (amalgame ou comparaison de plusieurs erreurs). Dans le meˆme ordre
d’idées, lorsque l’on se trouve dans une situation errone´e, on ne peut pas faire de re´cupération
ultérieure, ou alors au prix de complications assez importantes.
De plus, en abandonnant l’aspect alge´brique, on perd toutes les facilités offertes par les types
abstraits alge´briques. Ceci est duˆ au fait qu’il est beaucoup plus aise´ de raisonner sur des rela-
tions d’équivalence (congruences) que de traiter directement des e´quivalences d’algorithmes.

Les travaux fondés sur des alge`bres partielles. Dans une alge`bre partielle, les ope´rations peu-
vent ne rien retourner pour certaines valeurs de leur arguments (les cas d’erreurs). Cette vision
de fonctions partiellesfait l’objet de plusieurs travaux actuels (pas ne´cessairement dans le
cadre du traitement d’exceptions). Le traitement d’exceptions au moyen des alge`bres par-
tielles a essentiellement e´té initié par les travaux du projet CIP, àMunich ;principalement par
M. Broy et M. Wirsing (voir par exemple [BW 82]).
Une approche similaire avait déjà été suggéré e par Guttag en 1978 (préconditions et cas
d’echec, [Gut 78]), et utilisée dans [Gau 80] pour la spe´cification des cas d’erreur dans les
compilateurs. Maisaucune formalisation se´mantique des pre´conditions et cas d’echec n’est
donnée dans [Gut 78].
Bien que l’approche de type “alge`bres partielles” soit tre`s complète, elle ne re´pond pas a` tous
nos critères concernant le traitement d’exceptions :

• elle ne permet pas de de´crire le comportement des cas exceptionnels (car, du fait que
les alge`bres sont partielles, rien n’est pre´vu pour les ope´rations a` ré sultat érroné)

• pour les meˆmes raisons, elle ne permet pas de spe´cifier de récupérations d’exceptions,
en particulier il n’est pas possible de spe´cifier des ope´rationsnon strictes(telle qu’un
if_ then_ else_apte a` retourner une valeur Ok même si l’un de ses arguments est
erroné).

Enfin une dernie`re approche consiste a` introduire explicitement des valeurs errone´es ou
exceptionnelles dans les alge`bres. C’est cette approche que nous suivrons de pre´fé rence, car
elle permet alors de spe´cifier le traitement des cas errone´s ou exceptionnels. Elle a principale-
ment été introduite par Goguen, selon deux me´thodes diffe´rentes [Gog 77, Gog 78].

• Leserreur-algèbres de Goguen [Gog 77].
Au lieu d’introduire une seule valeur errone´e par sorte (UNDEF), les erreur-algèbres
sont scinde´es en deux sous-ensembles: les valeursOk et les valeurs errone´es. Le for-
malisme de´crit par [Gog 77], puis par [Pla 82], permet de spe´cifier de manie`re assez
simple les valeurs que l’on veut “Ok” et celles que l’on veut errone´es ;  par
l’intermédiaire “d’Ok-opérations” et “d’Err-opérations”. Il permet aussi de de´crire le
comportement des valeurs errone´es grâce àl’introduction “d’Err-axiomes”, et d’avoir
une propagation implicite des erreurs, augmentant ainsi le lisibilite´ des spe´cifications.
Par contre, la propagation implicite des erreurs et la se´mantique des axiomes (Ok-
axiomes ouErr-axiomes) telles qu’elles sont de´finies ne permettent pas de spe´cifier de
récupérations d’exceptions. Deplus, il n’existe pas, en ge´né ral, d’objet initial associe´
à une spe´cification.
Cependant, les erreur-algèbres introduites par Goguen ont montre´ qu’il était possible
de fournir des spe´cifications lisibles avec traitement d’exceptions, et ont introduit
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plusieurs concepts repris dans plusieurs formalismes ulte´rieurs, en particulier [Bid84]
et [GDLE 84] que nous de´crivons brièvement plus loin.

• Surcharge et coercionde [Gog 78].
Une autre ide´e de Goguen, dans [Gog78], est d’utiliser des me´thodes de surcharge et
coercion pour traiter le proble`me des erreurs. Pour chaque sortes d’une spe´cification,
on peut associer deuxsous-sortes: sOk et sErr . Dé slors, chaque ope´ration de la signa-
ture subit unesurcharge. Par exemple, l’opération pred sur les entiers naturels a pour
arité :

pred : NAT → NAT .
On peut lui associer, par un proce´dé decomplétion, les ope´rations suivantes :

pred: NAT → NAT
pred: NATOk → NAT
pred: NATErr → NAT

pred: NATOk → NATOk

...etc...
De cette fac,on, on crée plusieurs ope´rations mode´lisant les divers cas d’application de
l’opérationpred.
Cependant, comme l’a montre´ [BG 83], il est nécessaire de conside´rer que ces
opérations comple´té es ne sont que des ope´rations partielles (i.e. qu’elles ne retournent
pas toujours une valeurs, c’est le cas depred: NATOk → NATOk appliquée à0). Or
nous avons déjà remarque´ que les ope´rations partielles ne re´solvent pas comple`tement
notre propos.
Bien que [Gog78] ne résolve pas comple`tement la question du traitement d’excep-
tions, ce formalisme pre´sente un inte´rê t majeur car il re´soud par contre les questions
de surcharge et coercion. De plus, plusieurs formalisations rigoureuses de cette vision
sont actuellement de´veloppée (par exemple au CRIN a` Nancy, dans le cadre d’OBJ2);
elles permettent de traiter de nombreux cas d’exceptions, et d’ope´rations partielles.
Toutefois, cette approche conduit a` des spe´cifications assez complexes.

Nous allons maintenant de´crire brièvement les formalismes de [Bid 84] et [GDLE 84].

3.3. LESE,R-ALGEBRES

Le formalisme des E,R-alge`bres (Erreur,Récupération−algèbres), introduit dans [Bid 84], repose sur
l’idée qu’ils faut bien distinguer d’une part la de´claration de ce que l’on veutOk et errone´, et d’autre
part la spe´cification desOk-équations et desErr-équations. Il offre une solution au proble`me de
récupération d’exceptions non re´solu par [Gog77] en donnant d’une part une de´finition plus souple
de la propagation d’erreurs et d’autre part une meilleur se´mantique desErr-axiomes. De plus, il per-
met de de´clarer d’une manie`re structurée les cas d’erreur et les cas de re´cupérations, ce qui clarifie
encore les spe´cifications.

Ceci est obtenu de la manie`re suivante.

La signature d’une E,R-spe´cification contient une signature classique <S,ΣΣ>, et les E,R-
algèbres sur cette signature sont, comme dans [Gog77], partitionne´es en deux :une partieOk
et une partieErr (plus précisément :chaque support de sorteAs d’une alge`bre est partitionne´
en As,Ok et As,Err ).
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Les cas errone´s sont de plus de´clarés dans la signature au moyen dedéclarations d’erreur, qui
se présentent sous forme d’un ensemble de termes avec variables. Les variables sont
é ventuellement “signe´es” :

• les variables “Ok”, notées x+ , ne peuvent être instancie´es que par des valeursOk
d’une E,R-alge`bre

• les variables “errone´es”, notées x− , ne peuvent être instancie´es que par des valeurs
erronées d’une E,R-alge`bre

UneΣΣ-algèbre A valide ces de´clarations d’erreurs si et seulement si pour toute instanciation
saine (c’est àdire compatible avec le “signe” des variables), la valeur obtenue est errone´e
dans A.

Une E,R-signature contient enfin une de´claration decas de re´cupération, de la mê me manière
que pour les cas d’erreur. Une ΣΣ-algèbre A valide ces de´clarations de re´cupération si et
seulement si pour toute instanciation saine de ces termes, la valeur obtenue estOkdans A.

On distingue lesOk-équations et lesErr-équations comme dans [Gog77]. La structure “Ok”
est de´crite au moyen d’Ok-équations. CesOk-équations peuvent faire intervenir des termes
av ec variables “signe´es”. Elle ne s’appliquent que si, apre`s instanciation saine,les deuxmem-
bres sontOkdans l’alge`bre.

Les Err-équations se pre´sentent sous la meˆme forme. Elles de´crivent la partie errone´e de la
structure spe´cifiée. Elles ne s’appliquent que si, apre`s instanciation saine,les deuxmembres
sont errone´s dans l’algèbre.

Voici par exemple une spe´cification des entiers borne´s pour le formalisme des E,R-alge`bres :

S = { NAT }

ΣΣ = { 0 , succ , pred , Maxint , crash}
où0, succetpredont les arite´s habituelles,Maxintetcrashsont des constantes de sorteNAT.

Cas errone´s : e1 : succ(Maxint)
e2 : crash
e3 : pred(0)

Cas de re´cupération : r1 : pred(succ(Maxint))

Ok-équations : ok1 : pred(succ(n+)) = n+
ok2 : Maxint = succMaxint(0)

Erreur-équations : err1 : pred(0) = crash
err2 : succ(x-) = crash
err3 : pred(crash) = crash

La sémantique de cette spe´cification peut ici eˆtre décrite par [0...Maxint]∪{ succ(maxint),crash} ;
av ec pour partieOk l’intervalle [0...Maxint], pour partie errone´e {succ(maxint),crash} ;  et pred ou
succappliqués àcrashretournentcrash, pred appliquéà 0 retournecrash, pred appliquéà la valeur
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erronée succ(Maxint)est récupéré en Maxint, succ appliqué à Maxint retourne la valeur errone´e
succ(Maxint), et succappliquéàsucc(Maxint)retournecrash.

Remarquons que la premie`reOk-équation s’applique en particulier lorsquen+ = Maxint .
pred(succ(Maxint)) = Maxint

Ceci peut paraître contradictoire avec la propagation implicite d’erreur: puisquesucc(Maxint)est
erroné, pred(succ(Maxint))devrait l’être aussi. Cependant, ce dernier terme est de´claré en tant que
récupération ; il n’est donc plus errone´. Plus précisément, [Bid 84] introduit une nouvelle de´finition
de la propagation implicite d’erreurs: pour toute ope´ration op dela signature, si l ’un desti est
erronéalors op(t1, . . . ,tn) l’est aussi SAUF siop(t1, . . . ,tn) correspond a` un cas de re´cupération.
Cette nouvelle de´finition de la propagation permet donc de spe´cifier des cas de re´cupération d’erreurs.

Une remarque s’impose cependant: pour l’exemple que nous avons donne´, nous avons pu de´crire la
sémantique au moyen d’une E,R-alge`bre particulière qui est l’E,R-alge`bre initiale associe´e à la
spécification que nous avons décrite. Malheureusement, comme le montrent [Bid84] puis [Cap85],
cette alge`bre initiale n’existe pas pour toute E,R-spe´cification, ni même pour toute E,R-signature; et
les conditions suffisantes pour qu’il en existe une sont relativement restrictives. Plus ge´né ralement, il
n’existe pas toujours de congruence minimale associe´e àune E,R-spe´cification. Il en résulte donc que
l’on ne peut pas de´finir d’adjoint àgauche au foncteur d’oubli; et il n’est donc pas possible de de´finir
des notions similaires a` la consistance hie´rarchique ou a` la suffisante comple´tude. En particulier, il
semble difficile de de´finir une notion d’enrichissementsuffisamment ge´né rale.

3.4. OPERATIONS ’SAFE’ ET ’UNSAFE’

Le traitement d’exceptions propose´ par [GDLE 84] repose sur un de´coupage de la signature en
opérations “safe” et opérations “unsafe”. Par exemple, dans le cas des entiers naturelsnon borne´s, les
opérations0 et succsontsafeparce que leur application (sur des valeursOk) n’induit jamais de nou-
velle erreur, tandis que l’ope´ration pred estunsafeparce que son application a` la valeur0 retourne
une valeur (ne´gative) erronée.
Les ope´rations safe ne peuvent retourner que des valeurs Ok lorsqu’elles sont applique´es à des
valeurs Ok, tandis que les ope´rationsunsafepeuvent retourner des valeurs errone´es, même si leurs
arguments sont tousOk.
Il en résulte que l’on dispose toujours d’un “noyau” de termes ferme´s qui sont ne´cessairementOk :
ceux qui ne sont construits qu’avec des ope´rationssafe. Par exemple, tous les termes de la forme
succn(0) sont ne´cessairementOk.

La syntaxe des équations repose sur une extension de la notion de variables :un ensemble de vari-
ablesV est de´coupéen variablesv telles queok(v)=Trueet v+ telles queok(v+)=False (correspon-
dant respectivement auxx+ et x- de [Bid84] ; on ne dispose pas des variables “ge´né rales” x de
[Bid 84]). Mais les e´quations ne sont pas de´coupées en équationsOk ou Err comme dans [Bid 84], il
en résulte que la spe´cification des casOket des cas errone´s est comple`tement me´langée.

L’ avantage majeur de ce formalisme est l’existence de congruences minimales associe´es à une
spécification. Il en résulte qu’il existe toujours une alge`bre initiale, et que les notions d’enrichisse-
ment, de suffisante comple´tude et de consistance hie´rarchique peuvent eˆtre redéfinies. Par exemple,
l’algèbre initiale de la spe´cification des entiers naturels, avec l’axiome

pred(succ(x+)) = x+
contiendra pour e´lé mentsOk ceux de la formesuccn(0) (la partieOk est donc isomorphe a` N), et les
é lé ments errone´s seront tous les surtermes depred(0).
Remarquons de plus qu’il est possible de spe´cifier des cas de re´cupération : il suffit par exemple
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d’écrire des axiomes contenant des variables errone´es d’un cotéet des variablesOkde l’autre.

Par contre, le pouvoir d’expression de ce formalisme n’est pas suffisant pour traiter les structures
bornées. Par exemple, on ne peux pas spe´cifier les entiers naturels borne´s. En effet, dans le cas des
entiers naturels borne´s, il n’y a pas d’ope´rationsafe(sauf0), car l’opérationsuccretourne une valeur
erronée pour la valeurOk Maxint. Il en ré sulte que l’alge`bre initiale deNAT ne contiendrait que la
constante0 dans sa partieOk, ce qui n’est certainement pas ce que l’on veut mode´liser.
Cette lacune est majeure, elle nuit au de´veloppement de primitives de spécification sérieuses avec
traitement d’exceptions. Par exemple, pour pouvoir e´tendre la notion d’imple´mentation abstraite au
traitement d’exceptions de manie`re crédible, il faut au minimum pouvoir mode´liser des imple´menta-
tions telles que celle des files borne´es par des tableaux borne´s. L’intérê t du traitement d’exceptions,
dans ce cas, e´tant justement l’e´tude du passage de bornes entre les tableaux et les files (ainsi que des
rapports entre leurs messages d’erreur respectifs, tels queout-of-rangeetstack-too-large).

4. RECAPITULATION

En résumé, parmi tous les formalismes que nous venons de citer, le seul formalisme alge´brique (sans
opérations partielles) qui posse`de un pouvoir d’expression assez puissant pour notre propos est
[Bid 84]. Mais la se´mantique n’en est pas assez puissante car elle ne fournit pas de congruences mini-
males, donc pas d’alge`bres initiales et pas de notion d’enrichissement, de suffisante comple´tude ou de
consistance hie´rarchique. Le formalisme de [GDLE84] posse´de une se´mantique “agre´able” (objet
initial, congruence minimale associe´e à toute spe´cification, donc existence de spe´cifications hiérar-
chiques) ;mais par contre il pre´sente des faiblesses de pouvoir d’expression (impossibilite´ de
modéliser des structures borne´es, distinction peu claire des traitements “normaux” et des traitements
exceptionnels).

De plus, une critique majeure s’applique a` tous les formalismes existants de traitement d’exceptions :
aucun ne mode´lise la notion de “message d’erreur”. Or il semble clair que, quitte a` construire un for-
malisme de traitement d’exceptions, autant offrir aussi un moyen de diagnostiquer les diverses excep-
tions.

En conclusion, il apparaît clairement que pour traiter comple`tement les exceptions dans un cadre
algébrique, il faut d’abord introduire un nouveau concept pour mode´liser “proprement” la notion de
message d’erreur. Un tel concept n’avait encore e´té proposédans aucun formalisme de traitement
d’exceptions ;il permettra pourtant de spe´cifier le comportement des cas exceptionnels avec beau-
coup plus de souplesse (rapport entres les valeurs errone´es, récupération des cas exceptionnels en
fonction du type d’exception levée). De plus, on constate que l’ide´e, introduite par [Bid 84], de
déclarer les casOk et exceptionnels explicitement dans la syntaxe conduit àdes spe´cifications plus
facilement lisibles; ainsi que le l’idée, introduite par [Gog 77], de scinder en deux les ensembles
d’équations (une partie traitant les casOket une partie traitant les cas exceptionnels).

Nous avons aussi remarque´ que tout formalisme de traitement (alge´brique) d’exceptions doit eˆtre
soumis aux contraintes se´mantiques de propagation implicite d’exceptions et d’erreurs, et offrir des
notions hie´rarchiques (telles que la consistance hie´rarchique et la suffisante comple´tude), ceci afin de
pouvoir étendre raisonnablement les primitives usuelles de structuration des spe´cifications.
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Chapitr e II :

Vision intuiti ve

de notre formalisme

Dans ce chapitre, nous allons examiner une a` une les caracte´ristiques utiles au traitement d’excep-
tions (motivées en section 2du chapitre pre´cé dent), et nous allons argumenter les choix faits dans
notre formalisme des exception-alge`bres pour y re´pondre. Les caracte´ristiques principales demande´es
pour le traitement d’exceptions sont :

L’ aptitude a` modéliser simplement la notion demessages d’erreur.

L’ aptitude a` déclarer ce que l’on veut Ok (ou ce que l’on veut exceptionnel) d’une manie`re
structurée, simple, mais assez puissante (cf. les structures borne´es).

La possibilitéde spécifier quand doit intervenir tel ou tel message d’erreur, c’est à dire
“étiqueter” certains termes par un message d’erreur, ou encorediagnostiquer les divers types
d’exceptions.

La possiblite´ de dé crire le comportement des valeurs exceptionnelles: les de´pendances entre
les diverses valeurs errone´es, ou la re´cupération de certaines valeurs exceptionnelles.

Une propagation implicite des exceptions et des erreurs, pour ne pas avoir à spécifier
explicitement la propagation des cas exceptionnels (ou des cas errone´s), ce qui re´sulterait en
un grand nombre d’axiomes.

Enfin l’existence d’enrichissements, munis de crite`res tels que la consistance hie´rarchique ou
la suffisante comple´tude, d’une manie`re qui prenne en compte les cas exceptionnels ou
erronés. Ceci impose une se´mantique ou` les foncteurs adjoints a` gauche aux foncteurs d’oubli
existent, donc une se´mantique ou` la notion de congruence minimale existe. Enparticulier, il
doit exister une alge`bre initiale.

On voit que les quatre premiers crite`res sont essentiellement des facilités qui doivent être offertes à
l’usager au niveausyntaxique. Les deux derniers crite`res sont plutoˆt des contraintessémantiquesqui
doivent être vérifiées afin de rendre assez puissant un formalisme de traitement d’exceptions (i.e. lui
donner les meˆme potentialités que le formalisme classique des types abstraits alge´briques, en partic-
ulier au niveau d’extensions ulte´rieures telles que l’imple´mentation abstraite, la parame´trisation, les
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spécifications incomple`tes ...).

1. L’ASPECT SYNTAXIQUE

1.1. MODELISATION DES MESSAGES D’ERREUR

Dans le formalisme classique des types abstraits alge´briques, la syntaxe est donne´e par un triplet
<S,ΣΣ,A>. La signature <S,ΣΣ> dé crit les élé ments de base des alge`bres :l’ensemble des sortesS décrit
le découpage de chaque alge`bre (par exemple, un ensemble de boole´ens, un ensemble d’entiers, un
ensemble de piles d’entiers ...), et l’ensemble des ope´rationsΣΣ décrit les fonctions travaillant sur ces
supports de sortes. L’ensemble d’axiomesA (géné ralement un ensemble d’e´quations ou un ensemble
d’équations condionnelles positives) spe´cifie quant-a` lui les proprie´té s que doivent valider les
opérations (et les sortes) les unes par rapport aux autres.

Une alge`bre modélise donc d’une part un ensemble de valeurs type´es (au moyen de ses ensembles
supports), et d’autre part l’action des ope´rations sur ces valeurs (au moyen des fonctions associe´es
aux ope´rations). Nous devons maintenant lui adjoindre des “diagnostics d’erreur”. La remarque que
nous voulons faire ici est qu’un message d’erreur ne peut eˆtre modélisévalablement ni par une sorte,
ni par une ope´ration :

Un message d’erreur ne peut eˆtre modélisépar une sorte.
Par exemple, lorsque l’on applique l’ope´rationpred à la valeur0, le ré sultat pred(0)est excep-
tionnel, mais ce n’est pas pour autant qu’il change de sorte. C’est encore un entier naturel (un
entier naturel exceptionnel) ;ce fait est spe´cialement e´vident lorsque l’on pense a` d’éventuels
cas de re´cupération. Par exemple, si l’on veut re´cupérer le termesucc(pred(0))en 0, il f aut
bien que l’on puisse appliquer l’ope´rationsuccà pred(0), donc quepred(0)soit de sorteNAT.
[Comme nous l’avons déjà motivé, nous ne choisissons pas ici l’approche consistant a` sur-
charger l’ope´rationpred, afin d’obtenir des spe´cifications plus simples].

Un message d’erreur ne doit pas eˆtre modélisépar une ope´ration.
Par exemple, le message d’erreur attache´ à chaque valeur ne´gative pourrait être “NEGATIVE-
VALUE”. Si l’on cherche a` le modéliser par une ope´ration, on devrait ajouter l’ope´ration con-
stanteNEGATIVE-VALUE(de sorteNAT). Dans ce cas, pour e´tiqueter toutes les valeurs
négatives par NEGATIVE-VALUE, on devrait poser les axiomes :

pred(0) = NEGATIVE-VALUE
pred(NEGATIVE-VALUE) = NEGATIVE-VALUE.

Par conséquent, on aurait amalgamétous les termes de la formepredn(0) sur NEGATIVE-
VALUE. Ce qui nuit au pouvoir d’expression :on pourrait avoir envie d’autoriser une
récupération desucc(pred(0)), mais faire tomberpred(pred(0))dans un “crash” irre´cupérable
(sans pour autant changer le disgnosticNEGATIVE-VALUE). Sans compter que l’on risque de
créer alors des inconsistances telles quesucc(pred(pred(0))) = 0.

Remarquons aussi qu’un meˆme message d’erreur peut parfois e´tiqueter deux valeurs de sortes
différentes. Par exemple, dans le cas de tableaux borne´s d’entiers, on peut vouloir associer le message
OUT-OF-RANGEà des termes commet[i]:=x et t[i] (où le rangi est hors des bornes du tableau);
ces deux termes sont respectivement de sortesARRAYetNAT.

On constate donc que le message d’erreur associe´ à certains termes exceptionnels doit eˆtre indépen-
dant de la valeur de ce terme. En fait, diagnostiquer des cas exceptionnels rele`ve plutôt d’un
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“ é tiquetage” de termes par des messages d’erreur. Nous mode´lisons ceci dans notre formalisme par le
biais d’é tiquettes d’exceptions. Ces étiquettes d’exception n’e´tant ni des sortes, ni des ope´rations,
nous allons e´tendre la notion de signature en lui ajoutant un ensemble “d’e´tiquettes d’exceptions”
(tels queNEGATIVE-VALUEou OUT-OF-RANGE). Une exception-signature s’exprimera donc par
(S,ΣΣ,L ) où L est une ensemble d’e´tiquettes d’exception (L pour exception Labels, en bon
franc,ais ...).

1.2. DECLARATION DES VALEURS Ok

Il s’agit maintenant de de´clarer ce que l’on veutOk et ce que l’on veut exceptionnel. Nous avons vu
que la notion dedéclarations introduite par [Bid 84] conduit a` des spe´cifications plus structure´es, où
le traitement des cas exceptionnels est clairement se´parédu traitement des casOk. Nous ne suivront
pas la meˆme mé thode que [Bid 84] pour effectuer ces de´clarations, mais nous conserverons l’idée
consistant a` utiliser unedéclaration dans la syntaxe (pour caracte´riser les casOk).

Remarquons qu’il n’est pas ne´cessaire de de´clarer les cas exceptionnels :il est clair qu’un terme dont
la valeur n’est pasOk sera exceptionnel. Par contre, notons que la re´ciproque n’est pas vraie.Plus
précisément :nous disposons de´jà de la notion d’étiquette d’exception, et on pourrait penser qu’elle
suffit à distinguer les casOk des cas errone´s (un terme qui n’est pas e´tiquetéserait automatiquement
Ok). En fait, les e´tiquettes d’exception ne suffisent pas pour de´terminer ni les casOk, ni les cas
erronés. En voici les raisons intuitives :

Ce n’est pas parce qu’un terme (ou l’un de ses sous-termes) est e´tiquetépar une e´tiquette
d’exception qu’il est errone´. Ceci est duˆ au fait que l’on veut pouvoir re´cupérer certains ter-
mes exceptionnels. Par exemple, le termesucc(pred(0))contient le sous-termepred(0)qui est
é tiquetépar NEGATIVE-VALUE, mais il n’empêche que l’on peut vouloir (dans certains cas)
le récupérer sur la valeur0. De la mê me fac,on, même si le terme t[i] (avec l’indice i hors des
bornes) est e´tiqueté par OUT-OF-RANGE, on peut fort bien, dans certains cas, vouloir le
récupérer (sur0 par exemple). De tels termes sont alors e´tiquetés par une e´tiquette d’excep-
tion, mais leur valeur est pourtantOk (par récupération).

Ce n’est pas parce qu’un terme n’est e´tiquetépar aucun message d’erreur qu’il doit ne´ces-
sairement eˆtre Ok. En effet, rappelons que nous voulons baˆtir un formalisme de traitement
d’exceptions pour lequel on puisse e´tendre la plupart des acquis des types abstraits
algébriques classiques. En particulier, nous aimerions pouvoir e´tendre la notion de spe´cifica-
tions incomple`tes. L’exemple le plus simple de spe´cification incomple`te est celui du type
ensembleav ec une ope´ration choose. Considérons un ensemble{a,b} tel quea soit Ok et b
soit errone´ ; le termechoose({a,b})ne peut pas eˆtre étiquetépar l’étiquette deb, car il est pos-
sible quechoose({a,b})soit égal àa . Par défaut on ne peut donc lui associer aucune e´tiquette
d’exception, mais ce n’est pas pour autant qu’il estOk.
Plus ge´né ralement, de meˆme que le formalisme classique n’impose pas d’office qu’une
spécification soit comple`te (par exemple par rapport a` une quelconque forme normale), nous
n’avons aucune raison d’imposer a priori que nos spe´cifications soient comple`tes par rapport
aux étiquettes d’exceptions et aux valeursOk. Dans le meˆme ordre d’idée, contrairement aux
formalisme alge´briques pre´cedemment de´veloppés, nous n’imposerons pas qu’une exception-
algèbre soit toujours partitionne´e en valeursOk ou errone´es. Il pourra y avoir des valeurs qui
ne soient niOk ni erronées. Par soucis de ge´né ralité, mieux vaut laisser ce genre de proprie´té s
à une notion e´largie de suffisante comple´tude plutôt que de “cabler” cette proprie´té dans la
sémantique de de´part.
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Le seul e´tiquetage d’exceptions n’est donc pas suffisant pour de´terminer quelles sont les valeursOk et
les valeurs errone´es.
Par contre, si l’on connait les valeursOk et les e´tiquetages d’exception, alors on peut de´terminer les
valeurs errone´es. Il suffit de se servir de la propagation implicite des erreurs, sauf si elles sont
récupéré es. Les valeurs errone´es seront déterminées par la méthode récursive suivante :

Un terme e´tiquetépar une e´tiquette d’exception est errone´, sauf si sa valeur est une valeurOk
(auquel cas c’est qu’il a e´té ré cupéré ).

Pour tout terme de la formet = op(t1
. . . tn), si l’un desti est errone´ alors t est aussi errone´,

sauf si sa valeur estOk. Ce qui traduit la propagation implicite des erreurs, sauf en cas de
récupération.

On reconnaît là la mé thode introduite par [Bid 84].

Par conséquent, connaissant l’e´tiquetage d’exception des termes, il suffit de de´clarer les valeursOk
pour connaître les valeurs errone´es. Nous n’utiliserons donc des de´clarations que pour spe´cifier les
valeursOk.
Comme nous l’avons déjà remarque´, il est clairement impossible de de´clarer tous les termesOk. Il
nous faut donc les de´clarer sous une forme “standard” (par exemple sous forme normale). La
méthode que nous suivront est une de´claration récursive des “formesOk”. Intuitivement, il s’agira
dans la plupart des exemples d’un sous-ensemble des formes normales: les formes normales dont la
valeur estOk.

Voici par exemple comment on pourrait de´clarer récursivement l’ensemble des formesOk des entiers
naturels borne´s :

0 est une forme Ok
Si n estune forme Ok et si n<Maxint , alors succ(n) est une forme Ok

(oùMaxintest la borne supe´rieure)
Une autre possibilite´ est la déclaration suivante, qui pre´sente l’avantage de ne pas utiliser l’ope´ration
“<” :

succMaxint(0) est une forme Ok
Si succ(n) estune forme Ok, alors n aussi

1.3. ETIQUETAGE D’EXCEPTIONS

Au point où nous en sommes, nous mode´lisons les messages d’erreur au moyen d’un ensemble
d’é tiquettes d’exception, et nous caracte´risons les valeursOk au moyen d’unedéclaration de formes
Ok. De manière évidente, le comportement des cas “normaux” (Ok) sera spe´cifié au moyen d’Ok-
axiomes.
Nous n’avons pas encore expliquéquels sont les rapports entre les valeurs d’une exception-alge`bre et
notre nouveau concept d’e´tiquette d’exception ;autrement dit, il nous faut un outil pour e´tiqueter cer-
taines valeurs des alge`bres avec les étiquettes d’exception. Ceci se fait tre`s simplement :au même
titre que les rapports entre les ope´rations de la signature sont spe´cifiées par des axiomes sur la signa-
ture, l’étiquetage se fera au moyens d’axiomes d’etiquetage. Ces axiomes spe´cifient quand une
valeur de l’algèbre doit appartenir a` l’ensemble des valeurs e´tiquetées par un élé ment deL donné.
Nous utiliserons pour cela des axiomes conditionnels, sous une forme telle que celle-ci :

pred(0) ∈ NEGATIVE-VALUE
n ∈ NEGATIVE-VALUE ==> pred(n)∈ NEGATIVE-VALUE

ou encore, dans le cas des tableaux :
i > M axrange = True ==> t[i]:=x ∈ OUT-OF-RANGE
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i ∈ NEGATIVE-VALUE ==> t[i]:=x ∈ OUT-OF-RANGE
i > M axrange = True ==> t[i] ∈ OUT-OF-RANGE

i ∈ NEGATIVE-VALUE ==> t[i] ∈ OUT-OF-RANGE
On voit que l’étiquetage des exceptions se fait de manie`re naturelle avec de tels axiomes.

1.4. TRAITEMENT DES VALEURS EXCEPTIONNELLES

Il ne nous reste plus qu’a` dé crire le comportement des valeurs exceptionnelles (amalgame de
plusieurs exceptions ou re´cupération de certaines valeurs exceptionnelles). Le seul fait d’avoir un
é tiquetage des valeurs exceptionnelles offre une souplesse d’expression tre`s grande.
Nous spe´cifierons le traitement des valeurs exceptionnelles au moyen d’axiomes conditionnels, mais
ces axiomes seront “ge´né ralisés” en ce sens que l’on pourra aussi utiliser des pre´misses relatives aux
é tiquetages. Par exemple, si l’on veut re´cupérer sur0 toutes les valeurs issues d’acce`s “OUT-OF-
RANGE” à des tableaux borne´s, il suffit de spe´cifier l’axiome suivant :

n ∈ OUT-OF-RANGE ==> n = 0
D’un autre coˆté , si l’on désire amalgamer toutes les valeurs ne´gatives sur une constante “crash”, il
suffit de spe´cifier :

n ∈ NEGATIVE-VALUE ==> n = crash

On peut aussi faire un traitement d’exceptions plus fin: on peut par exemple amalgamer surcrashles
valeurs négatives inférieures ou e´gales a` −2, et autoriser la re´cupération sur0 du terme exceptionnel
succ(−1). Il suffit de spe´cifier :

succ(pred(0)) = 0
n ∈ NEGATIVE-VALUE et eq(n,pred(0)) = False ==> n = crash

1.5. RECAPITULATION DE LA SYNTAXE

Nos critères de traitement d’exceptions se traduiront syntaxiquement comme suit :

Les divers diagnostics d’exception sont mode´lisés par un ensemble d’e´tiquettes d’exception
ajoutédans la signature (L , traduisant un ensemble de “messages d’erreur”).

La déclaration des valeurs que l’on veutOk se fait de manie`re simple grâce àune déclaration
de “formesOk”.

La spécification de la structure “normale” (i.e.Ok) des exception-alge`bres est faite au moyen
d’un ensemble d’Ok-axiomes.

Les étiquetages des valeurs exceptionnelles par les e´lé ments deL se spe´cifie simplement au
moyen d’axiomes d’e´tiquetage.

Enfin le traitement des cas exceptionnels est spe´cifié au moyen d’axiomes conditionnels
“géné ralisés” aptes a` prendre en compte les e´tiquetages d’exception dans leurs premisses.

2. L’ASPECT SEMANTIQ UE
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2.1. TERMESEXCEPTIONNELS ET VALEURS ERRONEES

Jusqu’àmaintenant, nous avons utilisé les mots “exception” et “erreur” sans expliquer re´ellement
quelle est la différence entre les deux. En fait, aucun formalisme pre´cé demment de´veloppé ne
différencie ces deux concepts; l’une des ide´es majeures de notre formalisme est justement qu’il faut
bien différencier lestermes exceptionnelsdesvaleurs erronées.

Intuitivement, un terme exceptionnel est un terme auquel on ne peut pas donner une valeurOk via le
traitement “normal” de la structure spe´cifiée. Autrement dit, un terme exceptionnel est un terme qui
ne peut pas eˆtre amalgaméavec une valeur Ok au moyen desOk-axiomes (rappelons que lesOk-
axiomes de´crivent le traitement de la partie “purementOk” des exception-alge`bres, et que l’on car-
actérise les valeursOkpar le biais de formesOk).
Remarquons tout de suite qu’un terme exceptionnel peut ne´anmoins avoir une valeur Ok : il suffit
pour cela qu’il soit re´cupéré ultérieurement (graˆce aux axiomes ge´né ralisés qui décrivent le traitement
des cas exceptionnels).

Par ailleurs, nous avons déjà expliqué intuitivement ce qu’est une valeur errone´e (section 1.2) : c’est
une valeur e´tiquetée par un “message d’erreur”, ou issue par propagation d’une valeur e´tiquetée, et
qui n’a pas e´té ré cupéré e.

Voici un exemple simple, mais ne´anmoins important, qui montre pourquoi il faut distinguer les deux
notions de termes exceptionnels et de valeurs errone´es.
Supposons que l’on veuille spe´cifier les entiers naturels borne´s. Soit Maxint la borne (Ok) supérieure.
On peut fort bien vouloir récupérer toutes les valeurs plus grandes queMaxint sur Maxint lui-même
c’est àdire poser l’axiome de re´cupération suivant :

succ(Maxint) = Maxint
D’un autre coˆté , les Ok-axiomes, qui de´crivent la structure “normale” des entiers naturels, vont bien
sûr contenir l’axiome suivant :

pred(succ(n)) = n.
La question est donc maintenant de donner une se´mantique a` ces axiomes.
Si l’on donne une se´mantique similaire a` toutes celles que nous avons citées dans le chapitre
précé dent, unOk-axiome s’appliquera (au minimum) chaque fois que les deux membres sontOk.
Mais ici, la valeurpred(succ(Maxint))estOk, car succ(Maxint)est récupéré sur Maxint, qui est lui
même Ok ; il en ré sulte quepred(succ(Maxint))est amalgamé avec Maxint via notreOk-axiome.
Mais l’axiome de re´cupération conduit par contre a` succ(Maxint)=Maxintsi bien que l’on obtient
l’inconsistance suivante :

pred(Maxint) = Maxint.

En fait, il est clair que l’on ne voudrait pas que l’Ok-axiome s’applique dans ce cas. Bien que le terme
pred(succ(Maxint))posse`de une valeurOk (parce qu’il a e´té ré cupéré ), il n’en nécessite pas moins un
“traitement d’exception”. C’est ici qu’intervient notre distinction: le terme succ(Maxint)est excep-
tionnel, mais savaleurestOk (par récupération).

Le fait que lestermes exceptionnelsn’ont pas ne´cessairement desvaleurs erronées, est simple a` pren-
dre en compte dans l’alge`bre des termes ferme´s. En effet, il suffit d’appliquer lesOk-axiomesavant
d’appliquer les axiomes ge´né ralisés (avant de traiter la re´cupération). LesOk-axiomes agirons alors
en toute ignorance des e´ventuelles re´cupérations ulte´rieures, e´vitant ainsi les inconsistances telles que
celle que nous venons de de´crire.
Il peut paraître plus complexe de ré soudre ce point dans une exception-alge`bre quelconque puisque
les amalgames relatifs aux re´cupérations y sont de´jà faits. Il nous faut donc e´tablir une nouvelle
notion devalidationdesOk-axiomes. La solution que nous proposons est somme toute assez simple:
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pour toute exception-alge`bre A , la validation desOk-axiomes est de´finie grâce àl’algèbre libre des
termes avec variables dans A (note´e TΣΣ(A)), au lieu d’être directement de´finie dans A. Nous pouvons
alors de nouveau faire la distinction entre lestermes exceptionnelsdeTΣΣ(A) et leurvaleurdans A, qui
n’est pas ne´cessairement errone´e. Le “transfert” des crite`res de validations est alors simplement
assure´ par le morphisme canonique d’é valuationentreTΣΣ(A) et A.

2.2. LESPROPAGATIONS IMPLICITES

Comme de´jà expliqué, la propagation des exceptions et des erreurs doit eˆtre incluse dans la se´man-
tique des exception-alge`bres afin d’e´viter de longues listes d’axiomes de propagation dans les spe´cifi-
cations.

Nous avons déjà dé crit la propagation implicite des valeurs errone´es :

Une étiquette d’exception attache´ à une valeur la rend errone´e, sauf si cette valeur estOk,
auquel cas c’est qu’elle est re´cupéré e.

L’ application de toute ope´ration de la signature propage les erreurs, sauf si le re´sultat estOk,
auquel cas nous sommes dans une situation de re´cupération.

Il nous faut maintenant de´crire la propagation implicite des termes exceptionnels. Comme nous
l’avons remarque´, les termes exceptionnels ne doivent pas eˆtre traités par lesOk-axiomes, meˆme s’ils
sont récupéré sultérieurement. Par conse´quent, la propagation implicite des termes exceptionnels est
plus simple que celle des valeurs errone´es :  si un terme est exceptionnel, alors tous ses surtermes le
sont aussi (sans aucune conside´ration de re´cupération cette fois). Il est donc difficile de de´crire la
propagation implicite des termes exceptionnels directement dans une alge`bre, puisque les e´lé ments
des alge`bres sont desvaleurset non destermes.
Pour notre formalisme, la propagation implicite des termes exceptionnels sera traduite dans la notion
de validation desOk-axiomes :on imposera une e´valuation desOk-axiomes “par les termes les plus
profonds d’abord”. Une telle e´valuation est en fait e´quivalente àune propagation implicite des termes
exceptionnels. En effet, si un terme est exceptionnel, alors lesOk-axiomes ne pourront pas lui fournir
une valeurOk. Si l’on conside`re maintenant un surterme quelconque de ce terme exceptionnel, aucun
Ok-axiome ne pourra lui eˆtre applique´, puisque l’évaluation devrait d’abord fournir une valeurOk à
tous ses sous-termes. Nous reviendrons plus pre´cisément sur cet aspect dans le chapitreIV (section4,
second paragraphe de la remarque 3).

2.3. LESOUTILS HIERARCHIQUES

Un formalisme alge´brique offrant toutes les facilités de traitement d’exceptions ne suffit pas; encore
faut-il qu’il offre les outils qui font l’intérê tdes types abstraits alge´briques.

Le premier concept de base des types abstraits alge´briques est celui decongruences. Ce sont les con-
gruences qui permettent des raisonnements simples sur les proprie´té ssémantiques (car il est plus sim-
ple de manipuler des classes d’e´quivalences que des e´quivalences d’algorithmes). Il est donc de
première né cessitéde disposer d’une notion e´tendue de congruence prenant en compte le traitement
d’exceptions.

Ensuite, viennent les notionshiérarchiques (essentiellement la consistance hie´rarchique et la suff-
isante comple´tude). Nous avons en particulier eu l’occasion de constater leur utilite´ dans la partieA
de cette the`se, àpropos de l’imple´mentation abstraite. Rappelons que ces notions sont de´finies au
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moyen du morphisme d’adjonction associe´ aux foncteurs d’oubli et de synthe`se. Il est donc important
de pouvoir de´finir le foncteur de synthe`se qui est adjoint a` gauche au foncteur d’oubli.
La construction du foncteur de synthe`se repose sur la notion decongruence minimale(cf. [Ber 86]).
Nous devons donc baˆtir la sémantique des exception-alge`bres de telle sorte qu’il existe toujours une
congruence minimale associe´e àune spe´cification. Les notions de consistance hie´rarchique et suff-
isante comple´tude peuvent alors eˆtre redéfinies de manie`re à prendre en compte le traitement
d’exception.

L’ existence d’une congruence minimale aura un corollaire imme´diat : pour toute exception-spe´cifica-
tion, il existe une exception-alge`bre initiale associe´e. De mê me, l’existence de congruences mini-
males permettra d’e´tendre la plupart des primitives de structuration des spe´cifications au cas avec
traitement d’exceptions. En particulier, nous montrerons que l’on e´tend notre notion d’imple´menta-
tion abstraite sans difficulte´.
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Chapitr e III :

Exception-spécifications

Ce chapitre de´crit la syntaxe de notre formalisme de types abstraits alge´briques avec traitement
d’exceptions. Suivant les choix motivés dans le chapitre pre´cé dent (chapitre II, section 1), uneexcep-
tion-spécificationsera de´finie par :

SPEC = < S , ΣΣ , L , Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >

où :

1. < S , ΣΣ , L > est uneexception-signature.

2. Ok-Frm est unedéclaration de formes Ok(“Ok-forms”).

3. Ok-Ax est un ensemble d’Ok-axiomes.

4. Lbl-Ax est un ensemble d’axiomes d’e´tiquetage(“labelling-axioms”).

5. Gen-Ax est un ensemble d’axiomes ge´né ralisés (“generalized-axioms”).

Nous allons examiner successivement ces cinq points, et de´velopper au fur et a` mesure l’exemple des
entiers naturels borne´s. D’autres exemples d’exception-spe´cifications sont donne´s en annexe 3.

1. EXCEPTION-SIGNATURES

Uneexception-signatureest une signature classique munie d’un ensemble d’e´tiquettes d’exception :

Définition 1 :
Uneexception-signature ΣΣ-exc= <S,ΣΣ,L> est définie par :

S est un ensemble fini desortes

ΣΣ est une ensemble fini d’opérationsà arité dansS (c’est àdire qu’un mot non-vide surS est
associe´ à chaque nom d’ope´ration deΣΣ)

L est un ensemble fini d’é tiquettes d’exception. Pour des raisons que nous expliciterons
ultérieurement, on impose qu’aucune e´tiquette deL ne soit note´e “Ok” ou “err”.
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Exemple 1 :
L’ exception-signature desentiers naturels borne´s peut être spécifiée comme suit :

S = { BOOL, NAT }

ΣΣ = { true, false, 0, Maxint, succ_ , _ <_ , pred_ , _ +_ , _−_ , _×_ , _ div_ }
av ec les arités usuelles e´videntes

L = { NEGATIVE-NUMBER , TOO-LARGE-NUMBER , DIV-BY-0-ERROR}
L’ é tiquetteNEGATIVE-NUMBERé tiquettera clairement les valeurs ne´gatives, TOO-LARGE-
NUMBER celles strictement plus grandes que la borne supe´rieure Maxint, et DIV-
BY-0-ERRORé tiquettera les cas de division par0.

La seule différence entre une signature classique et une exception-signature est l’ensemble des
é tiquettes d’exception, qui mode´lisent la notion de messages d’erreur. Les étiquettes d’exception ne
sont ni des sortes ni des ope´rations de la signature. Au niveau de l’exception-signature, on ne spe´cifie
aucune condition sur les e´tiquettes d’exception, sinon qu’aucune d’elles ne peut eˆtre égale àOk ou à
err . Ceci est simplement duˆ au fait que l’on se servira de l’e´tiquette “Ok” pour les valeursOk d’une
exception-alge`bre, et de la notation “err” pour les valeurs errone´es d’une exception-alge`bre.

2. LES FORMES Ok

Cette partie de la syntaxe sert àdé clarer quelles sont les valeurs que l’on veutOk. Par exemple pour
déclarer les formesOk relatives aux entiers naturels borne´s, on est conduit de manie`re naturelle à
utiliser une me´thode récursive :

0 est une forme Ok

Si n estune forme Ok

et si n<Maxint estvrai





alors succ(n) estune forme Ok

De cette fac,on, les formesOk des naturels borne´s seront les termes de la formesucci (0) où
0≤i≤Maxint .
On peut ainsi caracte´riser assez facilement les valeurs que l’on veut Ok dans une alge`bre (souvent
sous forme canonique, par exemple les termes de la formesuccn(0)).

Définition 2 :
Etant donne´e une exception-signatureΣΣ-exc= <S,ΣΣ,L> ,  une déclaration de formes Ok, notée Ok-
Frm , est un ensemble fini de de´clarations e´lé mentaires de la forme suivante :

t1 ∈ Ok -Frm ......... . . . ......... tm ∈ Ok -Frm

......... x1 ∈ l1 ......... . . . ......... xn ∈ l n

......... v1 = w1 ......... . . . ......... vp = wp







==> t ∈ Ok -Frm

où lesti , x j , vk, wk, et t sont desΣΣ-termes avec variables (1) ;  les l j sont des e´tiquettes appartenant a`
L∪{Ok} ; évidemment,v j et w j doivent être de meˆme sorte pour chaquej. (m, n ou p peuvent être
é gaux à0).

(1) nos variables sont des variables au sens courant, elles ne sont pas “signe´es”, contrairement a` [Bid 84] ou
[GDLE 84].
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Cette de´finition traduit formellement des caracte´risations re´cursives comme celle de´crite précé dem-
ment. On peut utiliser des pre´misses portant sur les e´tiquetages. En pratique, les pre´misses de la
forme “xk ∈ l k” seront peu utilise´es, sauf lorsquel k é galeOk. Ici, remarquons que l’e´tiquetteOk n’a
pas encore e´té citée. C’est une e´tiquette “prédé finie”. En fait, son interpre´tation se´mantique intuitive
est claire: x ∈ Ok sera vrai si et seulement si la valeur dex est Ok dans l’exception-alge`bre con-
sidéré e. Nous reviendrons e´videmment sur ce point lorsque nous de´finirons la se´mantique associe´e à
une telle de´claration.

Exemples 2 :
On peut de´clarer l’ensemble des formesOkdeNAT comme suit :

0 ∈ Ok -Frm
n ∈ Ok -Frm ......... n < Maxint= True ==> succ(n)∈ Ok -Frm

Une remarque cependant: dans la de´claration précé dente, nous faisons usage de l’ope´ration _ <_ .
Mais on pourrait fort bien ne pas de´sirer spécifier cette ope´ration dans une spe´cification des entiers
bornés.
Il existe un moyen assez simple d’e´viter l’usage d’un pre´dicat booléen pour déclarer les formesOk :
il suffit de déclarer une caracte´risation récursive “à l’envers” :

succMaxint(0) ∈ Ok -Frm
succ(n) ∈ Ok -Frm ==> n ∈ Ok -Frm

Les formesOksont encore les termes de la formesucci (0) tels que0≤i≤Maxint .

Maintenant que nous disposons d’un moyen pour caracte´riser les valeursOk dans une exception-
spécification, nous de´crivons lesOk-axiomes.

3. LES OK-AXIOMES

Les Ok-axiomes sont utilise´s pour spécifier les cas purementOk. “Purement” signifie “sans prendre
en compte la re´cupération” ; nous avons montre´ au chapitre pre´cé dent pourquoi il est ne´cessaire
d’exclure les cas exceptionnels du traitement desOk-axiomes (meˆme s’ils sont récupéré s). NosOk-
axiomes sont de simples axiomes conditionnels positifs :

Définition 3 :
Etant donne´e une exception-signatureΣΣ-exc= <S,ΣΣ,L> ,  on noteOk-Ax un ensemble d’Ok-axiomes
de la forme suivante :

[ v1 = w1 ......... . . . ......... vn = wn ] ==> vn+1 = wn+1

où lesvi et wi sont desΣΣ-termes avec variables,vi et wi de même sorte pour chaquei. (n peut être
é gal à0).

[En fait, on peut aussi ajouter des pre´misses de la forme “x j ∈ l j ” sans nuire aux re´sultats que nous
é noncerons ;mais ceci est peu utile dans les exemples, puisqueOk-Ax ne traite que les cas “nor-
maux”].

Par exemple, lesOk-axiomes relatifs aux entiers naturels borne´s, avec l’exception-signature donne´e
en exemple 1, sont classiques :
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Maxint = succMaxint(0)
n < 0 = False

0 < succ(m) = True
succ(n) < succ(m) = n < m

pred(succ(n)) = n
n + 0 = n

n + succ(m) = succ(n) + m
n − 0 = n

n − succ(m) = pred(n)− m
n × 0 = 0

n × succ(m) = (n × m) + n
r < m = True ==> ((n×m)+r) div m = n

Ouvrons une petite parenthe`se :  noter que meˆme si cette spe´cification ne fournit pas un syste`me de
réécriture pour calculer la division euclidienne, elle n’en est pas moins alge´briquement correcte (elle
définit div de manie`re suffisamment comple`te). Si l’on préfè re, on peut bien suˆr spécifier la division
comme suit :

n < m = True ==> n div m = 0
n < m = False ==> n div m = succ((n−m) div m)

Naturellement, prouver que ces deux spe´cifications de la division ont la meˆme sé mantique rele`ve de
méthodes similaires a` l’implémentation abstraite. <fin de la parenthe`se>
Remarquons aussi que le secondOk-axiome “n<0 = False” est parfaitement valide malgre´
l’opérationpred, car sin est ne´gatif alors il est exceptionnel, donc cetOk-axiome ne s’applique pas.

Maintenant que nous avons les outils syntaxiques pour caracte´riser les valeursOk (via les formesOk),
ainsi que ceux pour spe´cifier le comportement des valeursOk, nous allons passer au traitement des
cas exceptionnels. Commenc,ons par les e´tiquetages d’exceptions.

4. L’ETIQUET AGE D’EXCEPTIONS

Lorsqu’une ope´ration est applique´e àdes valeursOk mais que le re´sultat est errone´ ou exceptionnel, il
faut attacher une e´tiquette d’exception approprie´e au terme résultant. Par exemple, on veut attacher
l’étiquette d’exceptionNEGATIVE-NUMBERà un terme tel quepred(0), ou l’étiquetteTOO-LARGE-
NUMBERà succ(Maxint), ou encore l’étiquetteDIV-BY-0-ERRORà (n div 0). Ceci est spe´cifié grâce
auxaxiomes d’e´tiquetage:

Définition 4 :
Etant donne´e une exception-signatureΣΣ-exc= <S,ΣΣ,L> ,  l’ensemble desaxiomes d’e´tiquetage, noté
Lbl-Ax (“Labelling-Axioms”), est un ensemble fini d’axiomes comme suit :

[ t1∈l1 ......... . . . ......... tn∈l n ......... v1 = w1 ......... . . . ......... vm = wm ] ==> t ∈ l
où ti , v j , w j et t sont desΣΣ-termes avec variables, lesl i et l sont des e´lé ments deL∪{Ok}. (v j et w j

doivent être de meˆme sorte pour chaquej, les l i ne sont pas ne´cessairement distincts,n ou m peuvent
ê tre égaux à0).
Intuitivement, l’étiquette supple´mentaire “Ok” dé note évidemment les valeursOk d’une exception-
algèbre. Nous donnerons plus de de´tails au sujet de l’e´tiquetteOk dans le chapitre suivant (sur la
sémantique des exception-alge`bres), il suffit de savoir pour l’instant qu’il étiquette toutes les valeurs
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Okd’une exception-alge`bre.

En pratique, on va utiliser l’étiquetage d’exceptions pour associer un “diagnostic” a` chaque terme
issu de l’application d’une ope´ration àdes valeursOk, mais retournant une valeur exceptionnelle.
Ceci n’est pas sans rappeler les pre´conditions d’application introduites par Guttag [Gut 78]. En fait, il
ne s’agit pas ici de de´clarer des conditions sous lesquelles une ope´ration peut s’appliquer ou non. Il
s’agit simplement d’attacher une e´tiquette d’exception a` certaines valeurs. On peut attacher une
é tiquette d’exception a` n’importe quel terme, par exemple pred(pred(pred(0)))répondra àl’étiquette
NEGATIVE-NUMBER, bien que l’ope´rationpredde la racine ne soit pas applique´e àune valeurOk.

Exemple 3 :
L’ é tiquetage d’exceptions associe´ aux entiers naturels borne´s peut être spécifié comme suit :

pred(0)∈ NEGATIVE-NUMBER
n ∈ NEGATIVE-NUMBER ==> pred(n)∈ NEGATIVE-NUMBER

n < m  =  True ==> (n − m) ∈ NEGATIVE-NUMBER
succ(Maxint)∈ TOO-LARGE-NUMBER

n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> succ(n)∈ TOO-LARGE-NUMBER
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n + 0) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

succ(n)+m∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n × 1) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

(n×m + n) ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n × succ(m))∈ TOO-LARGE-NUMBER
(n div 0)∈ DIV-BY-0-ERROR

Ici, deux remarques s’imposent. Elles font malheureusement un peu appel a` l’aspect se´mantique de
notre formalisme, mais nous espe´rons que les choses sont suffisamment intuitives pour pouvoir faire
ces remarques de`s maintenant.

Remarques 1 :

Remarquons que les e´tiquettes d’exception ne doivent pas se propager implicitement. Par
exemple,pred(0)est étiquetépar NEGATIVE-NUMBER, mais il n’y a clairement aucune rai-
son pour propager implicitement cette e´tiquette a` un terme tel quesucc(pred(0)). C’est pour
cette raison que nous spe´cifions explicitement des axiomes tels que

n ∈ NEGATIVE-NUMBER ==> pred(n)∈ NEGATIVE-NUMBER

Remarquons aussi que lesOk-axiomes ne s’appliquent pas sur toutes les valeurs de l’alge`bre
(ils ne s’appliquent que sur les valeursOk). En conse´quence, sin+m > Maxint , alors lesOk-
axiomes n’amalgameront pas un terme tel quesuccn(0) + succm(0) sur la forme normale
succn+m(0) c’est pour cette raison que nous devons spe´cifier un axiome d’e´tiquetage tel que :

succ(n)+m∈ TOO-LARGE-NUMBER==> n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER

Munis des e´tiquetages d’exceptions, nous pouvons maintenant spe´cifier le traitement proprement dit
des termes exceptionnels (amalgame de plusieurs valeurs errone´es, ou récupération de certains termes
exceptionnels).
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5. LES AXIOMES GENERALISES

Les axiomes ge´né ralisés sont des axiomes conditionnels qui peuvent contenir des conditions relatives
à l’étiquetage d’exception dans leurs pre´misses. Cette ge´né ralisation nous offre un grande souplesse
de spe´cification du traitement des valeurs exceptionnelles, puisque l’on va pouvoir traiter les excep-
tions de manie`re différenciée, en fonction du “diagnostic” qui leur est associe´.

Définition 5 :
Etant donne´e une exception-signature ΣΣ-exc= <S,ΣΣ,L> ,  on note Gen-Ax un ensemble fini
d’axiomes ge´né ralisés de la forme suivante :

[ t1∈l1 ......... . . . ......... tn∈l n ......... v1 = w1 ......... . . . ......... vn = wn ] ==> vn+1 = wn+1

où lesti , v j et w j sont desΣΣ-termes avec variables, et lesl i sont des e´lé ments deL∪{Ok}. Naturelle-
ment,v j et w j doivent être de meˆme sorte pour chaquej, lesl i ne sont pas ne´cessairement distincts,n
oum peuvent eˆtre égaux à0 ; et l’étiquetteOk é tiquette les valeursOkd’une exception-alge`bre.

Les axiomes ge´né ralisés off rent de nombreuses possibilite´s de traitement d’exceptions différents dans
les entiers naturels borne´s. A titre d’exemple, on peut choisir le traitement suivant :

Ne faire aucune re´cupération des valeurs ne´gatives, et au contraire les amalgamer sur une con-
stante (disonscrash).

Amalgamer aussi le re´sultat de toute division par0 surcrash.

Récupérer tous les termes qui rencontrent une valeur trop grande dans leur “histoire” (mais
aucune valeur ne´gative), pourvu que leur valeur finale soit comprise entre0 etMaxint.

Associer sa forme normale a` tout terme rencontrant une valeur trop grande dans son histoire
(mais aucune valeur ne´gative), même si cette forme est plus grande queMaxint.

Exemple 4 :
Ceci peut se spe´cifier, par exemple, de la manie`re suivante, en supposant avoir ajoutéune constante
crashdans la signature :
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n ∈ NEGATIVE-NUMBER ==> n = crash
n div 0 = crash

succ(crash) = crash
pred(crash) = crash

crash + n = crash
crash− n = crash
n − crash = crash
crash× n = crash

crash div n = crash
n div crash = crash

n + m = m + n
n × m = m × n

n∈TOO-LARGE-NUMBER......... m∈Ok ==> n < m = False
n∈Ok ......... m∈TOO-LARGE-NUMBER ==> n < m = True

succ(n) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

succ(m) ∈ TOO-LARGE-NUMBER





==> succ(n)<succ(m) = n<m

succ(n)∈TOO-LARGE-NUMBER ==> pred(succ(n)) = n
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + 0 = n

n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + succ(m) = succ(n) + m
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n − 0 = n
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n − succ(m) = pred(n)− m
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n × 0 = 0

n×succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n × succ(m) = (n × m) + n
r < m = True ==> ((n×m)+r) div m = n

Cet ensemble d’axiomes ge´né ralisés peut paraître long; en fait ceci traduit seulement le traitement
cas par cas de chacune des situations exceptionnelles. Si ces axiomes sont nombreux, c’est seulement
parce que le traitement d’exceptions que l’on fait est particulier a` chaque cas d’exception. Si l’on
spécifiait des structures plus simples, les axiomes ge´né ralisés seraient eux aussi plus simples. Si la
plupart des formalismes de traitement d’exceptions que nous avons cités au chapitre Ine présentent
pas d’ensembles d’axiomes si longs dans leurs exemples, c’est parce qu’ils n’offrent pas un traite-
ment d’exceptions aussi différenciéque le notre. L’annexe 3offre des exemples d’exception-spe´cifi-
cations plus simples, des entiers borne´s et des entiers non-borne´s, où aucune re´cupération n’est
spécifiée. On constate alors que ces spe´cifications sont tre`s courtes et simples.
Remarquons cependant que certains axiomes font double emploi avec lesOk-axiomes. Par exemple,
des axiomes tels que :

n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + 0 = n
n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + succ(m) = succ(n) + m

pourraient eˆtre simplement e´crits sous la forme suivante dansGen-Ax :
n + 0 = n

n+succ(m) = succ(n)+m
dès lors, du fait que l’on a supprime´ les prémisses, ces axiomes s’appliquent a` toutes les valeurs des
exception-alge`bres, y compris les valeursOk, si bien que l’on peut les omettre dansOk-Ax . Nous
reverrons ceci de plus pre`s dans la chapitre suivant sur la se´mantique associe´e aux exception-spe´cifi-
cations. On peut en effet difficilement entrer dans de tels de´tails sans de´crire d’abord la se´mantique
exacte de nos axiomes.
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Nous disposons maintenant de tous les e´lé ments pour de´finir totalement notre syntaxe :  les exception-
spécifications.

Définition 6 :
Uneexception-spe´cificationest un n-uplet :

SPEC = < S , ΣΣ , L , Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >

où :

<S,ΣΣ,L> est une exception-signature (de´finition 1)

Ok-Frm est une de´claration de formesOksurΣΣ-exc(définition 2)

Ok-Ax est un ensemble fini d’Ok-axiomes surΣΣ-exc(définition 3)

Lbl-Ax est un ensemble fini d’axiomes d’e´tiquetage surΣΣ-exc(définition 4)

Gen-Ax est un ensemble fini d’axiomes ge´né ralisés sur ΣΣ-exc(définition 5).

Le chapitre suivant décrit la sémantique associe´e aux exception-spe´cifications :les exception-alge`bres
et les notions de validation associe´es àune exception-spe´cification.
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Chapitr e IV :

Exception-Algèbres

Ce chapitre de´crit la sémantique associe´e aux exception-spe´cifications. Lesmodèles répondant a` une
exception-spe´cification s’appellent lesexception-alge`bres. Pour les de´crire, nous suivons la de´marche
habituelle :

Nous commenc,ons par de´finir les exception-alge`bres sur une exception-signatureΣΣ-exc.

Parmi les ΣΣ-exc-algèbres, nous de´finissons celles quivalident les déclarations de formesOk
(Ok-Frm ).

De même, nous de´finissons la validation desOk-axiomes (Ok-Ax )

Puis nous de´finissons la validation des axiomes d’e´tiquetage (Lbl-Ax )

Enfin nous de´finissons la validation des axiomes ge´né ralisés (Gen-Ax).

Une ΣΣ-exc-algèbre validera la spe´cification SPEC si et seulement si elle valide Ok-Frm , Ok-Ax ,
Lbl-Ax etGen-Ax.

1. LES ΣΣ-exc-ALGEBRES

Les exception-alge`bres doivent contenir un certain nombre d’informations “en plus” de celles qui
sont classiquement incluses dans les alge`bres :

Parmi toutes les valeurs de l’alge`bre, il faut connaître celles qui sontOk.

Pour chaque e´tiquette d’exception, il faut connaître quelles sont les valeurs qui re´ponde a`
cette e´tiquette.

Il en résulte qu’une exception-alge`bre doit être munie :

d’un sous-ensemble contenant les valeursOkde cette alge`bre,

et pour chaque e´tiquette d’exception, d’un sous-ensemble contenant toutes les valeurs
é tiquetées par elle.
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C’est exactement ce que traduit la de´finition suivante.

Définition 7 :
Soit ΣΣ-exc= <S,ΣΣ,L> une exception-signature. Uneexception-alge`bre sur ΣΣ-exc, aussi appele´e une
ΣΣ-exc -alge`bre, est une ΣΣ-algèbre classique munie d’une famille de sous-ensembles inde´xé e par
L∪{Ok}.
Ce qui signifie pre´cisément qu’uneΣΣ-exc-algèbre A estdéfinie par :

Le supportde A est un ensemble (he´té rogène), notéA, partitionnéen une famille de sous-
ensembles inde´xé epar S : { As / s ∈ S }. L’ensembleA est la re´union disjointe desAs, où s
parcoursS.

Pour chaque ope´ration élé ment deΣΣ :
op : s1

. . . sn → s
l’algèbre A estmunie d’une fonction :

opA : As1
× . . . × Asn

→ As .
Le plus souvent, par abus de langage, on note encoreop la fonctionopA associe´e àl’opération
opdansA.

Enfin, pour toute e´tiquette l ∈ L∪{Ok} , l’algèbre A estmunie d’un sous-ensemble quel-
conque Al de A . Ces sous-ensemblesAl sont he´té rogènes :il peuvent intersecter plusieurs
sortes ;de plus ils ne sont pas ne´cessairement disjoints deux a` deux, et leur re´union n’est pas
nécessairement e´gale àA.
Les élé ments deAOk sont appele´s les valeurs Ok deA.
Pour toute e´tiquette d’exceptionl deL , on dit que les e´lé ments deAl sonté tiquetés par l.

On noteraA = (A,{ Al i
}) une ΣΣ-exc-algèbre ; notation qui sous-entend qu’uneΣΣ-exc-algèbre A est

uneΣΣ-algèbre classiqueA, munie d’une famille de sous-ensembles {Al i
} i ndéxé eparL∪{Ok}.

Remarquons qu’a` ce niv eau de la spe´cification, rien n’est impose´ sur les ensemblesAl i
, ils peuvent

ê tre absolument quelconques.

Exemples 5 :
Voici quelques exemples deΣΣ-exc-algèbres sur l’exception-signature deNAT décrite en exemple 1
(chapitre pre´cé dent, section 1) :

L’ exception-alge`bre des termes ferme´s, TΣΣ, munie de :
TΣΣ,Ok = TΣΣ,NEGATIVE-NUMBER = TΣΣ,TOO-LARGE-VALUE = TΣΣ,DIV -BY-0-ERROR= ∅

L’ exception-alge`bre des entiers relatifsZ, avec z div 0 = Maxint pour toutz, et munie de :
ZOk = [0, Maxint]

ZNEGATIVE-NUMBER = ] − ∞, 0[
ZTOO-LARGE-NUMBER = ]Maxint, +∞[

ZDIV -BY-0-ERROR = {Maxint}
Intuitivement, dans cette alge`bre, les ope´rations travaillent de la manie`re habituelle, mais les
résultats sont errone´s s’ils sont hors de[0,Maxint]. De plus, toute division par0 est récupéré e
surMaxint.

L’ exception-alge`bre N∪{ crash} avec : pred(0) = crash = n div 0, toute ope´ration applique´e
àcrashretournecrash, et munie de :

NOk = [0, Maxint]
NNEGATIVE-NUMBER = {crash}

NTOO-LARGE-NUMBER = ]Maxint, +∞[
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NDIV -BY-0-ERROR = {crash}
Nous verrons que cette exception-alge`bre est en fait l’alge`bre initiale associe´e àla spécifica-
tion développée dans les exemples du chapitre pre´cé dent.

Nous avons préciséque les ensemblesAl i
sont des sous-ensembles quelconques; en particulier, leurs

intersections ne sont pas ne´cessairement vides. C’est le cas du dernier exemple que nous avons
donné:  la valeur crash est àla fois étiquetée par NEGATIVE-NUMBERet parDIV-BY-0-ERROR.
C’est aussi le cas de l’avant dernier exemple, Maxint est à la fois étiqueté par Ok et par DIV-
BY-0-ERROR.
D’autre part, les ensemblesAl i

peuvent intersecter plusieurs sortes distinctes. C’est le cas des
tableaux, lorsque l’on attache la meˆme étiquette d’exception a` l’accès hors des bornes ou a` l’affecta-
tion hors des bornes: des termes tels quet[i] ou t[i]:=x (avec i hors des bornes) recevront la meˆme
é tiquetteOUT-OF-RANGE, bien que l’un soit de sorte pre´dé finie et l’autre de sorte tableau.

2. LES VALEURS ERRONEES

La définition d’une exception-alge`bre fournit l’ensemble des valeursOk de l’algèbre ainsi que les
ensembles e´tiquetés par des e´tiquettes d’exception, mais elle ne de´crit pas l’ensemble des valeurs
erronées. Comme nous l’avons déjà remarque´ (chapitre II, section 1.2),l’ensemble des valeurs
erronées d’une exception-alge`bre n’est pas ne´cessairement le comple´mentaire de l’ensemble des
valeursOk.
De la même fac,on que la the´orie classique des types abstraits alge´briques n’impose pas a priori que
les spe´cifications soient comple`tement spe´cifiées, nous ne voulons pas imposer d’office que la re´parti-
tion des valeursOk ou errone´es soit toujours comple`te (i.e. il peut y avoir des valeurs qui ne soient ni
Okni erronées dans une exception-alge`bre).

Pour définir les valeurs errone´es d’une exception-alge`bre, il semble raisonnable de suivre l’ide´e suiv-
ante :

Une valeur e´tiquetée par une e´tiquette d’exception est errone´e, sauf si cette valeur estOk,
auquel cas on dira qu’elle est re´cupéré e.

Les valeurs errone´es se propagent implicitement, sauf si elle font l’objet d’une re´cupération,
c’est àdire si l’on rencontre une valeurOk lors de la propagation.

Une valeur qui ne re´sulte pas d’une valeur e´tiquetée par une e´tiquette d’exception (y compris
par propagation implicite d’erreurs), et qui n’est pasOk, n’est ni Ok ni erronée (elle est en
somme incomple`tement spe´cifiée).

La définition suivante traduit exactement cette ide´e :

Définition 8 :
Soit A = (A,{ Al i

}) une exception-alge`bre. L’ensemble desvaleurs erronées de A, noté Aerr , est
par définition le plus petit sous-ensemble (he´té rogène) deA vérifiant les deux proprie´té ssuivantes :

Pour toute e´tiquette d’exceptionl é lé ment deL , Aerr contient (Al − AOk).

Pour toute ope´ration op(_ ,. . . , _  ) é lé ment deΣΣ, et pour tous e´lé ments u1
. . .un de A (de

sortes compatibles avec l’arité deop) :
si l’un des ui est élé ment de Aerr et si op(u1, . . . ,un) n’est pas e´lé ment de AOk, alors
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op(u1, . . . ,un) est encore e´lé ment deAerr .

La première propriété signifie qu’une valeur e´tiquetée par une e´tiquette d’exception est errone´e, sauf
si elle a e´té ré cupéré e. La seconde signifie que les erreurs se propagent implicitement, sauf en cas de
récupération.

Pour que cette de´finition soit valide, il faut bien suˆr prouver que ce plus petit ensembleAerr existe.
C’est particulièrement simple :

La famille de tous les sous-ensembles deA vérifiant ces deux proprie´té sn’est pas vide: elle
contient au moinsA lui même.

L’ intersection de tous les sous-ensembles deA vérifiant ces deux proprie´té svérifie encore ces
deux proprie´té s:

• Puisque chacun des ensembles de la famille contient les (Al i
− AOk), leur intersection

aussi.

• si l ’un desui est élé ment de tous les ensembles de la famille (i.e. est e´lé ment de leur
intersection), et siop(u1, . . . ,un) n’est pas e´lé ment deAOk, alors op(u1, . . . ,un) appar-
tient àtous les ensembles de la famille, donc a` leur intersection.

Exemple 6 :
Dans le cas de l’exception-alge`bre N∪{crash} décrite en exemple 5,Nerr est égal à {crash}∪]Max-
int,+∞[ . Si l’on conside`re par exemple la valeursucc(Maxint), elle est étiquetée par TOO-LARGE-
NUMBER, et du fait qu’elle n’est pas re´cupéré e(elle n’est pas e´lé ment deNOk), elle est errone´e. Par
contre, si l’on conside`re la valeur associe´e au termepred(succ(Maxint)), elle serait susceptible d’eˆtre
erronée (par propagation implicite d’erreurs), mais du fait que sa valeur estOk (récupéré esur Max-
int), elle n’est pas e´lé ment deNerr .
L’ exemple 5fournit aussi un cas d’exception-alge`bre oùles valeurs sont incomple`tement spe´cifiées :
dans l’alge`bre des termes ferme´s TΣΣ, avec tous lesTΣΣ,l i

vides, aucun terme n’est comple`tement
spécifié, puisqu’aucun n’estOkou étiquetépar une e´tiquette d’exception.

Cette construction des valeurs errone´es d’une exception-alge`bre nous sera utile dans le chapitreVII,
pour définir la suffisante comple´tude en tenant compte du traitement d’exceptions.

Nota :
Rappelons que dans la de´finition 1du chapitre pre´cé dent, on impose qu’aucune e´tiquette deL ne soit
notée “Ok” ou “err”. On comprend maintenant pourquoi: ces deux notations sont utilise´es pour AOk

et Aerr ; d’où un risque de surcharge sur ces e´tiquettes.

3. LES FORMES Ok

Le but de cette section est de de´finir la validation deOk-Frm . Pour ce faire, nous avons remarque´
qu’il fallait travailler sur destermes, et non directement sur les valeurs d’une exception-alge`bre (car il
faut distinguer lestermes exceptionnelsdesvaleurs erronées, pour éviter des inconsistances induites
par la récupération, cf. chapitre II, section 2.1.).
Nous ne pouvons donc pas travailler directement sur les exception-alge`bres car elles ne mode´lisent
pas des termes, mais des valeurs (des classes d’e´quivalence). Une solution simple consisterait a` tou-
jours travailler sur les termes ferme´s, mais ceci n’est pas satisfaisant car nous voulons pouvoir aussi
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traiter les notions de validations dans les exception-alge`bres non finiment ge´né ré es. Nous proposons
une solution qui permet de prendre en compte toutes les exception-alge`bres, meˆme non finiment
géné ré es :  pour toute exception-alge`bre A, il suffit de travailler dans l’algèbre TΣΣ(A). Commenc,ons
par rappeler la de´finition deTΣΣ(A) ; il est fondamental de bien la comprendre pour la suite.

Définition 9 :
Soit (S,ΣΣ) une signature classique.Soit V = {Vs}s∈S un ensemble he´té rogène indexé par S.
L’ algèbre libre desΣΣ-termes avec variables dans V, notéeTΣΣ(V), est récursivement de´finie par :

Pour toute sortes ∈ S, le support deTΣΣ(V),s contientVs, et contient toutes les constantes deΣΣ
de sortes.

Pour toute ope´ration non constante deΣΣ, op(_ ,...,_ )∈ ΣΣ, et pour tous termest1
. . . tn

é lé ments deTΣΣ(V) (de sortes compatibles avec l’arité de op), le termeop(t1, . . . ,tn) est encore
un élé ment deTΣΣ(V).

L’ exemple le plus courant est le cas ou` V est un ensemble de variables. Mais remarquons que cette
définition ne suppose pas queV soit fini ; on peut donc en particulier l’appliquer au cas ou` V est en
fait une alge`bre (classique)A. Dans ce cas,A et TΣΣ(A) sont toutes deux desΣΣ-algèbres, et il existe un
morphisme canonique

é val : TΣΣ(A) → A
qui fait correspondre a` chaque terme deTΣΣ(A) sa valeur calcule´e dansA. Le morphismeé val est donc
défini comme suit :

Remarquons tout d’abord que les e´lé ments deA sont desconstantesdeTΣΣ(A), par conse´quent,
pour tout e´lé ment a de A (considéré comme une constante deTΣΣ(A)), é val(a) est canonique-
ment égal àa (considéré comme une valeur deA).

Puis, pour toute ope´rationopdeΣΣ, on a :
é val(op(t1, . . . ,tn)) = opA(é val(t1), . . . ,é val(tn)) .

Exemple 7 :
Soit ΣΣ = { 0 , succ_ , pred_} l ’ensemble des ope´rations des entiers relatifs (INT). Conside´rons
l’algèbre Z=]...,-2,-1,0,1,2,...[ , l’alge`bre TΣΣ(Z) est alors e´gale à l’ensemble des termes avec “vari-
ables” dans]...,-2,-1,0,1,2,...[ ;et le morphismeé val est l’application deTΣΣ(Z) dansZ qui fait corre-
spondre lavaleur −4 à des termestels quepred(−3), pred(pred(−2)), succ(pred(−4)), ou encore la
valeur 1 autermepred(2)...etc.

Remarquons que le morphismeé val est intrinse`quement de´fini par la structure deΣΣ-algèbre deA.
aucune e´quation ou information supple´mentaire n’est requise pour de´finir é val.

Nous pouvons maintenant de´finir les formesOkcomme destermesdeTΣΣ(A) .

Définition 10 :
Soit Ok-Frm une de´claration de formesOk sur l’exception-signatureΣΣ-exc. Soit A = (A,{ Al i

}) une
exception-alge`bre. L’ensemble desformes OkdeTΣΣ(A) , notéOk-FrmA , est le plus petit sous-ensem-
ble (hété rogène) deTΣΣ(A) vérifiant les deux proprie´té ssuivantes :

Ok-FrmA contientAOk (rappelons que les e´lé ments deA sont desconstantesdeTΣΣ(A), en par-
ticulier les élé ments deAOk sont des constantes deTΣΣ(A)).
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Pour toute de´claration élé mentaire deOk-Frm :

t1 ∈ Ok -Frm ......... . . . ......... tm ∈ Ok -Frm

......... x1 ∈ l1 ......... . . . ......... xn ∈ l n

......... v1 = w1 ......... . . . ......... vp = wp







==> t ∈ Ok -Frm

et pour toute substitutionσ à valeur dansTΣΣ(A) , on a :
si σ (ti ) ∈ Ok-FrmA pour tout i=1..m , et é val[σ (x j )] ∈ Al j

pour tout j=1..n , et
é val[σ (vk)] = é val[σ (wk)] pour tout k=1..p , alors σ (t) est élé ment deOk-FrmA .

La seconde proprie´té traduit simplement le fait que l’ensemble des formesOk deTΣΣ(A) doit valider les
déclarations e´lé mentaires deOk-Frm .
La première, quant-a` elle, traduit le fait que tout e´lé ment Ok de A doitê tre une formeOk lorsqu’il
est conside´ré comme une constante deTΣΣ(A). Il est en effet bien naturel que l’on veuille que les
valeursOkde A deviennent des formesOkdeTΣΣ(A) puisque ce ne sont que des constantes deTΣΣ(A).
Par exemple, si A=N est l’algèbre des entiers naturels, on veut bien suˆr que le terme
succ(succ(succ(0)))soit une formeOk, mais on veut aussi que la constante3 en soit une. Ceci est
justement obtenu par la premie`re condition.

Remarquons que l’existence deOk-FrmA est claire car, d’une part, la famille de tous les sous-ensem-
bles deTΣΣ(A) vérifiant ces deux proprie´té sn’est pas vide (elle contientTΣΣ(A)), et d’autre part, l’inter-
section de tous les sous-ensembles de cette famille ve´rifie encore les deux proprie´té s(immédiat).

Nous sommes maintenant a` mê me de dé finir la validationdeOk-Frm :

Définition 11 :
Soit Ok-Frm une de´claration de formesOk sur l’exception-signatureΣΣ-exc. Une exception-alge`bre
A = (A,{ Al i

}) valideOk-Frm si et seulement si :
é val ( Ok-FrmA ) ⊂ AOk .

Ceci signifie que les formesOkdeTΣΣ(A) doivent avoir une valeurOkdans A, apre`s évaluation.
Remarquons que l’inclusion inverse est toujours satisfaite carOk-FrmA contient toujoursAOk (par
définition).

Exemple 8 :
Les formesOk de TΣΣ(N) , pour l’exception-alge`bre N∪{crash} décrite en exemple 5,sont les termes
de la forme succi (n) tels que i+n≤Maxint . Leur évaluation donne la valeur i+n dansN, qui est
comprise entre0 etMaxint, si bien queN∪{crash} valide Ok-Frm .
Il en est de meˆme pour l’exception-alge`bre Z décrite dans ce meˆme exemple 5.
Par contre, l’exception-alge`bre des termes ferme´s (toujours de´crite en exemple 5),av ec TΣΣ,Ok vide, ne
valide pasOk-Frm . En effet, l’évaluation des formesOk deTΣΣ(TΣΣ) correspond aux termes de la forme
succi (0), avec 0≤i≤Maxint, or TΣΣ,Ok est vide.

Nous allons maintenant de´finir la validation desOk-axiomes en utilisant le sous-ensembleOk-FrmA

deTΣΣ(A).

4. VALID ATION DE Ok-Ax

Les Ok-axiomes permettent de spe´cifier le comportement des cas non-exceptionnels. Remarquons
que nous n’avons pas encore caracte´risé tous les termesOk ou exceptionnels deTΣΣ(A) en ce point de
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la sémantique. En effet, pour l’exemple des entiers naturels borne´s, les formesOk sont les termes de
la formesucci (n) tels que0≤i+n≤Maxint . Rien ne permet d’affirmer en ce point que des termes tels
que0+0 oupred(Maxint)sont des termesOk.

Le rôle sé mantique desOk-axiomes est donc double: d’une part ils assurent les amalgames “Ok” de
la structure spe´cifiée, d’autre part ils permettent de caracte´riser les termesOk de TΣΣ(A) . Ces deux
aspects de la se´mantique desOk-axiomes peuvent sembler paradoxaux :

D’une part nous voulons que lesOk-axiomes caracte´risent les termesOk de TΣΣ(A) : se sont
ceux qui obtiennent une valeurOkvia Ok-Ax .

D’autre part nous voulons que lesOk-axiomes ne s’appliquent qu’aux termesOk. Une idée
simple serait qu’une occurrence d’Ok-axiome ne s’applique que si les deux membres de
l’égalité sont des termesOk ; mais ceci supposerait d’avoir caractérisé au préalable tous les
termesOk.

En fait, la me´thode que nous allons suivre e´vite cet écueil. C’est la suivante :

Nous connaissons de´jà un ensemble de termes qui sont assure´mentOk dansTΣΣ(A) : ce sont les
formesOk (Ok-FrmA). Cet ensemble nous munit donc d’un “noyau” de termesOk.

Si l’on conside`re maintenant une occurrence d’Ok-axiome de la formeα = t , où α est une
formeOk (∈Ok-FrmA) ;  si t n’est pas exceptionnel, il semble raisonnable de dire quet est un
termeOk, et que sonOk-évaluation est la formeOk α .

Nous venons ainsi de “propager les termes Ok” d’un cran; nous pouvons continuer induc-
tivement. Si l’on conside`re une nouvelle occurrenced’Ok-axiome de la formet = t ’ , où t est
le termeOk construit pre´cé demment, et sit’ n’est pas exceptionnel, on peut de la meˆme fac,on
propager la qualite´ “Ok” au termet’ ; et son Ok-évaluation sera aussi la formeOk α , via t. Et
ainsi de suite ...

La seule impre´cision dans la me´thode que nous venons de de´crire est: comment caracte´riser si un
termet deTΣΣ(A) estexceptionnelou non ?
Par exemple, conside´rons l’Ok-axiome

pred(succ(n)) = n
et supposons que l’alge`bre A vérifie : succ(Maxint)=Maxint(par récupération) ; notre propos est de
traduire le fait que le termesucc(Maxint), et donc sa propagation pred(succ(Maxint)), est exception-
nel (pour que l’occurrencepred(succ(Maxint))=Maxintne s’applique pas). Or, comme on l’avait déjà
remarque´, aussi biensucc(Maxint)que pred(succ(Maxint))ont des valeursOk. Il nous faut en fait
traduire l’idée suivante : puisquesucc(Maxint)ne posse`de pas de formeOk associe´e grâce aux Ok-
axiomes, il est exceptionnel ;et en particulier sa “propagation” pred(succ(Maxint))est aussi excep-
tionnelle.
La méthode pour traduire ceci est simple: il suffit d’imposer uneOk-évaluation par “les sous-termes
les plus profonds d’abord”.

Cette contrainte sur la se´mantique desOk-axiomes peut s’exprimer au moyen d’une congruence (au
sens classique). Puisqu’il est ne´cessaire que cette congruence s’applique sur destermeset non sur les
valeursde l’algèbre, une “Ok-congruence” se construit dansTΣΣ(A) et non dansA. Le morphismeé val
nous permettra de porter vers A lanotion devalidationdesOk-axiomes, a` partir de cetteOk-congru-
ence surTΣΣ(A).
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Proposition 1 :
Soit Ok-Frm une de´claration de formesOk sur une exception-signatureΣΣ-exc. Soit Ok-Ax un
ensemble d’Ok-axiomes surΣΣ-exc, et soit A uneΣΣ-exc-algèbre.
Il existe une plus petite congruence surTΣΣ(A), notée ≡≡Ok , vé rifiant la condition “SI..ALORS..” suiv-
ante :

Pour toute substitutionσ à valeur dansTΣΣ(A), et pour toutOk-axiome deOk-Ax
[ v1 = w1 ......... . . . ......... vn = wn ] ==> v = w

(ou w = v car nosOk-axiomes ne sont pas oriente´s), en posant
σ (v) = op(t1, . . . ,tm) (2)

SI les trois conditions suivantes sont ve´rifiées :

é val[σ (vi )] = é val[σ (wi )] pour tout i=1..n

il existe des formesOk α1
. . .α m ( ∈ Ok-FrmA ) telles quet j ≡≡Ok α j pour tout j=1..m

il existe une formeOk α ( ∈ Ok-FrmA ) telle que σ (w) ≡≡Ok α

ALORS σ (v) = σ (w) .

Av ant de donner la preuve de cette proposition, commenc,ons par en donner l’explication intuitive :

Remarque 2 :
Les trois conditions incluses dans le “SI” t raduisent les faits suivants :

La première condition est simplement la validation des pre´misses de l’Ok-axiome (il faut que
la valeurdevi soit égale àlavaleurdewi dans A).

La seconde refle`te une évaluation par “les termes les plus profonds d’abord”. En effet,
“ t j ≡≡Ok α j ” signifie exactement que l’Ok-évaluation de tous les sous-termes stricts deσ (v)
aboutit (c’est a` dire qu’elle retourne une formeOk). C’estcette condition qui permet de lim-
iter l’action desOk-axiomes aux termes non-exceptionnels.

La dernière condition enfin traduit le fait que l’e´valuation d’un des deux membres de l’e´galité
a dé jà abouti (ici σ (w), mais on peut inverser les roˆles dev et w car nosOk-axiomes ne sont
pas oriente´s). C’est cette dernie`re condition qui exprime la “propagation des termes Ok” par
lesOk-axiomes, a` partir des formesOk.

Preuve de la proposition 1 :
Pour montrer qu’il existe une plus petite congruence surTΣΣ(A) satisfaisant cette proprie´té
“SI..ALORS”, nous allons conside´rer la famille C de toutes les congruences surTΣΣ(A) satisfaisant
“SI..ALORS”, montrer qu’elle n’est pas vide, puis montrer que l’intersection (i.e. la conjonction) de
toutes les congruences deC est encore un e´lé ment deC (i.e. satisfait encore SI..ALORS).

Pour montrer queC n’est pas vide, il suffit d’exhiber une congruence surTΣΣ(A) satisfaisant
SI..ALORS. Il est imme´diat que la congruence triviale surTΣΣ(A) est élé ment deC (la congruence triv-
iale étant celle qui amalgame entre eux tous les termes de meˆme sorte).

(2) m peut être égal à0.
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Considérons maintenant la congruence≡≡Ok définie par
t ≡≡Ok t′ <= => \-/ ≡≡ ∈ C , t ≡≡ t′ .

Supposons que≡≡Ok , σ et l’Ok-axiome ([v1 = w1 ......... . . . ......... vn = wn ] ==> v = w) satisfassent les
trois conditions incluses dans le “SI”. Nous voulons prouver la conclusion de “ALORS”, c’est a` dire
que σ (v) ≡≡Ok σ (w) .
Sachant que≡≡Ok est par de´finition la conjonction de toutes les congruences≡≡ deC, il suffit de prou-
ver que σ (v) ≡≡ σ (w) pour toute congruence≡≡ deC.
Sachant de plus que, par de´finition de C, toutes les congruences deC vérifient la propriété
SI..ALORS, il suffit de prouver que toutes les congruences≡≡ de C satisfont les trois conditions
incluses dans “SI”. Rappelons que notre hypothe`se est que≡≡Ok satisfait ces trois conditions.

La première condition est inde´pendante du choix de la congruence surTΣΣ(A) car le morphisme
é val est intrinse`que àl’algèbre A. Par conse´quent, si cette condition est satisfaite une fois (ici
pour ≡≡Ok), alors elle l’est inde´pendament de toutes congruences, en particulier pour celles de
C.

En ce qui concerne la seconde condition, le fait queα1
. . .α m soient congrus (respectivement)

à t1
. . . tm modulo≡≡Ok implique qu’il en est de meˆme modulo n’importe quelle congruence≡≡

deC. Ceci resulte simplement du fait que≡≡Ok est la conjonction de toutes les congruences de
C.

Enfin la dernie`re condition tombe sous le meˆme argument : si σ (w) ≡≡Ok α alors σ (w) ≡≡ α
pour toute congruence≡≡ deC, car ≡≡Ok est la conjonction de toutes les congruences e´lé ments
deC.

Ceci clôt la preuve de notre proposition.

Munis de cetteOk-congruence surTΣΣ(A), nous pouvons maintenant de´finir la validation des Ok-
axiomes. Pour qu’une exception-alge`bre valide lesOk-axiomes, il faut clairement que deux termes de
TΣΣ(A) qui sont amalgamés via ≡≡Ok posse`dent des valeurs e´gales apre`s évaluation sur les valeurs de A.
C’est exactement ce que traduit la de´finition suivante :

Définition 12 :
Soit Ok-Frm une de´claration de formesOksur l’exception-signatureΣΣ-exc. Soit Ok-Ax un ensemble
d’Ok-axiomes surΣΣ-exc. UneΣΣ-exc-algèbre A = (A,{ Al i

}) valideOk-Ax si et seulement si :
\-/ t ∈ TΣΣ(A) , \-/ t′ ∈ TΣΣ(A) , t ≡≡Ok t′ ==> é val(t) = é val(t′)

Nota : (important)
La congruence≡≡é val sur TΣΣ(A), associée au morphismeé val, ne vérifie pas ne´cessairement la pro-
priétéSI..ALORS. La seule chose qu’impose la validation desOk-axiomes est :≡≡Ok ⊂ ≡≡é val .

Voici un exemple d’Ok-évaluations suivant la congruence≡≡Ok :

Exemple 9 :
Rappelons l’Ok-axiome concernant les ope´rations0, succetpred, pour les entiers naturels borne´s :

pred(succ(n)) = n
Supposons que l’on veuille évaluer le termesucc(pred(succMaxint(0))) . Nous devons d’abord tester
si tous ses sous-termes stricts posse`dent une valeurOk, c’est àdire posse`dent une formeOk dans leur
classe modulo≡≡Ok ; c’est la seconde condition de notre proposition (la premie`re est immédiate car
l’axiome que l’on veut appliquer a une pre´misse vide).
Le termesuccMaxint(0) est de´jà une formeOk, il n’y a donc aucune e´valuation ne´cessaire pour lui.
Le termepred(succMaxint(0)) se re´écrit en succMaxint−1(0) via notreOk-axiome carsuccMaxint−1(0) est
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une formeOk (troisième condition de la proposition), etsuccMaxint(0) est un termeOk (seconde con-
dition). pred(succMaxint(0)) est donc un termeOk (congru àsuccMaxint−1(0) modulo≡≡Ok).
Il ne reste plus qu’a` évaluer le termesucc(succMaxint−1(0)), qui ne ne´cessite en fait aucune e´valuation
car c’est une formeOk (succMaxint(0)). Par conse´quent, on obtient le re´sultat suivant :

succ(pred(succMaxint(0))) ≡≡Ok succMaxint(0) .
Par contre, si l’on cherche a` évaluer le termepred(succ(succMaxint(0))) , on doit d’abord e´valuer le
sous-termesucc(succMaxint(0)) . Or ce terme ne posse`de aucune formeOk (il est plus grand queMax-
int). Il en résulte que l’on ne peut pas appliquer notreOk-axiome, et par conse´quent : le terme
pred(succ(succMaxint(0))) n’est pas congru a` succMaxint(0) modulo ≡≡Ok .
En fait, les axiomes de re´cupération que nous avons spe´cifiés au chapitre pre´cé dent (exemple 4)vont
récupérer le terme pred(succ(succMaxint(0))) sur sa valeur Ok succMaxint(0). Mais il n’en reste pas
moins que le termepred(succ(succMaxint(0))) estexceptionnel, et par conse´quent ce n’est en aucun
cas auxOk-axiomes d’e´valuer sa valeur finale. La classe de ce terme modulo≡≡Ok est réduite au sin-
gleton {pred(succ(succMaxint(0)))} .

Ici, trois remarques sont importantes.

Remarques 3 :

On constate que la “qualite´” d’un terme (i.e. s’il estOk ou exceptionnel) est de´terminée
uniquement par son re´sultat, et celui de tous ses sous-termes. Un terme estOk si et seulement
si le résultat de ce terme, et celui de chacun de ses sous-termes (e´valué au moyen desOk-
axiomesseulement) appartient aux formesOk déclarées dansOk-Frm . Autrement dit, le fait
qu’une ope´rationop, appliquée àdes termes “Ok”, retourne une valeur exceptionnelle ou non-
exceptionnelle est de´terminépar soncodomaine.
On peut cependant limiter explicitement les domaines des ope´rations lorsque cela est utile. Il
suffit pour cela d’utiliser les pre´misses desOk-axiomes. Par exemple, si l’on veut spe´cifier
une structure d’entiers naturels borne´s telle que Maxint>10, mais où l’addition ne peut
retourner une valeurOkque si le re´sultat est plus petit que 10, il suffit de spe´cifier :

n<11 = True ==> n + 0 = n
n + succ(m) = succ(n) + m

On interdit ainsi l’évaluation de tout terme de la formet1 + t2 dont le résultat est plus grand
que 10 en “bloquant” le cas de base.

L’ é valuation “par les termes les plus profonds d’abord” de´crite par la proposition1 corre-
spond exactement a` unepropagation implicitedes termes exceptionnels. En effet, si un terme
t est exceptionnel (i.e. n’est congru a` aucune formeOk modulo ≡≡Ok), alors tout terme con-
tenantt parmi ses sous-termes est aussi exceptionnel (car il faudrait e´valuert avant).
Ainsi, on peut de´finir les termesOk (i.e. non-exceptionnels) comme e´tant les termest deTΣΣ(A)

tels qu’il existe une formeOk α ∈ Ok-FrmA vérifiant t ≡≡Ok α . Et un terme t de TΣΣ(A) sera
exceptionnels’il n’existe pas de formeOk α telle quet ≡≡Ok α . On constate de`s lors que les
termes exceptionnels se propagent implicitement: si un terme est exceptionnel, alors tous ses
surtermes le sont aussi.

Dans beaucoup d’exemples, un “ if_ then_ else_” non strict est tre`s utile. Or la propagation
implicite des termes exceptionnels ne permet pas de spe´cifier d’opérations non strictes au
niveau desOk-axiomes.
En fait, spe´cifier une ope´ration non stricte rele`ve de la notion de re´cupération, et par
conséquent elle doit eˆtre spécifiée au moyen d’axiomes de re´cupération (pour nous, les
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axiomes ge´né ralisés). Nous verrons plus loin qu’il n’est pas difficile de spe´cifier des
opérations non strictes graˆce aux axiomes ge´né ralisés.
Il existe de plus un moyen fort simple d’obtenir la se´mantique d’un “if_ then_ else_” non
strict dès le niv eau desOk-axiomes. LesOk-axiomes e´tant conditionnels, il suffit de remplacer
chaque axiome de la forme

v = if B then w1 else w2

par :
B = True ==> v = w1

B = False ==> v = w2

Il nous reste a` dé finir la validation de l’e´tiquetage d’exceptions (Lbl-Ax ) et la validation des axiomes
géné ralisés (Gen-Ax). Cesdeux notions de validation seront particulie`rement simples, car elles se
définissent directement dans l’exception-alge`bre A , et non dansTΣΣ(A).

5. VALID ATION DE Lbl-Ax

Les axiomes d’e´tiquetage servent a` attacher des e´tiquettes d’exception a` certaines valeurs d’une
exception-alge`bre. Ce qui signifie queLbl-Ax sert àspécifier des proprie´té s relatives aux sous-
ensemblesAl i

d’une exception-alge`bre A=(A,{ Al i
}) .  Dé finir la validation des axiomes d’e´tiquetage

est donc tre`s simple.

Définition 13 :
Soit Lbl-Ax un ensemble d’axiomes d’e´tiquetage sur l’exception-signatureΣΣ-exc. UneΣΣ-exc-algèbre
A = (A,{ Al i

}) valideLbl-Ax si et seulement si pour tout axiome deLbl-Ax
[ t1∈l1 ......... . . . ......... tn∈l n ......... v1 = w1 ......... . . . ......... vm = wm ] ==> t ∈ l

et pour toute substitutionσ à valeur dansA, on a :
si σ (ti ) est élé ment deAl i

pour tout i=1..n, et σ (v j ) = σ (w j ) pour tout j=1..m, alors σ (t) est
é lé ment deAl .

Cette de´finition traduit simplement que pour toute occurrence d’axiome d’e´tiquetage, si les pre´misses
sont vérifiés dans A, alors la conclusion doit l’eˆtre aussi.

Exemples 10 :
Reprenons les exemples donne´s en exemple 5 (section 1),av ec l’exception-spe´cification des entiers
naturels borne´s que nous avons développée durant le chapitre III (e´tiquetage d’exceptions de l’exem-
ple 3) :

pred(0)∈ NEGATIVE-NUMBER
n ∈ NEGATIVE-NUMBER ==> pred(n)∈ NEGATIVE-NUMBER

n < m  =  True ==> (n − m) ∈ NEGATIVE-NUMBER
succ(Maxint)∈ TOO-LARGE-NUMBER

n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> succ(n)∈ TOO-LARGE-NUMBER
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n + 0) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

succ(n)+m∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n × 1) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

(n×m + n) ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n × succ(m))∈ TOO-LARGE-NUMBER
(n div 0)∈ DIV-BY-0-ERROR
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L’ exception-alge`bre des termes ferme´s, TΣΣ, munie de
TΣΣ,Ok = TΣΣ,NEGATIVE-NUMBER = TΣΣ,TOO-LARGE-VALUE = TΣΣ,DIV -BY-0-ERROR= ∅

ne valide e´videmment pasLbl-Ax ; par exemple le terme ferme´ pred(0)n’est pas un e´lé ment
deTΣΣ,NEGATIVE-NUMBER.

L’ exception alge`bre des entiers relatifsZ, avec z div 0 = Maxintpour toutz, et munie de :
ZOk = [0, Maxint]

ZNEGATIVE-NUMBER = ] − ∞, 0[
ZTOO-LARGE-NUMBER = ]Maxint, +∞[

ZDIV -BY-0-ERROR = {Maxint}
valide clairement Lbl-Ax . On constate en effet que chacun des axiomes d’e´tiquetage
précé dents est vrai dans cette alge`bre.

De même, l’exception-alge`bre N∪{ crash} avec : pred(0) = crash = n div 0, toute ope´ration
appliquée àcrashretournecrash, et munie de :

NOk = [0, Maxint]
NNEGATIVE-NUMBER = {crash}

NTOO-LARGE-NUMBER = ]Maxint, +∞[
NDIV -BY-0-ERROR = {crash}

valide clairement chacun des axiomes d’e´tiquetage pre´cé dents.

Remarque 4 :
Rappelons queLbl-Ax sert seulement a` imposer l’étiquetage de certaines valeurs d’une exception-
algèbre. Il ne cre´e aucune valeur errone´e. Les sous-ensemblesAl , avec l ∈L , ne sont pas ne´cessaire-
ment disjoints deAOk .
Si Lbl-Ax contient un axiome qui e´tiquette une valeur Ok, par exemple un axiome de la forme
“0∈UNE-ETIQUETTE”, alors la valeur Ok en question (ici0) est récupéré eaussitoˆt qu’elle a été
é tiquetée, de manière immédiate. Ceci arrive assez souvent ; c’est en particulier le cas du second
exemple (Z) :  la valeur Maxint est une valeur Ok de Z, mais elle est pourtant e´tiquetée par DIV-
BY-0-ERROR. En fait, cela traduit intuitivement le fait qu’il existe un terme e´tiqueté par DIV-
BY-0-ERRORmais ayant e´té ré cupéré sur la valeurMaxint (dans notre exemple, tous les termes de la
forme z div 0 sont récupéré ssurMaxint).
En un certain sens, on pourrait dire que l’e´tiquetteOk est “prioritaire” sur toutes les autres (c’est la
récupération d’exceptions).

6. VALID ATION DE Gen-Ax

Les axiomes ge´né ralisés servent à traiter les valeurs exceptionnelles. Ilspeuvent amalgamer
plusieurs valeurs errone´es entre elles, ou re´cupérer certaines valeurs exceptionnelles sur des valeurs
Ok. On constate donc que les axiomes ge´né ralisés doivent pouvoir manipulertoutesles valeurs d’une
exception-alge`bre (aussi bien les valeurs errone´es que les valeurs Ok ou celles incomple`tement
spécifiées).
Ainsi, les axiomes ge´né ralisés ont une se´mantique qui couvre toute l’alge`bre. Définir la validation des
axiomes ge´né ralisés est donc tre`s simple :

Définition 14 :
Soit Gen-Ax un ensemble d’axiomes ge´né ralisés sur l’exception-signatureΣΣ-exc. UneΣΣ-exc-algèbre
A = (A,{ Al i

}) valideGen-Ax si et seulement si pour tout axiome deGen-Ax
[ t1∈l1 ......... . . . ......... tn∈l n ......... v1 = w1 ......... . . . ......... vn = wn ] ==> v = w
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et pour toute substitutionσ à valeur dansA, on a :
si σ (ti ) est élé ment deAl i

pour tout i=1..n, et σ (v j ) = σ (w j ) pour tout j=1..m, alors σ (v) est
é gal à σ (w) dans A.

Cette de´finition traduit simplement que pour toute occurrence d’axiome ge´né ralisé, si les prémisses
sont vérifiés dans A, alors la conclusion doit l’eˆtre aussi.

Exemple 11 :
Av ec les axiomes ge´né ralisés donnés en exemple 4 :

n ∈ NEGATIVE-NUMBER ==> n = crash
n div 0 = crash

succ(crash) = crash
pred(crash) = crash

crash + n = crash
crash− n = crash
n − crash = crash
crash× n = crash

crash div n = crash
n div crash = crash

n + m = m + n
n × m = m × n

n∈TOO-LARGE-NUMBER......... m∈Ok ==> n < m = False
n∈Ok ......... m∈TOO-LARGE-NUMBER ==> n < m = True

succ(n) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

succ(m) ∈ TOO-LARGE-NUMBER





==> succ(n)<succ(m) = n<m

succ(n)∈TOO-LARGE-NUMBER ==> pred(succ(n)) = n
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + 0 = n

n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + succ(m) = succ(n) + m
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n − 0 = n
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n − succ(m) = pred(n)− m
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n × 0 = 0

n×succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n × succ(m) = (n × m) + n
r < m = True ==> ((n×m)+r) div m = n

On constate clairement que :

Notre exemple des termes ferme´s ne valide pasGen-Ax, par exemple parce que les termes
n+m et m+n sont différents chaque fois que l’on va instancierm et n par des termes dis-
tincts.

Notre exemple des entiers relatifs (avec z div 0 = Maxint) ne valide pas non plusGen-Ax ;
par exemple parce quepred(pred(0))et pred(0)sont distincts dansZ, et ne peuvent donc pas
ê tre tous deux e´gaux àcrash.

Par contre, notre exemple N∪{ crash} valide clairement ces axiomes ge´né ralisés. Il en
résulte que c’est le seul parmi ces trois exemples qui valide notre exception-spe´cification
(SPEC) des entiers naturels borne´s. C’est uneSPEC-algèbre.

LesSPEC-algèbres étant définies comme suit :
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Définition 15 :
Soit SPEC= <ΣΣ-exc,Ok-Frm ,Ok-Ax ,Lbl-Ax ,Gen-Ax> une exception-spe´cification. UneΣΣ-exc-
algèbre A estuneSPEC-algèbre si et seulement si elle valideOk-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax et Gen-Ax.

Revenons a` la sé mantique des axiomes ge´né ralisés. Une petite remarque s’impose: la sé mantique des
axiomes ge´né ralisés est définie surtoutesles valeurs d’une exception-alge`bre. Elle peut aussi s’appli-
quer si les deux membres de l’e´galité sont Ok. Il f aut donc manipuler les axiomes ge´né ralisés en
prenant bien garde de ne pas cre´er d’inconsistances. Ce sont les pre´misses de chaque axiome
géné raliséqui doivent limiter son application aux cas re´ellement souhaite´s ; si on laisse les pre´misses
vides (comme l’axiome de commutativité de l’addition dans notre exemple), alors l’axiome ne
s’appliquera pas seulement aux valeurs exceptionnelles ou errone´es, mais aussi aux valeursOk.
Cette remarque est parfois utile pour limiter le nombre d’axiomes d’une exception-spe´cification. Par
exemple, les axiomes de´finissant l’ope´ration “+”

n + 0 = n
n + succ(m) = succ(n) + m

sont vrais partout (aussi bien sur les valeursOk que les valeurs errone´es, même si m ou n est égal à
crash). On peut donc les spe´cifier dansGen-Ax et les omettre dansOk-Ax .
On pourra effectuer cette simplification chaque fois qu’une ope´ration peut eˆtre complètementdéfinie
uniquement a` l’aide des axiomes ge´né ralisés : il est inutile de la rede´finir au niveau desOk-axiomes.
On gagne ainsi sur la taille des spe´cifications (mais il n’est pas certain que l’on gagne en lisibilite´ ...).

Nous allons maintenant de´velopper l’aspect cate´goriel des exception-alge`bres, et ses rapports avec la
notion de congruence.
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Chapitr e V :

La catégorie

des exception-alge`bres

1. DEFINITIONS ET RESULTATS ELEMENTAIRES

Le chapitre pre´cé dent nous a permis de de´finir les exception-alge`bres sur une exception-signature
ΣΣ-exc, et les exception-alge`bres qui valident une exception-spe´cification SPEC. Nous connaissons
donc de´jà la classe desΣΣ-exc-algèbres et la sous-classe desSPEC-algèbres. Pour de´finir la catégorie
desΣΣ-exc-algèbres et celle desSPEC-algèbres, il suffit de de´finir lesexception-morphismes.
Cette section donne les de´finitions des cate´gories Alg(ΣΣ-exc) ,  Alg(SPEC) ,  Gen(ΣΣ-exc) et
Gen(SPEC) ; ainsi que quelques proprie´té simmédiates.

Définition 16 :
Soient A=(A,{ Al i

}) et B=(B,{Bl i
}) deux exception-alge`bres sur la signatureΣΣ-exc=<S,ΣΣ,L> .  Un

exception-morphisme, h: A → B ,  est unΣΣ-morphisme classique qui pre´serve les étiquetages. Plus
précisément,h est une application deA dansB telle que :

Pour toute sortes deS, h(As) est inclus dansBs .

Pour toute ope´ration op deΣΣ, on a :
h[op(x1, . . . ,xn)] = op(h[x1], . . . ,h[xn]) (dansB).

Pour toute e´tiquette l é lé ment deL∪{Ok} , h(Al ) est inclus dansBl .

Cette de´finition est particulie`rement simple; elle exprime qu’un exception-morphisme est un mor-
phisme classique (i.e. pre´servant les sortes, et compatible avec les ope´rations), qui de plus ne “perd”
aucun e´tiquetage (si une valeurs est e´tiquetée dans l’algèbre de de´part, alors son image est aussi
é tiquetée, avec la mê me étiquette).

Nota :
Dans le chapitre pre´cé dent, nous avons défini l’ensemble des valeurs errone´es d’une exception-
algèbre A, noté Aerr . Rappelons que “err” n’est nullement une e´tiquette. Il n’est pas e´lé ment de
L∪{Ok}.
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Soulignons que les valeurs errone´es ne sont pas compatibles avec les exception-morphismes. L’image
d’une valeur errone´e par un exception-morphisme n’est pas ne´cé ssairement errone´e. En d’autres ter-
mes, les exception-morphismes peuvent porter des re´cupérations.
On peut par exemple conside´rer l’exception-alge`bre A=N, avec AOk = [0, Maxint] et
ATOO-LARGE-NUMBER =]Maxint, ∞[ ;  et l’exception-alge`bre B=BOk = [0, Maxint], avec
BTOO-LARGE-NUMBER={Maxint}. Il existe alors un exception-morphisme de A dans B, qui re´cupère
]Maxint,∞[ sur Maxint. Les valeurs errone´es de A sont pourtant Aerr =]Maxint, ∞[ tandis queBerr

est vide (Maxintn’y est pas errone´, c’est un “lieu de re´cupération”).

Il est immédiat que l’identitésur une exception-alge`bre est un exception-morphisme. Il est imme´diat
aussi que la composition de deux exception-morphismes est encore un exception-morphisme. Par
conséquent, nous pouvons conside´rer la cate´gorie des exception-alge`bres, munie de ces morphismes.

Notations 1 :
Etant donne´e une exception-signatureΣΣ-exc, on note Alg(ΣΣ-exc) la catégorie dont les objets sont les
ΣΣ-exc-algèbres, et les morphismes sont les exception-morphismes.
Etant donne´e une exception-spe´cification SPECau dessus de la signatureΣΣ-exc, on note Alg(SPEC)
la sous-cate´gorie pleine de Alg(ΣΣ-exc) dont les objets sont lesΣΣ-exc-algèbres qui validentSPEC.
[Sous-cate´gorie pleine: si A et B sont deuxSPEC-algèbres alors toutΣΣ-exc-morphisme de A dans B
est encore unSPEC-morphisme, i.e. HomSPEC(A, B) = HomΣΣ-exc(A, B)].

Notre premier re´sultat est imme´diat :

Lemme 1 :
Etant donne´e une exception-signatureΣΣ-exc, l’algèbre des termes ferme´s TΣΣ munie de

TΣΣ,l i
= ∅ pour toute e´tiquette l i ∈ L∪{Ok}

est initiale dans Alg(ΣΣ-exc) .  On note TΣΣ-exc cette exception-alge`bre, et on la nommel’exception-
algèbre des termes ferme´s.

Preuve :
Absolument e´vidente :puisque l’alge`bre des termes ferme´s est initiale parmi lesΣΣ-algèbres clas-
siques, il existe un uniqueΣΣ-morphisme (classique),init, entre TΣΣ-exc et toute exception-alge`bre A
de Alg(ΣΣ-exc). Il suffit donc de ve´rifier que ceΣΣ-morphisme est un exception-morphisme ;ce qui est
clair puisque pour toute e´tiquettel deL∪{Ok}, init (TΣΣ,l )=∅ est toujours inclus dansAl .

Le lemme pre´cé dent nous permet de de´finir les exception-alge`bresfiniment ge´né ré es :

Notations 2 :
Etant donne´e une exception-signatureΣΣ-exc, une exception-alge`bre A estdite finiment ge´né ré esi et
seulement si l’exception-morphisme

init : TΣΣ-exc → A
est surjectif.
On note Gen(ΣΣ-exc) la sous-cate´gorie pleine de Alg(ΣΣ-exc) dont les objets sont lesΣΣ-exc-algèbres
finiment géné ré es.
Etant donne´e une exception-spe´cification SPEC au dessus de la signatureΣΣ-exc, on note
Gen(SPEC) la sous-cate´gorie pleine de Alg(SPEC) dont les objets sont lesSPEC-algèbres finiment
géné ré es.

L’ identité sur TΣΣ-exc é tant évidemment surjective, l’algèbre initiale TΣΣ-exc est elle meˆme finiment
géné ré e.
D’autre part, le re´sultat suivant est tout aussi imme´diat que le lemme 1 :
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Lemme 2 :
Soit S l’exception-alge`bre “triviale”, contenant un unique e´lé ment dans chaque sorte, les ope´rations
deΣΣ travaillant donc comme l’impose leur arite´, et vé rifiant :

Sl = S pour toute e´tiquette l ∈ L∪{Ok} .
Cette alge`bre est terminale dans Alg(ΣΣ-exc) et Alg(SPEC).
De plus, si la signatureΣΣ estsensible(3) alors S est aussi terminale dans Gen(ΣΣ-exc) et Gen(SPEC).
Dans le cas ou` la signatureΣΣ n’est pas sensible, Gen(ΣΣ-exc) et Gen(SPEC) possèdent tout de meˆme
une exception-alge`bre terminale: il suffit de conside´rer l’exception-alge`bre τ telle queτ s é gale {s}
s’il existe un terme ferme´ de sortes, et τ s é gale∅ sinon (avec toujoursτ l = τ pour toutl ∈ L∪{Ok}).

Preuve :
Le fait queS (ou τ ) soit une alge`bre terminale est bien connu dans le cas classique. Il suffit dont de
vérifier que leΣΣ-morphisme terminal

term : A → S (ouτ )
est un exception-morphisme (c’est a` dire préserve les étiquettes). C’est imme´diat.
De plusS (ou τ si ΣΣ n’est pas sensible) est clairement finiment ge´né ré e, donc elle est aussi terminale
dans Gen(ΣΣ-exc).
Enfin, il est clair que quelque soit l’exception-spe´cification SPEC, S (ouτ ) valide cette spe´cification.
Il en résulte queS (ouτ ) est élé ment de Alg(SPEC) et Gen(SPEC), et y est donc terminale.

Ces résultats triviaux sont re´capitulés comme suit :

Théorème 1 :
Etant donne´es une exception-signatureΣΣ-exc, et une exception-spe´cification SPEC au dessus de
ΣΣ-exc, on a :

l’exception-alge`bre des termes ferme´s, TΣΣ-exc, est initiale dans Alg(ΣΣ-exc) et Gen(ΣΣ-exc)

les cate´gories Alg(ΣΣ-exc), Gen(ΣΣ-exc), Alg(SPEC) et Gen(SPEC) possèdent toujours une
exception-alge`bre terminale.

Ce théorème ne dit rien àpropos d’une exception-alge`bre initiale dans Alg(SPEC) ou Gen(SPEC).
Nous allons prouver que Alg(SPEC) et Gen(SPEC) possèdent une alge`bre initiale. Pour ce faire,
nous allons de´crire les rapports entre les exception-morphismes et lescongruences.

2. CONGRUENCES MINIMALES ET OBJETS INITIA UX

Le théorème que nous prouvons dans cette section est un re´sultat technique essentiel de notre the´orie.
Il permettra de prouver que Alg(SPEC) et Gen(SPEC) possèdent des alge`bres initiales, de de´finir un
foncteur adjoint a` gauche au foncteur d’oubli (pour une pre´sentation), et par la` mê me de redéfinir les
notions classiques de suffisante comple´tude et de consistance hie´rarchique.

Nous commenc,ons par remarquer que les exception-morphismes de´finissent un pre´ordre dans les
exception-alge`bres.

(3) i.e. s’il existe au moins un terme ferme´ dans chaque sorte

Chap. V : Catégorie des exception-alge`bres



Partie B : Traitement d´exceptions - 126 -

2.1. MORPHISMES ET PREORDRE

Définition 17 :
Soient A et B deuxexception-alge`bres sur une signatureΣΣ-exc.
On dira que A≤ B si et seulement si il existe un exception-morphisme de A dans B.

Remarque 5 :
Cette de´finition est parfaitement valide car cette proprie´té est réflexiv e (l’identité est un exception-
morphisme), et transitive (la composition de deux exception-morphismes est encore un exception-
morphisme). La relation“≤” est donc bien unpréordre dans Alg(ΣΣ-exc) (et aussi dans Alg(SPEC)).
[La suite de cette remarque est anecdotique, elle ne sera pas utilise´e pour la suite de l’expose´].
C’est même un ordre dans Gen(ΣΣ-exc) et Gen(SPEC), car elle est alors antisyme´trique. En effet, la
“bonne” définition d’une cate´gorie est de conside´rer qu’un objet est de´fini à isomorphisme pre`s (c’est
à dire que deux alge`bres isomorphes sont en fait e´gales dans Alg(...) ou Gen(...)). Pour prouver que
“≤” est antisyme´trique dans Gen(...), il suffit de prouver que s’il existeµ et ν :

µ : A → B
ν : B → A

alorsµ ouν est en fait un isomorphisme.
Nous allons meˆme prouver que :ν ο  µ = Identité

A −µ→ B −ν → A
⇑ ⇑ ⇑

initA initB initA

| | |
TΣΣ-exc TΣΣ-exc TΣΣ-exc

Du fait queTΣΣ-exc est initial dans Gen(ΣΣ-exc), le diagramme pre´cé dent est ne´cé ssairement commutatif
(initA est unique). D’autre part, du fait queinitA est surjectif (car A est finiment ge´né ré e), on a
nécé ssairement ν (µ(a)) = a pour tout e´lé menta de A. c.q.f.d.
Là où notre remarque devient inte´ressante, c’est que “≤” n’est pas un ordre dans Alg(...). Il n’est pas
antisymétrique. Il suffit pour le voir de conside´rer l’exemple d’une signature avec une seule sorte et
une seule ope´ration (constante) de cette sorte :c.
On constate alors que l’alge`bre initiale { c} est liée àune alge`bre non finiment ge´né ré e { c,γ } par le
morphisme d’inclusion, et que cette alge`bre non finiment ge´né ré e { c,γ } se ré tracte sur {c} par le
morphismer (c) = r (γ ) = c . Pourtant, ces deux alge`bres ne sont pas isomorphes.
La relation “≤” est donc unordre dans Gen(...), mais seulement unpréordre dans Alg(...). Naturelle-
ment, cette remarque vaut aussi pour le cas classique (i.e. sans traitement d’exceptions).

Cette remarque faite, reprenons le cours de notre expose´.

2.2. CONGRUENCES MINIMALES

Voici le résultat technique sur lequel repose la plupart de nos re´sultats ultérieurs :

Théorème 2 :
Soit SPEC une exception-spe´cification sur l’exception-signatureΣΣ-exc. Soit X une ΣΣ-exc-algèbre
quelconque.
Soit R une relation binaire sur X, compatible avec les sortes de X; c’est àdire que R est un sous-
ensemble quelconque de

s∈S
∪(Xs×Xs).

Il existe une plus petiteSPEC-algèbre Y vérifiant :
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X ≤ Y ,  et si xRy alors x est égal à y dans Y.

Ce théorème peut clairement s’e´crire aussi :

Théorème 2bis :
Soit SPEC une exception-spe´cification sur l’exception-signatureΣΣ-exc. Soit X une ΣΣ-exc-algèbre
quelconque. SoitR une relation binaire sur X, compatible avec les sortes de X.
Il existe une plus petite congruence≡≡ sur X , et il existe une plus petite famille de sous ensembles
{Yl i

} de Y = (X/ ≡≡) (indéxé eparL∪{Ok}), telles que :
≡≡ contient R , et Y=(Y,{Yl i

}) est uneSPEC-algèbre

Nous de´montrons ce the´orème sous sa premie`re forme. La de´marche suivie est tre`s classique :
on conside`re la famille (F) de toutes lesSPEC-algèbres Z compatiblesav ec R et plus grandes
que X . On montre queF n’est pas vide; puis on construit uneΣΣ-algèbre Y qui est ne´cessairement
plus petite que toutes lesΣΣ-algèbres sous-jacentes (Z) de F, ainsi que des sous-ensemblesYl i

inclus
dans tous lesZl i

sous-jacents. Ilsuffit de montrer alors queY=(Y,{Yl i
}) est uneSPEC-algèbre

é lé ment deF.

Soit doncF la famille de toutes lesSPEC-algèbres Z=(Z,{Zl i
}) munies d’un exception-morphisme

µ : X → Z
(en fait,F est un ensemble decouples<Z,µ> ).

F n’est pas vide: elle contient au moins l’exception-alge`bre triviale S , munie de l’exception-mor-
phisme trivial (qui associe sa sorte a` tout élé ment de X).

Considérons maintenant laΣΣ-exc-algèbre Y=(Y,{Yl i
}) construite comme suit :

Y est le quotient deX défini par :
µY(x) = µY(y) dansY si et seulement siµ(x) = µ(y) pour tout couple <Z,µ> deF.
Par cette de´finition deY et deµY, il est clair queY est uneΣΣ-algèbre et queµY est unΣΣ-mor-
phisme (classique), car la compatibilite´ avec les ope´rations deΣΣ est immédiate.

Pour toute e´tiquette l i ∈ L∪{Ok} , et pour tout élé ment x de X, µY(x) est élé ment deYl i
si

et seulement siµ(x) ∈ Zl i
pour tout couple <Z,µ> deF.

Par cette de´finition desYl i
, il est immédiat queµY est un exception-morphisme (i.e. pre´serve

les étiquettes deL∪{Ok}), car tous les morphismesµ deF préservent les e´tiquettes.

A supposer que Y soit uneSPEC-algèbre, c’est clairement un e´lé ment deF, car l’exception-mor-
phismeµY impose que Y soit supe´rieure àX, et le fait que tous les <Z,µ> de F soient compatibles
av ec la relation binaireR impose que <Y,µY> l’est aussi.
De plus, dans cette hypothèse, <Y,µY> est nécessairement le plus petit e´lé ment deF, car, par con-
struction de Y, il existe toujours un exception-morphismeν de Y dans Z tel queν ο  µY = µ .

X −µY→ Y −ν → Z

Par conséquent, il suffit de prouver queY est uneSPEC-algèbre pour obtenir queF posse`de un plus
petit élé ment, et par suite clore notre preuve du théorème 2. Nous allons donc maintenant nous
attacher a` prouver que Y valideOk-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax et Gen-Ax. Plusieurs lemmes sont ne´ces-
saires pour atteindre ce but.
Dans toute la suite de cette preuve, on noteraν l’unique ΣΣ-morphisme de´duit de ν :

ν : TΣΣ(Y) → TΣΣ(Z)
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Lemme 3 :
Pour tout <Z,µ> dansF, ν (Ok-FrmY) est inclus dansOk-FrmZ .

Preuve :
Soit Ok-FrmY l’ensemble de tous les termest de TΣΣ(Y) tels que ν (t) est élé ment deOk-FrmZ

pour tout Z dansF :
Ok-FrmY =

Z∈F
∩ ν −1(Ok-FrmZ) .

Le lemme 3 e´quivaut clairement a` :
Ok-FrmY ⊂ Ok-FrmY .

Or Ok-FrmY est le plus petit sous-ensemble deTΣΣ(Y) satisfaisant les 2 proprie´té sde la de´finition 10
(chap. IV, section 3) ;donc il suffit de prouver queOk-FrmY satisfait ces 2 proprie´té spour prouver
l’inclusion.

Ok-FrmY contientYOk :
ceci résulte du fait queν est un exception-morphisme, par conse´quent ν (YOk) est inclus
dansZOk pour tout Z dansF, doncν (YOk) ⊂ ZOk (en tant que sous-ensembles deTΣΣ(Z)). Si
bien que le fait queZOk soit toujours inclus dansOk-FrmZ implique queν −1(Ok-FrmZ) con-
tientYOk pour tout Z dansF.

Ok-FrmY valide chaque occurrence de de´claration élé mentaire deOk-Frm

t1 ∈ Ok -Frm ......... . . . ......... tm ∈ Ok -Frm

......... x1 ∈ l1 ......... . . . ......... xn ∈ l n

......... v1 = w1 ......... . . . ......... vp = wp







==> t ∈ Ok -Frm

car :

• si σ (ti ) ∈ Ok-FrmY alors ν (σ (ti )) est élé ment deOk-FrmZ pour tout Z dansF (par
définition deOk-FrmY),

• si é valY[σ (x j )] ∈ Yl alors on a é valZ[ν (σ (x j ))] ∈ Zl (par définitions de Y, ν , ν et
é val),

• et si é valY[σ (v j )] = é valY[σ (w j )] , alors
é valZ[ν (σ (v j ))] = é valZ[ν (σ (w j ))] (pardéfinition de Y).

Par conséquent, le fait queOk-FrmZ valide Ok-Frm implique queν (σ (t)) est é lé ment de
Ok-FrmZ pour tout Z dansF, et donc que σ (t) est élé ment deOk-FrmY (par définition de
Ok-FrmY). Ce qui de´montre queOk-FrmY valide la déclaration en question.

Nous avons ainsi prouve´ que Ok-FrmY satisfait les proprie´té sde la de´finition 10 dansTΣΣ(Y). Donc
Ok-FrmY contientOk-FrmY ; ce qui clôt la preuve de notre lemme.

Il en résulte queY valideOk-Frm :

Lemme 4 :
Y valideOk-Frm .

Preuve :
Le fait que Y valide Ok-Frm signifie que é valY(Ok-FrmY) ⊂ YOk (définition 11).Ce qui résulte
ici du fait que é valZ(Ok-FrmZ) ⊂ ZOk pour tout Z dansF, de la dé finition deYOk :

x ∈ YOk si et seulement siν (x) ∈ ZOk pour tout Z dansF
et du fait que ν ο é valY = é valZ ο ν .
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Prouvons maintenant que Y valide lesOk-axiomes :

Lemme 5 :
La ΣΣ-exc-algèbre Y valideOk-Ax .

Preuve :
Soit ≡≡Ok,Y l’ Ok-congruence minimale dansTΣΣ(Y) associe´e à Ok-Ax (proposition 1du chapitre
précé dent). Nous voulons prouver que chaque fois quet ≡≡Ok,Y t′ dans TΣΣ(Y), on a:
é valY(t) = é valY(t′) .  Par définition de Y, ceci revient a` prouver que ν (é valY(t)) = ν (é valY(t′)) pour
toute alge`bre Z dansF.
Nous avons déjà remarque´ que ν ο é valY = é valZ ο ν . Il suffit donc de prouver que chaque fois que
t ≡≡Ok,Y t′ dansTΣΣ(Y), on a : é valZ(ν (t)) = é valZ(ν (t′)) .
Sachant que toutes les alge`bres Z deF valident Ok-Ax , on sait que si ν (t) ≡≡Ok,Z ν (t′) dansTΣΣ(Z),
alors é valZ(ν (t)) = é valZ(ν (t′)) . Par conséquent, il suffit de prouver que l’image parν de ≡≡Ok,Y

est incluse dans≡≡Ok,Z .
Sachant enfin que≡≡Ok,Y est la plus petite congruence deTΣΣ(Y) satisfaisant la condition “SI..ALORS”
de la proposition1 du chapitre pre´cé dent ;il suffit de démontrer que la congruenceν −1(≡≡Ok,Z) satis-
fait cette condition “SI..ALORS”.
Ceci résulte finalement du lemme 3.
En effet, supposons que, pour une occurrence d’Ok-axiome

[ v1 = w1 ......... . . . ......... vn = wn ] ==> t = t′
(avec t = op(t1, . . . ,tm) ), les trois conditions du “SI” soient ve´rifiées :

é valY(vi ) = é valY(wi ) pour tout i=1..n

il existe α1
. . .α m ( ∈ Ok-FrmY ) tels quet j ν −1(≡≡Ok,Z) α j pour tout j=1..m .

il existe α é lé ment deOk-FrmY tel que t′ ν −1(≡≡Ok,Z) α

On en de´duit que, pour toute alge`bre Z dansF :

é valZ(ν (vi )) = é valZ(ν (wi )) pourtout i
[Ceci par de´finition même de Y]

il existe β1
. . . β m ( ∈ Ok-FrmZ ) tels que ν (t j ) ≡≡Ok,Z β j pour tout j .

[Il suffit de prendre β j = ν (α j ) ;  le lemme 3nous assure que lesβ j sont des e´lé ments de
Ok-FrmZ ]

il existe β é lé ment deOk-FrmZ tel que ν (t′) ≡≡Ok,Z β
[Il suffit de prendreβ = ν (α ) ; le lemme 3 nous assure queβ est élé ment deOk-FrmZ ]

Maintenant, le fait que toute alge`bre Z deF valide Ok-Ax nous assure que≡≡Ok,Z satisfait la propriété
“SI..ALORS” ; si bien que :

ν (t) ≡≡Ok,Z ν (t′) i.e. t ν −1(≡≡Ok,Z) t′ .
C’est exactement ce que l’on voulait prouver : la congruenceν −1(≡≡Ok,Z) satisfait la propriété
“SI..ALORS” ; et par conse´quent elle contient≡≡Ok,Y. Ce qui clôt la preuve de ce lemme.

Pour terminer, la validation deLbl-Ax etGen-Ax est très simple àprouver :

Lemme 6 :
La ΣΣ-exc-algèbre Y valideLbl-Ax etGen-Ax.
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Preuve :
Les axiomes deLbl-Ax ouGen-Ax sont de la forme :

[ t1∈l1 ......... . . . ......... tn∈l n ......... v1 = w1 ......... . . . ......... vm = wm ] ==> . . .

où la conclusion est soit une appartenance a` une étiquette, soit une e´galité.
On veut prouver que pour chaque occurrence d’un tel axiome dans Y, si les prémisses sont ve´rifiées
alors la conclusion est ve´rifiée aussi. Or, si les prémisses sont ve´rifiées dans Y, alors elles le sont
dans toute alge`bre Z deF, par définition même de Y. Il en ré sulte que la conclusion est ve´rifiée dans
toute alge`bre Z deF (car les alge`bres deF validentLbl-Ax et Gen-Ax). Et encore par de´finition de Y,
on en de´duit que la conclusion est ve´rifiée dans Y.
Ce qui prouve ce lemme.

En récapitulant, nous venons de de´montrer que Y est uneSPEC-algèbre, et que par conse´quent elle
appartient a` la famille F. Par construction meˆme de Y, c’est nécessairement le plus petit e´lé ment de
F ; doncF posse`de un plus petit élé ment ; ce qui cloˆt la dé monstration des the´orèmes 2 et 2bis.

Remarque 6 :
La SPEC-algèbre Y posse´dant les proprie´té sde minimalitédé crites dans le the´orème 2  est clairement
unique a` isomorphisme pre`s.
Ceci est duˆ au fait que Y est ne´cé ssairement finiment ge´né ré eau dessus de X (sinon, on obtiendrait
une alge`bre strictement plus petite en ne prenant que la partie finiment ge´né ré ede Y). Du fait qu’elle
est finiment ge´né ré eau dessus de X, le morphismeµ de X dans Y est toujours surjectif. De`s lors, si
Y et Y’ sont deux telles alge`bres minimale, il existe deux morphismes: l’un de Y vers Y’, et l’autre
de Y’ vers Y; et leur compose´e est nécé ssairement un isomorphisme sur Y (respectivement sur Y’).
Donc Y est isomorphe a` Y’.

2.3. OBJETSINITIAUX

Le théorème 2  implique que Alg(SPEC) est Gen(SPEC) possèdent un objet initial. Il suffit de choisir
X=TΣΣ-exc dans l’énoncédu théorème 2, avec la relation binaire vide :R=∅.

Notation 3 :
On note TSPEC la plus petiteSPEC-algèbre telle que TΣΣ-exc ≤ TSPEC .
CetteSPEC-algèbre existe, d’apre`s le théorème 2.

TSPEC est en fait l’alge`bre initiale de Alg(SPEC) et Gen(SPEC) :

Théorème 3 :
La SPEC-algèbre TSPEC est initiale dans Alg(SPEC) et Gen(SPEC) .

Preuve :
Du fait que la relation binaireR choisie pour de´finir TSPEC est vide,TSPEC est en fait la plus petite
ΣΣ-exc-algèbre plus grande queTΣΣ-exc qui valideSPEC.
Du fait queTΣΣ-exc est initiale dans Alg(ΣΣ-exc), TΣΣ-exc est en fait plus petite quetouteΣΣ-exc-algèbre.
Par conséquent,TSPEC est la plus petiteSPEC-algèbre. Ce qui signifie que pour touteSPEC-algèbre
A , il existe un exception-morphisme deTSPEC dans A.
Il reste àprouver que ce morphisme est unique. Ceci re´sulte du fait que tout morphisme entreTSPEC
et A résulte de la factorisation de l’unique morphisme initial entreTΣΣ-exc et A.
Nous avons donc prouve´ queTSPEC est initial dans Alg(SPEC).
Il reste àprouver queTSPEC est initial dans Gen(SPEC) ;  c’est àdire queTSPEC est finiment ge´né ré .
Mais ceci est imme´diat, car dans la de´monstration du the´orème 2, l’exception-alge`bre Y que nous
avons construite est un quotient de X; ce qui se traduit ici par le fait queTSPEC est un quotient de
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TΣΣ-exc, et est donc finiment ge´né ré .

Exemple 12 :
Revenons a` la spécification des entiers naturels borne´s dé veloppée durant le chapitre III (“Exception-
spécifications”). Sans la recopier ici, rappelons tout de meˆme les faits suivants.
Elle contient la sorteBOOL (booléens), avec les ope´rationsTrue et False usuelles, et la sorteNAT
(naturels), avec les ope´rations0, Maxint, crash, succ, pred, < , +, −, × et div. Les étiquettes d’excep-
tion sontNEGATIVE-VALUE, TOO-LARGE-NUMBERetDIV-BY-0-ERROR.
Les déclarations formesOk caracte´risent les valeurs comprises entre0 et Maxint. Les Ok-axiomes
sont les axiomes habituels de´crivant les ope´rations sur les entiers naturels. Les axiomes d’e´tiquetage
associentNEGATIVE-VALUEaux valeurs ne´gatives, TOO-LARGE-NUMBERaux termes retournant
des valeurs plus grandes queMaxint, et DIV-BY-0-ERRORà tous ceux de la formen div 0 . Enfin les
axiomes ge´né ralisés ré cupèrent tous les termes exceptionnels contenant une valeur trop grande dans
leur histoire mais dont le re´sultat final retourne dans les bornes0..Maxint, ceci en associant sa forme
normale a` tout calcul d’ope´ration dont le re´sultat est plus grand queMaxint. Enfin, tous les re´sultats
négatifs sont amalgamés avec la constantecrash, toute division par 0 retournecrash, et toute
opération applique´e àcrashretournecrash.
Rappelons que l’exception-alge`bre N∪{ crash} dé crite en exemple 5, chapitre IV, est définie par:
pred(0) = ndiv 0 = crash, toute ope´ration applique´e àcrashretournecrash, et :

NOk = [0, Maxint]
NNEGATIVE-NUMBER = {crash}

NTOO-LARGE-NUMBER = ]Maxint, +∞[
NDIV -BY-0-ERROR = {crash}

Nous avons prouve´ (chapitre IV) que cette exception-alge`bre valide la spe´cification des entiers
naturels borne´s ; c’est uneSPEC-algèbre. En fait, elle est initiale dans Alg(SPEC).
En effet, les axiomes ge´né ralisés et lesOk-axiomes impliquent que, d’une part, tous les termes ren-
contrant une valeur ne´gative dans leur histoire sont amalgamés avec crash, et d’autre part, tous les
autres termes sont amalgamés avec leur forme normalesucci (0) (qu’elle soit Ok ou non). Il en
résulte qu’il existe toujours unΣΣ-morphisme deN∪{ crash} dans uneSPEC-algèbre quelconque. Il
suffit donc de prouver que les sous-ensembles e´tiquetés de N∪{ crash} sont minimaux (afin que ces
ΣΣ-morphismes soient desΣΣ-exc-morphismes). Mais ceci est clairement de´duit des axiomes d’e´tique-
tage deLbl-Ax , et deOk-Frm .
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Chapitr e VI :

Spécifications hiérarchiques

Dans le formalisme des types abstraits alge´briques, on e´crit des spe´cificationshiérarchiquesgrâce à
la notion deprésentations. Etant donne´e une spe´cification déjà faite (diteprédé finie), on peut la
compléter afin d’obtenir une spe´cification plus riche. Ce “morceau de spe´cification” ajouté à la
spécification prédé finie (SPEC1) pour en obtenir une autre plus grande (SPEC2) est appele´ une
présentationau-dessus deSPEC1.
Du point de vue se´mantique, les rapports entre lesSPEC1-algèbres et lesSPEC2-algèbres sont traite´s
grâce àdeux foncteurs :

l’un va de Alg(SPEC2) vers Alg(SPEC1), c’est lefoncteur d’oubli

l’autre va de Alg(SPEC1) vers Alg(SPEC2), c’est lefoncteur de synthe`se.

Ces deux foncteurs ne sont pas inverses l’un de l’autre (...ce serait trop simple !). Il sont en fait lie´s
par une proprie´té fonctorielle que l’on appelle l’adjonction(voir [Ber 86]).

Au cours de ce chapitre, nous allons d’abord nous inte´resser au foncteur d’oubli: dans le cadre des
exception-signatures, puis dans le cadre ge´né ral des exception-spe´cifications. Ensuite, nous allons
définir le foncteur de synthe`se associé, et dé montrer qu’il est adjoint a` gauche au foncteur d’oubli.

1. LE FONCTEUR D’OUBLI

1.1. ENRICHISSEMENT DE SIGNATURES

Av ant de traiter le foncteur d’oubli de Alg(SPEC2) dans Alg(SPEC1), nous allons d’abord le de´finir
au niveau de deux signaturesΣΣ-exc1 ⊂ ΣΣ-exc2 .

Définition 18 :
Soient ΣΣ-exc1 =< S1, ΣΣ1, L1 > et ΣΣ-exc2 =< S2, ΣΣ2, L2 > deux exception-signatures telles que
ΣΣ-exc1 ⊂ ΣΣ-exc2 . Le foncteur d’oubli U de Alg(ΣΣ-exc2) dans Alg(ΣΣ-exc1) est défini comme suit:

Pour touteΣΣ-exc2-algèbre B=(B,{ Bl i
}) , U(B) est laΣΣ-exc1-algèbre A=(A,{ Al i

}) suivante :

• A est le sous-ensemble deB correspondant aux sortes deS1 (c’est-à-dire que l’on
enlève les supports deB associe´s aux sortes deS2 − S1)
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• pour chaque e´tiquette l ∈ L1∪{Ok} , Al est égal au sous-ensemble deBl associe´ aux
sortes deS1, c’est-à-dire queAl est égal à Bl ∩ A .

• les ope´rations deΣΣ1 s’appliquent dansA exactement comme dansB.

Il est immédiat que A est uneΣΣ-exc1-algèbre.

Pour toutΣΣ-exc2-morphisme µ: B → B’ , U(µ) est le ΣΣ-exc1-morphismeµ, restreint a`
U(B) et corestreint àU(B’).
U(µ) est clairement unΣΣ-exc1-morphisme, ceci re´sulte directement des de´finitions des excep-
tion-morphismes, deU(B) et deU(B’).

Voici un exemple simple de foncteur d’oubli :

Exemple 13 :
Soit la signature suivante deBOOL: ΣΣ-exc1 = <{ BOOL},{ True,False},∅> ;  et soit la signature suiv-
ante deNAT :
ΣΣ-exc2 = ΣΣ-exc1+<{NAT},{ 0,succ,pred,eq?},{ NEGATIVE-VALUE,TOO-LARGE-NUMBER}>
Considérons laΣΣ-exc2-algèbre B= (N∪{ crash}) ∪{ True,False,Maybe} avec

BOk = [0, Maxint] o′u ′{True, False }
BNEGATIVE-VALUE = {crash}

BTOO-LARGE-NUMBER = ]Maxint, +∞[
et :

pred(0)est égal àcrash
toute ope´ration àvaleur entiere applique´e àcrashretournecrash

eq?(crash,crash)é galeTrue
eq?(crash,n)eteq?(n,crash)é galentMaybe(n=/ crash)

les autres ope´rations agissant comme usuellement .
On constate queB est uneΣΣ-exc2-algèbre finiment ge´né ré e(car même la valeurMaybeest atteinte
par un terme ferme´ : eq?(crash,0)par exemple).
L’ oubli de cetteΣΣ-exc2-algèbre B sur la signature boole´enne ΣΣ-exc1 est la ΣΣ-exc1-algèbre
U(B) = A = {True,False,Maybe} avec AOk = {True,False} .  On constate que A n’est pas
ΣΣ-exc1-finiment géné ré e, bien que B soit ΣΣ-exc2-finiment géné ré e (évidemment, le meˆme
phénomène peut se rencontrer dans le formalisme classique (ADJ)).
Considérons maintenant laΣΣ-exc2-algèbre B’ dont la description est presque la meˆme que celle de
B, sauf que B’ ne contient pas la valeur boole´enne Maybe, et eq?(crash,n)=eq?(crash,n)=False
chaque fois quen n’est pas e´gal àcrash.
Il existe clairement unΣΣ-exc2-morphisme µ: B → B’ qui envoie MaybesurFalse(i.e. quirécupère
la valeur errone´eMaybede B en la valeurOk Falsede B’).
Le ΣΣ-exc1-morphisme U(µ) est alors simplement le morphisme de {True,False,Maybe} dans
{ True,False} t el que U(µ)(False) = U(µ)(Maybe) = False.

Nous venons donc de de´finir le foncteur d’oubli de Alg(ΣΣ-exc2) dans Alg(ΣΣ-exc1). Comme dans le
formalisme classique (i.e. sans traitement d’exceptions) nous remarquons que ce foncteur ne peut pas
ê tre restreint aux cate´gories Gen(...). Plus exactement, on peut conside´rer le foncteur d’oubli de
Gen(ΣΣ-exc2) dans Alg(ΣΣ-exc1), mais on ne peut pas le corestreindre a` Gen(ΣΣ-exc1).

Rappelons qu’e´tant donne´e une exception-spe´cification SPEC sur une signatureΣΣ-exc, Alg(SPEC)
est une sous-cate´gorie de Alg(ΣΣ-exc). Nous allons maintenant e´tudier la restriction du foncteur
d’oubli aux cate´gories Alg(SPEC).
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1.2. LESPRESENTATIONS

Plus ge´né ralement que l’enrichissement d’exception-signatures, on peut conside´rer deux exception-
spécificationsSPEC1 et SPEC2 telles queSPEC1 est incluse (membre a` membre) dansSPEC2 (en
particulier ΣΣ-exc1 est incluse dansΣΣ-exc2). Le “morceau de spe´cification” ajouté à SPEC1 pour
obtenirSPEC2 est appele´ uneprésentation.

Définition 19 :
Soit SPEC1 une exception-spe´cification. Uneprésentationau-dessus deSPEC1 est un n-uplet

PRES = < S , ΣΣ , L , Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >
tel que :

S1 ∩ S est vide
ΣΣ1 ∩ ΣΣ est vide

SPEC2 = SPEC1 + PRES est encore une exception-spe´cification.
Cette de´finition est la meˆme que dans le cas classique. La spe´cification SPEC1 est souvent appele´e la
spécification prédé finie ; les sortes, ope´rations et e´tiquettes dePRESsont souvent appele´es les sortes,
opérations et e´tiquettesd’intérê t.

Du fait que Alg(SPEC2) est une sous-cate´gorie de Alg(ΣΣ-exc2), on peut conside´rer la restriction du
foncteur d’oubli :

U : Alg(SPEC2) → Alg(ΣΣ-exc1) .

Naturellement, ce qui nous inte´resse, c’est de corestreindreU à Alg(SPEC1).

Théorème 4 :
Pour touteSPEC2-algèbre B, la ΣΣ-exc1-algèbre A=U(B) valideSPEC1.

Preuve :
La validation deOk-Frm 1 résulte immédiatement du fait queOk-FrmA est inclus dansOk-FrmB car
Ok-Frm 1 est inclus dansOk-Frm 2. De mê me, la validation deLbl-Ax 1 et Gen-Ax1 résulte
immédiatement du fait qu’ils sont inclus dansLbl-Ax 2 et Gen-Ax2 respectivement. Il suffit donc de
prouver la validation deOk-Ax1.
Du fait que Ok-FrmA ⊂ Ok-FrmB il découle facilement que la congruence≡≡Ok,B ∩(TΣΣ1(A)×TΣΣ1(A))
satisfait la proprie´té “SI..ALORS” de la proposition 1.
Il en résulte que ≡≡Ok,A est incluse dans≡≡Ok,B . Or la validation desOk-axiomes par B signifie que le
morphismeé val est compatible avec ≡≡Ok,B , d’où il ré sulte qu’il est en particulier compatible avec
≡≡Ok,A ; donc A=U(B) valide les Ok-axiomes.
Ce qui clôt la preuve du théorème.

Nous pouvons donc conside´rer le foncteur d’oubli de Alg(SPEC2) dans Alg(SPEC1). Rappelons que
l’oubli d’une SPEC2-algèbre finiment ge´né ré en’est pas ne´cessairementSPEC1-finiment géné ré e.

Voici un exemple de pre´sentation, celui des tableaux borne´s. On pourra en trouver d’autres dans
l’annexe 3.

Exemple 14 :
Soit SPEC1 une spe´cification des entiers naturels borne´s et des boole´ens, avec les ope´rations “<” et
“eq?” .  On peut spe´cifier les tableaux borne´s d’entiers naturels borne´s comme suit (on supposera que
la borne des tableaux,Maxrange, est plus petite que celle des entiers,Maxint) :

S = { ARRAY}
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ΣΣ = { Maxrange, create, _ [_ ]:=_ , _ [_ ] } ( av ec les arités usuelles)

L = { NEGATIVE-RANGE, RANGE-TOO-LARGE, NOT-INITIALIZED }

Ok-Frm : create ∈ Ok -Frm

t ∈Ok -Frm ......... n∈Ok -Frm

......... i ∈Ok -Frm ......... i < succ(Maxrange) = True





==> t[i ]: = n ∈ Ok -Frm

Ok-Ax : eq?(i,j) = False ==> (t[i ]: = n)[ j ]: = m = (t[ j ]: = m)[i ]: = n
(t[i ]: = n)[i ]: = m = t[i ]: = m

(t[i ]: = n)[i ] = n
Maxrange = succMaxrange(0) (4)

Lbl-Ax :

create[i] ∈ NOT-INITIALIZED
t[i ] ∈ NOT-INITIALIZED ......... eq?(i , j ) = False ==> (t[ j ]: = n)[i ] ∈ NOT-INITIALIZED

Maxrange<i = True ==> t[i] ∈ RANGE-TOO-LARGE
Maxrange<i = True ==> t[i ]: = n ∈ RANGE-TOO-LARGE

i ∈ NEGATIVE-VALUE ==> t[i] ∈ NEGATIVE-RANGE
i ∈ NEGATIVE-VALUE ==> t[i ]: = n ∈ NEGATIVE-RANGE

Gen-Ax : ... récupérations, ad libitum ...
Par exemple, si l’on veut re´cupérer l’accès àun tableau errone´, pourvu que la dernie`re valeur affectée
au rang en question soitOk, on peut spe´cifier Gen-Ax comme suit :

eq?(i,j) = False ==> (t[i ]: = n)[ j ] = t[j]
n ∈ Ok ......... 0≤j≤Maxrange = True ==> (t[ j ]: = n)[ j ] = n

Si l’on préfè re ré cupérer directement tout tableau ayant rec,u une valeur errone´e àun certain rang,
mais ensuite une valeurOkau même rang, il suffit de spe´cifier :

n ∈ Ok ==> (t[i ]: = x)[i ]: = n = t[i ]: = n

2. LE FONCTEUR DE SYNTHESE

2.1. DEFINITION

Le foncteur d’oubli permet, partant d’uneSPEC2-algèbre, de ne conserver que la partie de sa struc-
ture concernant la signature pre´dé finie. Le foncteur de synthe`se permet au contraire, partant d’une
algèbre prédé finie, de la “comple´ter” de manie`re minimale pour obtenir uneSPEC2-algèbre.
Le foncteur de synthe`se est défini d’une manie`re très similaire au cas classique.

(4) l’exposant “Maxrange” est conside´ré de manière mé ta dans le second membre de cette e´quation, il signifie l’appli-
cation de l’ope´rationsucc Maxrangefois.
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Définition 20 :
Soit PRES une présentation au-dessus de l’exception-spe´cification prédé finie SPEC1. Soit
SPEC2 = SPEC1 + PRES.
Le foncteur de synthe`sede Alg(SPEC1) dans Alg(SPEC2), notéF, est défini comme suit :

Pour toute SPEC1-algèbre A , on peut conside´rer la ΣΣ2-algèbre TΣΣ2(A) comme une
ΣΣ-exc2-algèbre en posant :

TΣΣ2(A),l i
= Al i

pour toute e´tiquette l i ∈ L1∪{Ok}
TΣΣ2(A),l i

= ∅ pour toute e´tiquette l i ∈ L2 − L1
(rappelons queA, et par conse´quent chacun desAl i

, est un sous-ensemble deTΣΣ1(A) lui même
inclus dansTΣΣ2(A))
D’autre part, puisqueTΣΣ1(A) est un sous-ensemble deTΣΣ2(A) ; on peut conside´rer la relation
binaireR surTΣΣ2(A) définie par :

t R t’ si et seulement sit et t’ ∈ TΣΣ1(A) et é valA(t) = é valA(t′)
(où é valA est le morphisme d’e´valuation deTΣΣ1(A) dansA).
Par dé finition, F(A) est la plus petiteSPEC2-algèbre compatible avec R telle que
TΣΣ2(A) ≤ F(A) ; cetteΣΣ-exc2-algèbre existe d’apre`s le théorème 2 du chapitre V pre´cé dent.
Ceci signifie queF(A) esté gale au quotient deTΣΣ2(A) par la plus petite congruence≡≡R,SPEC2

contenantR et telle que (TΣΣ2(A) / ≡≡R,SPEC2
) ,  munie des sous-ensembles e´tiquetés minimaux,

valide SPEC2 .

Pour toutΣΣ-exc1-morphisme entre deuxSPEC1-algèbres
ν : A → A’

F(ν ) est l’uniqueΣΣ-exc2-morphisme deF(A) dansF(A’), déduit duΣΣ-exc2-morphismeν :
ν : TΣΣ2(A) → TΣΣ2(A′)

(F(ν ) existe carF(A) est le plus petitquotient deTΣΣ2(A) tel queF(A) soit uneSPEC2-algèbre,
etF(A’) est uneSPEC2-algèbre).

Exemple 15 :
Soit la (NAT+BOOL)-algèbre A = ({ crash} ∪N)∪{ True,False} .
Si l’on conside`re la présentation des tableaux borne´s donnée dans l’exemple 14 pre´cé dent, la
(NAT+BOOL+ARRAY)-algèbre F(A) estdécrite comme suit :

Les tableauxOk sont les tableaux au sens usuels, n’ayant rec,u que des affectations d’e´lé ments
Okentre les bornes0...Maxint.
(Si l’on conside`re le deuxième jeu d’axiomes ge´né ralisés de l’exemple 14,alors les tableaux
Ok contiennent aussi ceux ayant subi dans leur histoire une affectation errone´e mais écrasée
ensuite par une valeurOk).

Les tableaux errone´s sont :

• tous ceux ayant subi une affectation de valeur errone´e (par propagation d’erreurs)

• tous ceux ayant rec,u une affectation a` un rang ne´gatif, auquel cas le sous-terme corre-
spondant a` cette affectation re´pond àl’étiquette d’exceptionNEGATIVE-RANGE

• tous ceux ayant rec,u une affectation a` un rang supe´rieur àMaxrange, auquel cas le
sous-terme correspondant a` cette affectation re´pond à l’étiquette RANGE-TOO-
LARGE
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Des valeurs errone´es ont été ajoutées aux sortes pre´dé finies :

• tout acce`s àun tableau errone´ retourne une nouvelle valeur errone´e de sorteNAT
(àmoduler en fonction du type de re´cupération spe´cifié par les axiomes ge´né ralisés)

• tout acce`s hors des bornes d’un tableau retourne une nouvelle valeur, qui répond à
l’étiquette d’exceptionNEGATIVE-RANGEouRANGE-TOO-LARGEselon le cas

• de mê me tout acce`s àun rang non initialise´ d’un tableau retourne une nouvelle valeur
erronée, étiquetée par NOT-INITIALIZED

• ces nouvelles valeurs de sorteNAT induisent a` leur tour de nouvelles valeurs
booléennes errone´es (via les ope´rations “eq?” et “<”)

Bien sûr, on aurait pu choisir les axiomes ge´né ralisés de manière àamalgamer toutes les nou-
velles valeurs errone´es de sortesNAT sur la constantecrash, ou au contraire les re´cupérer sur
0 ...etc ...si bien que l’on n’ajoute alors aucune nouvelle valeur pre´dé finie errone´e. Notons
cependant que meˆme sans cela, la pre´sentation ARRAY est intuitivement suffisamment
complète, car notre pre´sentation spe´cifie suffisamment d’e´tiquettes d’exception pour que les
nouvelles valeurs entie`res ou boole´ennes soient errone´es (nous voyons donc sur cet exemple
qu’il faudra rede´finir la notion de suffisante comple´tude).

2.2. ADJONCTION

Nous de´montrons ici que les foncteurs d’oubli et de synthe`se sont adjoints: le foncteur de synthe`se
est adjoint a` gauche au foncteur d’oubli (et par conse´quent, le foncteur d’oubli est adjoint a` droite au
foncteur de synthe`se).

Théorème 5 :
Soit PRES une présentation au-dessus de l’exception-spe´cification prédé finie SPEC1. Soit
SPEC2 = SPEC1 + PRES.
Le foncteur de synthe`se F: Alg(SPEC1) → Alg(SPEC2) est adjoint a` gauche au foncteur d’oubli
U: Alg(SPEC2) → Alg(SPEC1) .

Preuve :
Rappelons que ceci signifie que pour touteSPEC1-algèbre A , et pour touteSPEC2-algèbre B,
HomSPEC1

(A, U(B)) estenbijection naturelleav ec HomSPEC2
(F(A), B) .

On noteraAG (Adjonction Gauche) l’application qui va dans le sens :
AG : HomSPEC1

(A, U(B)) → HomSPEC2
(F(A), B)

et AD (Adjonction Droite) celle qui va dans l’autre sens. Rappelons encore quebijection naturelle
signifie 2 conditions :

naturelle en A :
pour toutSPEC1-morphisme µ : A → U(B) , et pour toutSPEC1-morphismeα : A → A′ ,
on a :

AG( µ ο  α ) = AG(µ) ο F(α )

naturelle en B :
pour toutSPEC2-morphismeν : F(A) → B ,  et pour toutSPEC2-morphisme β : B → B′ ,
on a :

AD( β ο ν ) = U(β ) ο AD(ν )
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(Pour plus de pre´cisions, se reporter a` [McL 71]).

Nous allons construire cette bijection en trois e´tapes :

{ A → U(B) }
⇑

é tape 1
↓

{ TΣΣ1(A) = U(TΣΣ2(A)) → U(B) } (compatible avec R)
⇑

é tape 2
↓

{ TΣΣ2(A) → B } (compatible avec R)
⇑

é tape 3
↓

{ F(A) = (TΣΣ2(A) / ≡≡R,SPEC2
) → B }

HomSPEC1
(A, U(B)) est en bijection avec l’ensemble desΣΣ-exc1-morphismes deTΣΣ1(A) dans

U(B) compatibles avec la relationR sur TΣΣ1(A) (il s’agit de la relationR de la de´finition 20).
Ceci résulte du fait queTΣΣ1(A) est laΣΣ1-algèbre libre au dessus deA, et que les sous-ensembles
é tiquetés deTΣΣ1(A) sont minimaux.
Cette bijection est naturelle en A: il est bien connu que les constructions libres sont
naturelles, or nous nous sommes contente´s de passer de A àTΣΣ1(A).
De plus elle est naturelle en B de manie`re immédiate, puisque l’on n’a pas modifie´ la com-
posante de B dans cette e´tape.

L’ ensemble desΣΣ-exc1-morphismes deTΣΣ1(A) dansU(B) compatibles avec la relationR est en
bijection avec l’ensemble desΣΣ-exc2-morphismes deTΣΣ2(A) dans B compatibles avec la rela-
tion R.
Ceci résulte du fait que, puisqueTΣΣ2(A) est la plus petiteΣΣ-exc2-algèbre contenantTΣΣ1(A), on
peut de´duire un unique morphisme deTΣΣ2(A) dans B a` partir de chaqueΣΣ-exc1-morphisme de
TΣΣ1(A) dans U(B). L’application inverse est simplement obtenue en faisant un oubli, car
U(TΣΣ2(A)) = TΣΣ1(A) .
Le fait que cette bijection soit naturelle en A est clair car le passage deTΣΣ1(A) à TΣΣ2(A) est une
inclusion ;elle est naturelle en B pour la meˆme raison (le passage deU(B) à B est une inclu-
sion).

Enfin, l’ensemble desΣΣ-exc2-morphismes deTΣΣ2(A) dans B compatibles avec le relationR est
en bijection avec l’ensemble desΣΣ-exc2-morphismes deF(A) dans B simplement parce que
F(A) est par de´finition le quotient deTΣΣ2(A) par la plus petiteSPEC2-congruence compatible
av ec R, et que B est uneSPEC2-algèbre.
Cette bijection est naturelle en B, puisque l’on n’a pas modifie´ la composante B dans cette
dernière étape.
Elle est aussi naturelle en A parce que le diagramme suivant est toujours commutatif :

Chap. VI : Spécifications hiérarchiques



Partie B : Traitement d´exceptions - 141 -

F(A) −AG(µ) → F(A’)
⇑ ⇑

/ ≡≡R,SPEC2
/ ≡≡R,SPEC2

| |
TΣΣ2(A) −µ → TΣΣ2(A′)

La commutativité de ce diagramme re´sulte de la minimalite´ de la congruence de gauche et de
la compatibilitéde celle de droite avec SPEC2.

Ceci clôt la dé monstration de notre the´orème.

Nota :
Une démonstration beaucoup plus courte de ce the´orème se trouve dans [BBC85]. Elle utilise un
lemme puissant de la the´orie des cate´gories : le lemme de Yoneda ([McL 71], III.2 ou IV.1). Ici, la
place ne nous e´tant pas (trop) compte´e, mieux valait en faire une de´monstration “àla main”, car elle
nous permet de comprendre dans le de´tail comment est baˆtie l’adjonction entreU et F : il s’agit
essentiellement d’une construction libre (deA à TΣΣ2(A)) suivie d’un quotient par une congruence
minimale compatible a` la fois avec A et avec la spécification SPEC2. Le lemme de Yoneda, par sa
puissance, laisse ce fait dans l’ombre; et cache du meˆme coup les motivations intuitives qui ont con-
duit àce ré sultat. De plus, il utilise certains concepts spe´cifiques de la the´orie des cate´gories que nous
préfé rons écarter dans la mesure ou` nous ne les utilisons pas ailleurs.

Remarque 7 :
Le théorème précé dent nous assure que pour touteSPEC1-algèbre A, et pour touteSPEC2-algèbre B,
HomSPEC1

(A, U(B)) est en bijection naturelle avec HomSPEC2
(F(A), B).

En fait, pour les types abstraits alge´briques avec une vision initiale, un seul cas tre`s restreint de ce
résultat nous inte´resse (voir [Ber86]) : c’est la cas ou` A est l’algèbre initiale TSPEC1

, et où
B=F(TSPEC1

). Dans ce cas, le the´orème précé dent nous assure que HomSPEC1
(TSPEC1

,U(F(TSPEC1
)))

est en bijection naturelle avec HomSPEC2
(F(TSPEC1

), F(TSPEC1
)). D’autre part, le fait que F soit

adjoint à gauche au foncteur d’oubli, nous assure queF(TSPEC1
) est égal à l’algèbre initiale de

Alg(SPEC2), TSPEC2
. Si bien que l’on obtient: HomSPEC1

(TSPEC1
,U(TSPEC2

)) est en bijection
naturelle avec HomSPEC2

(TSPEC2
,TSPEC2

).
Là encore, seulement un re´sultat restreint de ce fait nous inte´resse : HomSPEC2

(TSPEC2
,TSPEC2

) con-
tient en particulier le morphisme identite´ sur TSPEC2

, qui est donc associe´ de manière unique avec un
morphisme deTSPEC1

dansU(TSPEC2
). Ce morphisme s’appelle lemorphisme d’adjonctionassocie´ à

TSPEC1
. On le note habituellementITSPEC1

:
ITSPEC1

: TSPEC1
→ U(TSPEC2

) .
Voici intuitivement pourquoi ce morphisme est important :
lorsque le foncteur de synthe`se F agit sur l’algèbre TSPEC1

, il effectue intuitivement la construction
minimale au-dessus deTSPEC1

qui permette d’enrichirTSPEC1
en accord avec la présentationPRES. Il

se trouve tout naturellement que cet enrichissement est e´gal à l’algèbre initiale de la spe´cification
SPEC2 = SPEC1 + PRES. Lorsque l’on veut “retrouver” la structure pre´dé finie après que la pre´sen-
tation PRES ait agi, on ne peut le faire que via le foncteur d’oubliU. On obtient donc la
SPEC1-algèbre U(TSPEC2

), et non laSPEC1-algèbre TSPEC1
. Cette alge`bre U(TSPEC2

) n’est pas
nécessairement isomorphe a` TSPEC1

: il se peut que la pre´sentationPRESait “abimé” TSPEC1
. C’est là

que le morphisme d’adjonction deTSPEC1
dansU(TSPEC2

) prend toute sa valeur :c’est lui qui permet
de mesurer les modifications subies parTSPEC1

au cours de cette manipulation.
On comprends ainsi l’importance d’une se´mantique posse´dant une foncteur de synthe`se adjoint à
gauche au foncteur d’oubli dans tout formalisme des types abstraits alge´briques. C’est l’adjonction
qui permet de construire ce morphismeITSPEC1

; et par voie de conse´quence, c’est elle qui permet de
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donner une se´mantiquehiérarchiqueutilisable.
Nous ferons donc largement usage de ce morphisme d’adjonctionITSPEC1

dans le chapitre suivant.
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Chapitr e VII :

Consistance hie´rarchique,

Suffisante comple´tude

Lorsque l’on spe´cifie une pre´sentation au-dessus d’une spe´cification prédé finie, on est souvent amene´
à vé rifier que cette pre´sentation “n’abime pas” la structure pre´dé finie. Cette ve´rification peut se
modéliser au moyen de deux concepts: la consistance hie´rarchiqueet lesuffisante comple´tude. Nous
avons déjà remarque´ combien ces notions sont utiles pour prouver, par exemple, qu’une imple´menta-
tion abstraite est correcte. Dans ce chapitre, nous montrons comment on peut rede´finir la consistance
hiérarchique et la suffisante comple´tude dans le cadre des exception-alge`bres. Nous ferons largement
usage de ces notions dans la partie suivante sur l’implémentation abstraite en pre´sence d’exceptions.

1. LA CONSISTANCE HIERARCHIQ UE

Rappelons que la de´finition classique de la consistance hie´rarchique signifie que deux valeurs
prédé finies ne doivent pas eˆtre amalgamées par la présentationPRES. Ceci se traduit par le fait que le
morphisme d’adjonction, deTSPEC1

dansU(TSPEC2
), doit être injectif.

Av ec traitement d’exceptions, on veut bien suˆr aussi mode´liser le fait que deux valeurs pre´dé finies
distinctes ne doivent pas eˆtre amalgamées. Par conse´quent, pour qu’une pre´sentation soit hie´rar-
chiquement consistante il faudra que le morphisme d’adjonctionITSPEC1

soit injectif. Mais cela ne suf-
fit pas.
Il ne faut pas oublier qu’une exception-alge`bre est une alge`bre classiquemunie de sous-ensembles
é tiquetés. Il nous faut donc aussi exprimer une notion de consistance vis a` vis des e´tiquetages
d’exception. Intuitivement, la notion de consistance relativement aux e´tiquettes d’exception est
claire : il ne faut pas que la pre´sentationPRES é tiquette une valeur prede´finie avec une étiquette
prédé finie (deL1∪{Ok}), alors que cette valeur n’e´tait pas e´tiquetée par elle avant (dansTSPEC1

).
Rappel :notre syntaxe ne contient aucun axiomes d’e´galité entre étiquettes, par conse´quent on ne risque pas
d’amalgamer deux e´tiquettes pre´dé finies distinctes. La seule inconsistance possible est donc bien l’ajout
d’étiquetages de valeurs pre´dé finies.

Dire que l’on n’a ajoute´ aucun étiquetage pre´dé fini à une valeur pre´dé finie s’exprime clairement
comme suit :
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Pour toute valeur x ∈ TSPEC1
, ITSPEC1

(x) est étiquetée par l dansU(TSPEC2
) seulement six

est de´jà étiquetée par l dansTSPEC1
.

Notre définition de la consistance hie´rarchique est donc exprime´e en deux points :

L’ unitéd’adjonction ITSPEC1
est injective

Pour toute e´tiquette l ∈ L1∪{Ok} , ITSPEC1
(TSPEC1,l ) = U(TSPEC2

)l

(l’inclusion ITSPEC1
(TSPEC1,l ) ⊂ U(TSPEC2

)l est toujours ve´rifiée, car ITSPEC1
est un exception-

morphisme).

Il existe un moyen tre`s court d’exprimer ceci dans le cadre de la the´orie des cate´gories, c’est la notion
demorphisme partiellement re´tractable:

Définition 21 :
Soit C une cate´gorie telle que l’image de tout objet par tout morphisme soit un objet (par exemple,
dans Alg(SPEC), l’image d’un morphismeµ: A → A′ , est une sous-alge`bre, µ(A), de A’).
Un morphisme

µ : A → A′ deC
est ditpartiellement re´tractablesi et seulement si le morphisme corestreint

µ : A → µ(A′)
posse`de un inv erse àgauche :

µ−1 : µ(A′) → A , µ−1 ο µ = Id A .

La proposition suivante nous montre en quoi les morphismes partiellement re´tractables expriment
parfaitement notre notion de consistance hie´rarchique.

Proposition 2 :
Un exception-morphismeµ: A − > A′ est partiellement re´tractable si et seulement si il estinjectif et
pour toute e´tiquette l ∈ L∪{Ok} on a :

µ(Al ) = A′l ∩ µ(A) .
(remarquons que l’inclusionµ(Al ) ⊂ A′l ∩µ(A) est toujours ve´rifiée, par définition des exception-
morphismes).

Preuve :
Il est bien connu que siµ est unΣΣ-morphisme injectif classique, alors il existe un uniqueΣΣ-mor-
phisme inverse ν de µ(A) dans A .
Par conséquent, nous devons uniquement prouver que ce morphismeν est en fait une exception-mor-
phisme. En d’autres termes, il nous faut prouver qu’il ve´rifie :

ν (µ(A)l ) ⊂ Al pour toutl ∈ L∪{Ok}
c’est-à-dire :

ν ( A′l ∩ µ(A) ) ⊂ Al pour toutl ∈ L∪{Ok}
Mais ceci est exactement e´quivallent à:

A′l ∩ µ(A) ⊂ µ(Al ) .
Ce qui prouve notre proposition.

Ainsi, on peut donner la de´finition suivante de la consistance hie´rarchique pour les exception-pre´sen-
tations :

Définition 22 :
Une présentationPRESau-dessus de l’exception-spe´cification SPEC1 est ditehiérarchiquement con-
sistantesi et seulement si le morphisme d’adjonctionITSPEC1

est partiellement re´tractable dans
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Alg(SPEC1).

Exemple 16 :
La présentation des tableauxARRAY au-dessus des entiers naturels borne´s et des boole´ens
(NAT+BOOL) (exemple 14) est hie´rarchiquement consistante. En effet :

Le morphisme d’adjonctionI {crash}∪N∪{True,False} est injectif car la pre´sentation ARRAY
n’amalgame jamais deux entiers naturels ou boole´ens distincts.

La présentationARRAYn’ajoute aucun e´tiquetage avec des étiquettes pre´dé finies carLbl-Ax
ne concerne que les e´tiquettesNEGATIVE-RANGE, RANGE-TOO-LARGEet NOT-INITIAL-
IZED, et non pas celles deNAT ; et de plus, en ce qui concerne l’e´tiquetteOk, la présentation
ARRAYn’ajoute aucune formeOk de sorteNAT ou BOOL, donc elle n’ajoute aucune valeur
Okprédé finie.

Par contre, si l’on avait ajoutéun axiome d’étiquetage tel que :
n > Maxrange = True ==> n ∈ TOO-LARGE-NUMBER

alors la pre´sentationARRAYn’aurait plus e´té hiérarchiquement consistante, car tous les entiers deN
compris entreMaxrangeet Maxint deviendraient e´tiquetés par TOO-LARGE-NUMBERalors qu’ils
ne l’étaient pas avant (rappelons que l’on suppose queMaxrangeest plus petit queMaxint ; en fait,
dans le cas oùMaxrange≥Maxint, la présentation reste consistante).

Il nous reste maintenant a` traiter la suffisante comple´tude.

2. LA SUFFISANTE COMPLETUDE

Dans le cas classique (sans traitement d’exceptions), la suffisante comple´tude signifie que la pre´senta-
tion PRES n’ajoute aucune nouvelle valeur dans les sortes pre´dé finies. Elle s’exprime donc par la
surjectivitédu morphisme d’adjonctionITSPEC1

deTSPEC1
dansU(TSPEC2

).
Dans le cas avec traitement d’exceptions, cette condition est un peu trop forte. En effet, si l’on con-
sidère l’exemple de la pre´sentationARRAYau-dessus deNAT+BOOL, on s’aperc,oit que de nouvelles
valeurs ont e´té ajoutées dans les sortes pre´dé finies :par exemple les valeurs de sorteNAT obtenues
par un acce`s àune place non-initialise´e d’un tableau ne sont pas des valeurs de {crash}∪N ; ce sont
de nouvelles valeurs (errone´es).
Il est pourtant clairement ne´cessaire de pouvoir faire de tels ajouts de valeurs errone´es dans les sortes
prédé finies. En effet, on ne peut pas imposer, lors de la spe´cification deSPEC1, de prévoir toutesles
valeurs errone´es qui peuvent eˆtre ajoutées lors d’enrichissements ulte´rieurs quelconques.
Par conséquent, il faut de´finir la suffisante comple´tude avec traitement d’exceptions de telle manie`re
que les ajouts de valeurs errone´es soient autorise´s. Là où la suffisante comple´tude doit eˆtre remise en
cause, c’est seulement dans le cas ou` l’on ajoute des valeurs qui ne sont pas errone´es.
Rappelons que les valeurs errone´es sont définies àpartir des e´tiquettes d’exception : une valeur
é tiquetée crée une erreur, sauf si elle estOk (i.e. récupéré e) ;  et les erreurs se propagent implicite-
ment, sauf en cas de re´cupération. Ainsi, on constate que la non-suffisante comple´tude résultera d’un
manque de de´claration d’étiquettes d’exception. Ceci semble raisonnable car les e´tiquettes d’excep-
tion modélisent des “diagnostics d’erreur”, par conse´quent, une pre´sentation ne sera pas suffisamment
complète si l’on ajoute des valeurs dans les sortes pre´dé finies pour lesquelles on n’a pre´vu aucun
diagnostic d’erreur.

La suffisante comple´tude doit donc eˆtre définie comme suit :
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Une présentation sera suffisamment comple`te si et seulement si l’image du morphisme
d’adjonction contient toutes les valeurs non-errone´es deU(TSPEC2

). Ce qui signifie bien que la
présentationPRESne peut ajouter que des valeurs errone´es dans les sortes pre´dé finies.

C’est exactement ce que traduit la de´finition suivante :

Définition 23 :
Une présentationPRESau-dessus de l’exception-spe´cification SPEC1 est ditesuffisamment comple`te
si et seulement si le morphisme d’adjonctionITSPEC1

satisfait la condition suivante :
U [ TSPEC2

− TSPEC2,err ] ⊂ ITSPEC1
(TSPEC1

) .
(où SPEC2 = SPEC1 + PRES)

Nota :
Ceci signifie exactement que la partie deTSPEC2

relative aux sortes pre´dé finies ne peut contenir que
des valeurserronées en plus des valeurs que contenait de´jàTSPEC1

.
Lorsque l’on e´crit “U [ TSPEC2

− TSPEC2,err ]” , on fait un abus de langage carTSPEC2
− TSPEC2,err

n’est pas une exception-alge`bre (c’est seulement un sous-ensemble deTSPEC2
), or nous avons défini

U comme un foncteur (il doit donc s’appliquer a` des exception-alge`bres en toute rigueur). Comme on
s’en doute bien, “U [ TSPEC2

− TSPEC2,err ]” est en fait un abus de notation pour: “ la partie de
[TSPEC2

− TSPEC2,err ] relative aux sortes deSPEC1”.

Exemple 17 :
La présentation des tableauxARRAY au-dessus des entiers naturels borne´s et des boole´ens
(NAT+BOOL) (exemple 14)est suffisamment comple`te. En effet, les seules valeurs de sorteNAT
ajoutées par ARRAYsont issues d’un acce`s àun tableau dans l’un des cas suivants (cf. exemple 15) :

un acce`s àun rang ne´gatif, auquel cas cette valeur re´pond àl’étiquette d’exceptionNEGA-
TIVE-RANGE(et de toute fac,on, cette valeur est de´jà erronée par le seul fait qu’elle re´sulte
d’un surterme d’une valeur ne´gative erronée)

un acce`s àun rang supe´rieur àMaxrange, auquel cas cette valeur répond àl’étiquette d’excep-
tion RANGE-TOO-LARGE, et est donc errone´e

un acce`s à un rang qui n’a pas e´té initialise, auquel cas cette valeur re´pond à l’étiquette
d’exceptionNOT-INITIALIZED, et est donc errone´e

enfin toutes les propagations issues des valeurs pre´cé dentes, qui sont donc des valeurs
erronées par propagation implicite des erreurs.

On peut ajouter a` cette énumération toutes les valeurs boole´ennes issues des ope´rations “eq?” et “<”
appliquées aux valeurs errone´es entières précé dentes. Ces valeurs sont elles aussi errone´es par propa-
gation implicite des erreurs.
Donc la pre´sentationARRAYdonnée en exemple 14 est suffisamment comple`te.
Il n’en aurait pas e´té de mê me si l’on avait omis les axiomes d’e´tiquetage relatifs aux e´tiquettes
RANGE-TOO-LARGEou NOT-INITIALIZED. En effet, les valeurs issues de tels acce`s ne seraient
alors niOk (car les axiomes ne leurs donnent aucune formeOk) ni erronées (car elles ne rencontrent
aucun e´tiquetage d’exception dans leur histoire). Dans ce cas, la pre´sentation n’aurait pas e´té suff-
isamment comple`te.
On remarque que rien n’est impose´ à propos des e´tiquettes d’exception associe´es aux valeurs
erronées de type tableaux. On y reviendra.
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Nous sommes maintenant aptes a` dé finir ce qu’est une pre´sentation “correcte”. On les nomme
usuellement les pre´sentationspersistantes:

Définition 24 :
Une présentationPRESau-dessus de l’exception-spe´cification SPEC1 est ditepersistantesi et seule-
ment si elle est a` la fois hiérarchiquement consistante et suffisamment comple`te.

3. SUFFISANTE COMPLETUDE ’GLOB ALE’

On remarque que lors de la preuve de la suffisante comple´tude deARRAYau-dessus deNAT+BOOL,
rien n’impose de fournir une e´tiquette d’exception aux tableaux qui ne sont pasOk. Par exemple, on
pourrait n’associer aucune e´tiquette d’exception aux tableaux ayant subit une affectation hors des
rangs [0..Maxrange] ;  ceci ne nuirait pas ne´cessairement a` la suffisante comple´tude de la pre´sentation
ARRAY(dans le cas ou l’on re´cupère les entiers issus d’acce`s “valides” dans ces tableaux).
On constate donc que le fait d’associer “suffisamment d’e´tiquettes d’exception” a` des valeurs excep-
tionnelles de sorte non-pre´dé finie n’est pas du ressort de la suffisante comple´tude telle que nous
l’avons définie (c’est bien naturel, car ce qui nous inte´ressait e´tait de ne pas “abimer” les sortes
prédé finies ; les sortes dePRESn’ont aucun roˆle àjouer àce niv eau).

La même remarque s’applique a` des cas aussi simples que la spe´cification des entiers borne´s (sans
aucune notion de pre´sentation cette fois). La question qui se pose est la suivante :
Lorsque l’on e´crit une exception-spe´cification, a-t’on spe´cifié suffisamment d’e´tiquettes d’exception ?
Par exemple, ayant de´claré (au moyen deOk-Frm ) que les formesOk correspondent a` [0..Maxint],
rien ne nous obligeait a` spécifier que les valeurs plus grandes queMaxint répondent a` l’étiquette
TOO-LARGE-NUMBER. Dè s lors, des valeurs telles quesucc(Maxint) ne seraient niOk
(puisqu’associe´es àaucune formeOk) ni erronée (car elles ne rencontrent aucune e´tiquette d’excep-
tion dans leur histoire). Ces valeurs sontincomplètement spe´cifiées.

On remarque donc que l’on peut de´finir une notion de suffisante comple´tude hors de toute pre´occupa-
tion hiérarchique. On peut de´finir une notion de suffisante comple´tude de manie`re interne a` une
exception-spe´cification.
Ce que l’on veut mode´liser, c’est le fait que l’algèbre initialeTSPEC associe´e àune exception-spe´cifi-
cationSPECne contienne aucune valeur incomple`tement spe´cifiée ;c’est-à-dire aucune valeur qui ne
soit niOkni erronée. Nous appellerons ceci la suffisante comple´tute “globale” :

Définition 25 :
Une exception-spe´cification SPEC sera diteglobalement suffisamment comple`te si et seulement si
son exception-alge`bre initiale vérifie :

TSPEC,Ok ∪ TSPEC,err = TSPEC .
Ce qui traduit exactement le fait que toute valeur deTSPEC est soitOksoit errone´e.
Remarquons queTSPEC,Ok et TSPEC,err sont toujours disjointes, par de´finition de TSPEC,err .
Lorsqu’une exception-spe´cification est globalement suffisamment comple`te, on retrouve la partition
en valeursOket errone´es des précé dents formalismes (de´crits dans le chapitre I, section 3).

Bien que ce point ne soit pas encore e´tudié (par manque de temps), il doit eˆtre possible de formaliser
une notion de “spe´cification gracieuse” pour laquelle la suffisante comple´tude globale soit assure´e.
Par exemple, en ce qui concerne la spe´cification de l’opération pred, on est assure´ qu’elle est
complètement spe´cifiée lorsque l’on e´crit simplement :

pred(succ(n)) = n (dansOk-Ax )
puis :
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pred(0) ∈ NEGATIVE-VALUE (dansLbl-Ax )
parce que tous les cas d’application de l’ope´ration pred qui peuvent cre´er une nouvelle erreur (ici
appliquée à0) ré pondent a` un message d’erreur (iciNEGATIVE-VALUE). Or on constate que l’on a
en fait suivi une me´thode de de´rivation par rapport aux constructeurs deNAT (0 et succ) ;  ce qui
relève des techniques de´veloppées pour les pre´sentations gracieuses [Bid 82].

Le résultat suivant prouve que pour construire une exception-spe´cification globalement suffisamment
complète, il suffit d’écrire d’abord une spe´cification globalement suffisamment comple`te ne contenant
que les constructeurs du type, puis de l’enrichir avec les autres ope´rations au moyen de pre´sentations
persistantes.

Proposition 3 :
Soit PRES une présentation au-dessus de l’exception-spe´cification SPEC1, et soit
SPEC2 = SPEC1 + PRES.
Si :

SPEC1 est globalement suffisamment comple`te

l’ensemble des sortes dePRES est vide (i.e.PRES se contente d’enrichir l’ensemble des
opérations agissant sur les sortes pre´dé finies)

PRESest persistante.

alors SPEC2 est globalement suffisamment comple`te.

Preuve :
Du fait quePRESne contient aucune nouvelle sorte, l’oubliU est simplement l’identite´ sur les sup-
ports deTSPEC2

. Par conse´quent, la consistance hie´rarchique dePRESs’écrit :
ITSPEC1

: TSPEC1
→ TSPEC2

est partiellement re´tractable
PuisqueITSPEC1

n’est qu’une inclusion, cela implique que pour toute e´tiquettel deL1∪{Ok}, on a :
(1) TSPEC2,l ∩ TSPEC1

= TSPEC1,l

La suffisante comple´tude dePRESs’ecrit alors :
(2) TSPEC2

− TSPEC2,err ⊂ TSPEC1

Et le fait queSPEC1 soit globalement suffisamment comple`te s’écrit :
(3) TSPEC1,Ok ∪ TSPEC1,err = TSPEC1

Par construction des valeurs errone´es d’une exception-alge`bre, aucune valeur n’est a` la fois Ok et
erronée. Par conse´quent, on de´duit de (2) :

(4) TSPEC2,Ok ⊂ TSPEC1

On déduit alors de (4) et de (1) applique´e àl=Ok :
(5) TSPEC2,Ok = TSPEC1,Ok

On remarque alors que, par construction de l’ensemble des valeurs errone´es d’une exception-alge`bre
(Aerr ), il est croissant avec les Al i

où l i parcourtL et décroissant avec AOk. En particulier, on dé duit
de (5) et de (1) (avec A=TSPEC1

) :
(6) TSPEC1,err ⊂ TSPEC2,err

De (6) et de (2) il vient :
(7) TSPEC2

− TSPEC2,err ⊂ TSPEC1
− TSPEC1,err

(3) implique alors
(8) TSPEC2

− TSPEC2,err ⊂ TSPEC1,Ok

et par (5) il re´sulte que :
(9) TSPEC2

− TSPEC2,err ⊂ TSPEC2,Ok

Ce qui s’écrit encore
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TSPEC2
⊂ TSPEC2,Ok ∪ TSPEC2,err

Ce qui signifie queSPEC2 est globalement suffisamment comple`te.
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Chapitr e VIII :

Les algèbres

post-initiales

Nous allons voir dans ce chapitre que meˆme en suivant une approche initiale (comme nous le faisons
dans cette partie B), l’alge`bre initiale associe´e àune exception-spe´cification SPEC (TSPEC) ne con-
vient pas toujours pour caracte´riser la se´mantique deSPEC. Une sous-classe le´gè rement e´largie de
Alg(SPEC) constitue souvent un choix plus judicieux: nous la nommerons la sous-classe des excep-
tion-algèbrespost-initiales.

1. MOTIVATION

Considérons une exception-spe´cification SPEC. Nous avons remarque´ durant le chapitre pre´cé dent
qu’étant donne´e une présentationpersistantequelconquePRES au-dessus deSPEC, l’action de
PRES sur l’algèbre initiale TSPEC n’est pas nulle. En effet, nous savons quePRES peut ajouter de
nouvelles valeurs errone´es dans les sortes deSPEC: l’oubli de la (SPEC+PRES)-algèbre initiale,
USPEC(TPRES), contient alorsTSPEC mais ne lui est pas isomorphe.

Il en résulte le fait suivant : si l’on définit successivement deux pre´sentations persistantesPRES1 et
PRES2 au-dessus deSPEC, rien ne prouve que PRES2 (par exemple) soit encore persistante au-
dessus deUSPEC(TPRES1

) .  Ceci résulte clairement du fait queUSPEC(TPRES1
) n’est pas isomorphe a`

TSPEC, et que la persistance dePRES2 n’est définie que par rapport àTSPEC .

Pourtant, il arrive souvent que l’on doive considérer successivement deux pre´sentations persistantes
au-dessus de la meˆme spécification prédé finie. C’est par exemple le cas pour l’imple´mentation (par-
ties A et Cde cette the`se) : on conside`re d’une part la pre´sentation “résidante”PRES0 et d’autre part
la présentation a` implémenterPRES1 .
Rappelons que la correction d’une imple´mentation repose essentiellement sur laconsistance hie´rar-
chiqueet lasuffisante comple´tude. De telles notions uniquement de´finies par rapport a` l’algèbre ini-
tiale ne suffisent donc pas dans le cas d’une imple´mentation avec traitement d’exceptions, puisque
contrairement au cas sans traitement d’exceptions,USPEC(TPRES0

) n’est pas isomorphe a` l’algèbre ini-
tialeTSPEC .
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On conc,oit donc aise´ment que l’ensemble des alge`bres de la formeUSPEC(TPRES) (où PRESest une
présentation persistante quelconque) est d’un inte´rê t majeur. Nous allons maintenant nous attacher a`
caracte´riser ces exception-alge`bres particulie`res.

2. CARACTERISATION

Soit SPEC une exception-spe´cification. Nous allons conside´rer toutes les pre´sentations persistantes
PRES au-dessus deSPEC. Notre but est d’e´numérer les proprie´té s des exception-alge`bres
USPEC(TPRES) que l’on peut de´duire du fait que les pre´sentationsPRESsont persistantes, c’est-a`-dire
suffisamment comple`tesethiérarchiquement consistantes, au-dessus deSPEC.

La consistance hie´rarchique dePRESau-dessus deSPECsignifie que le morphisme d’adjonction
TSPEC → USPEC(TPRES)

estpartiellement re´tractable.
La consistance hie´rarchique signifie donc queTSPEC est une sous-alge`bre “pleine” deUSPEC(TPRES)
(rappelons en effet que dans une cate´gorie, les objets ne sont de´finis qu’àisomorphisme pre`s). Ceci
signifie que d’une partTSPEC est incluse dansUSPEC(TPRES) ,  et d’autre part pour chaque e´tiquette
l ∈ L∪{Ok} TSPEC,l est égal àUSPEC(TPRES)l ∩ TSPEC .

La suffisante comple´tude dePRESsignifie alors que
USPEC[ TPRES− TPRES,err ] ⊂ TSPEC .

c’est-à-dire que toutes les valeurs non errone´es de TPRES , de sorte prédé finie, sont e´lé ment deTSPEC
(PRESn’ajoute aucune valeur non errone´e).
Rappelons que nous e´tudions les alge`bres de la formeUSPEC(TPRES) pour des pre´sentations persis-
tantesquelconquesPRES; c’est-à-dire que le contenu des pre´sentationsPRESn’est pas connu a pri-
ori. En particulier, nous ne pouvons pas de´terminer exactement quelles sont les valeurs errone´es de
TPRES car l’application du foncteur d’oubli ne pre´serve pasTPRES,err .
La seule chose que nous sachions (cf. chapitre IV, section 2) c’est que

TPRES,err ∩ TPRES,Ok = ∅
d’où l’on peut alors de´duire :

USPEC( TPRES,Ok ) ⊂ TSPEC
c’est-à-dire (car le foncteur d’oubli pre´serve l’étiquetteOk) :

USPEC(TPRES)Ok ⊂ TSPEC .

Nous venons donc de de´montrer que les alge`bres “intéressantes” sont les alge`bres telles que le mor-
phisme d’adjonction

TSPEC → USPEC(TPRES)
est partiellement re´tractable, et telles que la partieOkvérifie

USPEC(TPRES)Ok ⊂ TSPEC .
Nous nommerons cette classe d’alge`bres les exception-alge`brespost-initiales.

Définition 26 :
Etant donne´e une exception-spe´cification SPEC, une exception-alge`bre post-initialeest uneSPEC-
algèbre, A ∈ Alg(SPEC), telle que :

le morphisme initial
init : TSPEC → A

estpartiellement re´tractable
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la partieOkvérifie :
AOk ⊂ init (TSPEC)

Ceci signifie exactement que la partie finiment ge´né ré ede A estisomorphe a` l’algèbre initiale, et
que AOk est incluse dans cette partie finiment ge´né ré e.

Proposition 4 :
Si A estuneSPEC-algèbre post-initiale alors :

AOk = init (TSPEC,Ok)

Preuve :
Par dé finition : AOk ⊂ init (TSPEC) ; et init é tant un morphisme partiellement re´tractable :

init (TSPEC,Ok) = AOk ∩ init (TSPEC)
d’où la conclusion.

3. LES PRESENTATIONS STABLES

3.1. LESINSUFFISANCES DE L’ADJONCTION

Etant donne´e une exception-spe´cification SPEC, nous venons d’e´tablir que, meˆme en suivant une
approche re´solument initiale, l’alge`bre initiale seule ne suffit pas a` caractériser la se´mantique associe´e
à la spécification SPEC. Nous devons conside´rer la sous-cate´gorie de Alg(SPEC) formée desSPEC-
algèbres post-initiales.

Lorsque l’on conside`re l’approche hie´rarchique dans le cas sans traitement d’exceptions, la proprie´té
d’adjonctionentre les foncteurs d’oubliUSPEC et de synthe`se FPRES (associe´s à une présentation
PRES au-dessus deSPEC) implique en particulier queFPRES(TSPEC) = TPRES . Ceci signifie que le
foncteurFPRES conserve les alge`bres initiales. Par contre, le foncteur d’oubliUSPEC ne conserve pas
les alge`bres initiales en ge´né ral : USPEC(TPRES) n’est pas isomorphe a` TSPEC en géné ral. La propriété
de persistanceest exactement conc,ue dans ce but : USPEC(TPRES) est isomorphe a` TSPEC si et seule-
ment si la pre´sentationPRESest persistante.

Dans le cas avec traitement d’exceptions, si nous voulons maintenant une approche hie´rarchique
compatible avec toutes les alge`bres post-initiales, les proprie´té s intéressantes requises pour une
présentation persistante deviennent clairement les suivantes :

Pour touteSPEC-algèbre post-initiale A,FPRES(A) doit être une (SPEC+PRES)-algèbre
post-initiale.

Pour toute (SPEC+PRES)-algèbre post-initiale B,USPEC(B) doit être uneSPEC-algèbre
post-initiale.

De la même fac,on que dans la cas sans traitement d’exceptions, la seconde proprie´té sera assure´e par
une notion de persistance (la persistanceforte). Par contre, la premie`re propriété , qui était automa-
tiquement satisfaite pour l’alge`bre initiale par adjonction, n’est pas satisfaite pour toutes les alge`bres
post-initiales (des contre-exemples sont donne´s dans les sections suivantes).
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3.2. LA STABILITE

Une exception-pre´sentationPRES sera ditestablesi le foncteur de synthe`se préserve les alge`bres
post-initiales. D’apre`s la dé finition des exception-alge`bres post-initiales, nous pouvons de´composer la
stabilitéen deux propriété sd’une manie`re similaire à la dé compositioncomplétude/consistancepour
la persistance (qui concerne quant a` elle le foncteur d’oubli).

Définition 27 :
Une présentationPRES au-dessus d’une exception-spe´cification SPEC est diteOk-comple`te si et
seulement si pour touteSPEC-algèbre post-initiale A, la partie Ok de FPRES(A) est
(ΣΣSPEC + ΣΣPRES)-finiment géné ré e.

Voici un exemple de pre´sentation persistante qui, pourtant, n’est pasOk-complète.

Exemple 18 :
Considérons la spe´cification SPEC=NAT (non borne´e, avec les ope´rations0 et succ). Conside´rons la
présentation “TAS” avec les ope´rations

vide : → TAS
entasse : NAT TAS → TAS

av ec la dé claration de formesOksuivante :

vide ∈ Ok -Frm
t ∈ Ok -Frm ==> entasse(x,t)∈ Ok -Frm

et aucun axiome.
Cette pre´sentation est clairement persistante au-dessus deNAT (aucune ope´ration de cible dansNAT
et aucun axiome). Pourtant, elle n’est pasOk-complète. Pour le constater, il suffit de conside´rer la
NAT-algèbre Z, munie deZOk=N . Elle est non-finiment ge´né ré e(les valeurs ne´gatives ne sont pas
atteintes par les ope´rations deSPEC), mais elle est post-initiale car sa partie finiment ge´né ré eest
é gale àN et contientZOk . D’après les de´clarations de formesOk, FTAS(Z) contient en particulier la
valeur Ok entasse(-1,vide)qui n’est pas finiment ge´né ré e.

Il est clair que l’on peut reme´dier à ce dé sagrément en remplac,ant la seconde de´claration de formes
Okpar :

x ∈ Ok -Frm ......... t ∈ Ok -Frm ==> entasse(x, t) ∈ Ok -Frm
C’est ce qu’exprime le the´orème suivant, qui prouve que l’Ok-complétude est syntaxiquement tre`s
facile àobtenir.

Théorème 6 :
Pour quePRESsoitOk-complète, il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

pour toute de´claration élé mentaire deOk-Frm PRES :

t1 ∈ Ok -Frm ......... . . . ......... tm ∈ Ok -Frm

......... x1 ∈ l1 ......... . . . ......... xn ∈ l n

......... v1 = w1 ......... . . . ......... vp = wp







==> t ∈ Ok -Frm

toute variable apparaissant danst doit apparaitre dans l’un au moins desti

aucun axiome d’e´tiquetage deLbl-Ax PRES ne conclut sur l’e´tiquetteOk.
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Preuve :
Soit A uneSPEC-algèbre post-initiale quelconque. Re´cursivement, par construction minimale du
foncteur de synthe`se FPRES , tous les termesOk de TΣΣ(A) sont élé ments deTΣΣSPEC+PRES(AOk) . De plus,
puisqueLbl-Ax PRES ne contient aucun axiome relatif a` l’étiquetteOk, une valeur deFPRES(A) estOk
si et seulement si elle contient unOk-terme dans sa classe. La conclusion re´sulte donc du fait queAOk

est finiment ge´né ré lorsque A est post-initiale.

Bien que ce the´orème ne fournisse qu’une conditionsuffisantepour assurer l’Ok-complétude, cette
condition est toujours satisfaite en pratique. En particulier tous les exemples d’exception-pre´sentation
fournis dans cette the`se sontOk-complets.
Remarquons que l’Ok-complétude n’impose pas queFPRES(A)Ok soit rétractable surTPRES,Ok ; cette
propriété sera impliquée par la “post-re´tractabilité” :

Définition 28 :
Une présentationPRESau-dessus d’une exception-spe´cification SPECest ditepost-rétractablesi et
seulement si pour touteSPEC-algèbre post-initiale A, le morphisme initial

Init FPRES(A) : TPRES → FPRES(A)
est partiellement re´tractable.

Voici un exemple de pre´sentation persistante qui n’est pas post-re´tractable.

Exemple 19 :
Reprenons la pre´sentationTASde l’exemple précé dent, et ajoutons lui l’axiome ge´né ralisésuivant :

succ(n) = 0 ==> entasse(x,vide) = vide
Du fait queTNAT+TAS ne contient aucune valeur ne´gative dans la sorteNAT, TNAT+TAS n’est autre
qu’une structure de piles d’entiers (mais sans ope´rations d’acce`s aux piles). Conside´rons de nouveau
la NAT-algèbre post-initialeZ av ec ZOk=N . La (NAT+TAS)-algèbre FTAS(Z) vé rifie succ(-1)=0; si
bien que notre axiome s’applique, etFTAS(Z) est réduit à { vide} dans la sorteTAS. Il en ré sulte que
cette pre´sentation n’est pas post-re´tractable.
Elle est pourtant persistante car, ne contenant aucune ope´ration de cible dansNAT, elle ne peut
induire aucune inconsistance ou incomple´tude dansNAT.

Contrairement a` l’Ok-complétude, il semble difficile de fournir des conditions suffisantes simples
pour la post-re´tractabilité. Par exemple, imposer que toute variable des pre´misses apparaisse aussi
dans la conclusion des axiomes ne re´sout rien: on peut obtenir la meˆme inconsistance en remplac,ant
l’axiome :

succ(n) = 0 ==> entasse(x,vide) = vide
par :

succ(n) = 0 ==> entasse(n,entasse(x,vide)) = vide
et en ajoutant une ope´ration “detasse” avec :

detasse(entasse(x,t)) = t
detasse(vide) = vide

L’ algèbre initiale sera encore une structure de piles car elle ne contient aucune valeur négative, tandis
queFTAS(Z) est réduite à{ vide} dans la sorteTAS.
Imposer que toute variable de la conclusion apparaisse dans les pre´misses ne re´sout pas plus la ques-
tion ; il suffit par exemple d’ajouter une tautologie dans les pre´misses :

succ(n)=0......... succ(x)=x+1 ==> entasse(x,vide) = vide

De plus, les raisonnements par induction structurelle ne peuvent pas eˆtre utilisés puisque les alge`bres
post-initiales ne sont pas finiment ge´né ré es. Par contre, les raisonnements de type “remplacement
d’égal par égal” restent valides.
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Posons maintenant la de´finition de stabilite´ :

Définition 29 :
Une présentationPRESau-dessus de l’exception-spe´cification SPECest ditestablesi et seulement si
elle estOk-complète et post-rétractable.

Proposition 5 :
PRES est stable au-dessus deSPEC si et seulement si pour touteSPEC-algèbre post-initiale A,
FPRES(A) est une (SPEC+PRES)-algèbre post-initiale.
(résulte directement des de´finitions)

La stabilitédes alge`bres post-initiales via le foncteur de synthe`se FPRES é tant assure´e par la propriété
de stabilité, nous allons maintenant e´tudier la stabilite´ des alge`bres post-initiales via le foncteur
d’oubli : la persistance forte (suffisante comple´tude forte et consistance hie´rarchique forte).

4. LA COMPLETUDE SUFFISANTE FORTE

Définition 30 :
Une présentationPRES au-dessus de l’exception-spe´cification SPEC est ditefortement comple`te si
et seulement si elle estsuffisamment comple`teetstable.

Remarquons que par de´finition même, la comple´tude suffisante forte implique la comple´tude suff-
isante.

La stabilitéassure que le foncteur de synthe`se FPRES préserve les alge`bres post-initiales; et rappelons
que la suffisante comple´tude signifie que toute nouvelle valeur ajoute´e par PRES à l’algèbre initiale
TSPEC est errone´e. Soulignons que la suffisante comple´tude ne concerne a priori que l’alge`bre ini-
tiale ; néanmoins nous avons le résultat suivant :

Théorème 7 :
Si PRESest fortement comple`te au-dessus deSPECalors pour touteSPEC-algèbre post-initiale A,
la partieOk deUSPEC(FPRES(A)) estΣΣSPEC-finiment géné ré .Mieux : USPEC(FPRES(A))Ok est égal à
l’image deTSPEC,Ok par le morphisme initial.

Preuve :
La stabilité assure que FPRES(A)Ok est égal à Init FPRES(A)(TPRES,Ok) .  Il en ré sulte que
USPEC(FPRES(A)Ok) est égal àl’image deUSPEC(TPRES,Ok) par le morphisme

U(Init ) : USPEC(TPRES) → USPEC(FPRES(A)) .
Or la suffisante comple´tude s’écrit :

USPEC( TPRES− TPRES,err ) ⊂ ITSPEC
(TSPEC)

et du fait que les valeurs errone´es ne sont pasOkelle implique :
USPEC( TPRES,Ok ) ⊂ ITSPEC

(TSPEC)
ITSPEC

é tant un exception-morphisme, il vient :
USPEC( TPRES,Ok ) = ITSPEC

(TSPEC,Ok)
Par composition des exception-morphismes, la conclusion est acquise :

USPEC(FPRES(A)Ok) = InitUSPEC(FPRES(A))(TSPEC,Ok)
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5. LA CONSISTANCE HIERARCHIQUE FOR TE

Définition 31 :
Etant donne´e une exception-spe´cification SPEC, une exception-pre´sentation PRES au-dessus de
SPEC est ditefortement consistantesi et seulement si pour touteSPEC-algèbre post-initiale A ,  le
morphisme d’adjonction

IA : A → USPEC(FPRES(A))
est partiellement re´tractable.

Remarquons que cette de´finition est la meˆme que celle de la consistance hie´rarchique a` ceci près
qu’elle concerne toutes les alge`bres post-initiales, et pas seulement l’alge`bre initiale.
Il est clair que l’alge`bre initiale TSPEC est elle meˆme une alge`bre post-initiale, par conse´quent la
proposition suivante est imme´diate :

Proposition 6 :
Si une pre´sentation est fortement consistante alors elle est consistante.

Par ailleurs, les pre´sentations fortement consistantes pre´servent la rétractabilitédes alge`bres post-ini-
tiales.

Théorème 8 :
Si PRESest une pre´sentation fortement hie´rarchiquement consistante au-dessus deSPEC, alors pour
touteSPEC-algèbre post-initiale A, le morphisme initial

InitUSPEC(FPRES(A)) : TSPEC → USPEC(FPRES(A))
est partiellement re´tractable.

Preuve :
La consistance forte assure que le morphisme d’adjonction

I A : A → USPEC(FPRES(A))
est partiellement re´tractable ; et la post-initialite´ de A implique que

init A : TSPEC → A
est partiellement re´tractable. La conclusion re´sulte donc du fait que le compose´e de deux morphismes
partiellement re´tractables est encore partiellement re´tractable.

Voici maintenant un exemple de pre´sentation consistante qui n’est pas fortement consistante.

Exemple 20 :
Considérons la specificationSPEC=NAT+BOOL munie des ope´rations true, false, 0  et succ
habituelles, la de´claration de formesOksuivante :

true ∈ Ok -Frm
false ∈ Ok -Frm

0 ∈ Ok -Frm
n ∈ Ok -Frm ==> succ(n) ∈ Ok -Frm

les ensembles d’axiomesOk-Ax , Lbl-Ax etGen-Ax vides.
L’ algèbre initialeTSPEC est égale àN∪{true,false}, et NOk=N∪{true,false}.
Considérons maintenant la pre´sentationPRES au-dessus deNAT n’ajoutant aucune sorte, ajoutant
l’opération eq?(_ ,_ ), dé finie par les axiomesgéné ralisés (Gen-Ax) suivants :

eq?(0,0) = true
eq?(0,succ(n)) = false
eq?(succ(m),0) = true

eq?(succ(m),succ(n)) = eq?(m,n)
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Cette pre´sentation est clairement hie´rarchiquement consistante; par contre elle n’est pasfortement
hiérarchiquement consistante. En effet, spécifier l’opération eq?(_ ,_ ) au moyen d’axiomes
géné ralisés n’est pas judicieux; il est clair que ces axiomes spe´cifient les cas “normaux” (c’est-a`-dire
les casOk) et qu’il ne devraient pas s’appliquer aux cas exceptionnels ou errone´s.
Pour constater que cette pre´sentation n’est pas fortement consistante, il suffit de conside´rer la
NAT+BOOL-algèbre Z∪{true,false} munie deZOk=N∪{true,false}.
Du fait que eq?(_ ,_ )est spe´cifiée par des axiomes ge´né ralisés, ceux-ci s’appliquent aussi aux
valeurs non-Oket l’on obtient l’inconsistance suivante dansZ :

true = eq?(0,0) = eq?(0,succ(-1)) = false

Il est clair que si l’ope´ration eq?(_ ,_ )avait été spécifiée par desOk-axiomes alorsPRESaurait été
fortement consistante car d’une part lesOk-axiomes ne s’appliquent qu’aux termesOk, et d’autre part
la partieOkde toute alge`bre post-initiale est isomorphe àN∪{true,false}.

On constate donc que la consistance hie´rarchique forte est un crite`re très utile, plus se´lectif que la
seule consistance hie´rarchique, et qui permet des spe´cifications mieux structure´es. L’usage des excep-
tion-algèbres post-initiales est donc crucial.

6. LA PERSISTANCE FORTE

Définition 32 :
Etant donne´e une exception-spe´cification SPEC, une exception-pre´sentation PRES au-dessus de
SPEC est ditefortement persistantesi et seulement si elle est fortement comple`te et fortement con-
sistante.

Rappelant que d’une part la comple´tude forte implique la comple´tude, et d’autre part la consistance
forte implique la consistance, il en re´sulte que la persistance forte implique la persistance.

Remarquons que, par de´finition de la comple´tude forte, une exception-pre´sentation est fortement per-
sistante si et seulement si elle est suffisamment comple`te, stable, et fortement consistante.

La persistance forte permet de baˆtir des spe´cifications structure´es ayant un comportement “sain”,
comme l’attestent les re´sultats divers énoncés ci-dessous :

Lemme 7 :
Les foncteurs d’oubli conservent toujoursles morphismes partiellement re´tractables. Ce qui s’e´nonce
encore : pour toute pre´sentationPRESau-dessus deSPEC, si µ

µ : B → B′
est un (SPEC+PRES)-morphisme partiellement re´tractable, alorsUSPEC(µ)

USPEC(µ) : USPEC(B) → USPEC(B′)
est encore unSPEC-morphisme partiellement re´tractable.
(Résulte immédiatement des de´finitions)

Théorème 9 :
Si PRES est une exception-pre´sentation fortement persistante au-dessus deSPEC alors l’oubli de
toute (SPEC+PRES)-algèbre post-initiale est encore uneSPEC-algèbre post-initiale.

Preuve :
Soit B une (SPEC+PRES)-algèbre post-initiale. Ceci signifie queBOk estΣΣ(SPEC+PRES)-finiment
géné ré et que le morphisme initial :

TPRES → B
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est partiellement re´tractable.
Prouvons d’abord queUSPEC(B)Ok estΣΣ(SPEC)-finiment géné ré .Du fait queBOk est finiment ge´né ré
et que la partie finiment ge´né ré ede B est isomorphe a` TPRES , il r é sulte queUSPEC(B)Ok est isomor-
phe àUSPEC(TPRES,Ok) .  La complétude suffisante dePRES nous permet alors de conclure que
USPEC(TPRES,Ok) , et doncUSPEC(B)Ok , est ΣΣ(SPEC)-finiment géné ré .
D’autre part, le lemme pre´cé dent implique que le morphisme

USPEC(init B) : USPEC(TPRES) → USPEC(B)
est partiellement re´tractable. Mais la persistance dePRESassure queUSPEC(TPRES) est partiellement
retractable surTSPEC ; par composition, il en est de meˆme pourUSPEC(B) .  Il en ré sulte queUSPEC(B)
est post-initiale.

Le théorème précé dent signifie que si une pre´sentationPRESest fortement persistante, alors le fonc-
teur d’oubli associe´ conserve les exception-alge`bres post-initiales. Sachant que la persistance forte
implique la stabilite´, on constate que la persistance forte implique que les alge`bres post-initiales sont
stables par les foncteurs d’oubli et de synthe`se.
En particulier, le foncteur de synthe`sesuividu foncteur d’oubli pre´serve les alge`bres post-initiales :

Proposition 7 :
Si PRES est une pre´sentation fortement persistante au-dessus de l’exception-spe´cification SPEC,
alors pour touteSPEC-algèbre post-initiale A,USPEC(FPRES(A)) est encore uneSPEC-algèbre post-
initiale.
(Immédiat)

Enonc,ons enfin le the´orème suivant, qui sera utile pour traiter la re´utilisation d’implémentations
abstraites avec traitement d’exceptions.

Théorème 10 :
Si PRES1 et PRES2 sont deux pre´sentations fortement persistantes, de signatures disjointes, au-
dessus d’une exception-spe´cification SPEC, alors PRES2 est encore une pre´sentation fortement per-
sistante au-dessus de (SPEC+PRES1) .

Preuve :
Démontrons d’abord quePRES2 est suffisamment comple`te au-dessus deSPEC+PRES1 . Cette
propriété ne concerne que les alge`bres initialesTSPEC+PRES1

et sa synthe`se TSPEC+PRES1+PRES2
; il en

résulte que toute valeur ajoute´e par PRES2 dans les sortes deSPEC+PRES1 est la classe d’un terme
fermé contenant des ope´rations de ΣΣPRES2

. Si ce terme ne contient que des ope´rations de
SPEC+PRES1 alors la suffisante comple´tude dePRES1 assure qu’il est soit errone´, soit congru a` une
valeur prédé finie deTSPEC . Si par contre il contient des ope´rations dePRES2 alors la suffisante
complétude dePRES2 assure (re´cursivement) que s’il n’est pas finiment ge´né ré alors il contient une
sous-terme errone´ ;  la propagation des erreurs prouve alors qu’il est errone´, ou ré cupéré , auquel cas
c’est qu’il est congru a` une valeur Ok donc ΣΣSPEC+PRES1

-finiment géné ré (par stabilitéde PRES1).
Ceci prouve donc la comple´tude suffisante.
Il ne nous reste plus qu’a` dé montrer que pour toute (SPEC+PRES1)-algèbre post-initiale B, les deux
propriété ssuivantes sont ve´rifiées :

FPRES2
(B) est une (SPEC+PRES1 + PRES2)-algèbre post-initiale [stabilite´]

le morphisme d’adjonction
I : B → USPEC+PRES1

(FPRES2
(B))

est partiellement re´tractable [consistance forte].

Pour simplifier les notations de cette de´monstration, notonsΣΣbig la signatureΣΣSPEC+PRES1+PRES2
.
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Rappelons que
FPRES2

(B) = ( TΣΣbig(B) / [≡≡evalB ∪ ≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1
∪ ≡≡PRES2

] )
(munie des ensembles e´tiquetés minimaux contenant lesBl ) où [≡≡evalB ∪ ≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1

∪ ≡≡PRES2
]

est la plus petite congruence engendre´e par :

la congruence≡≡evalB associe´e au morphisme d’e´valuation TΣΣSPEC+PRES1
(B) → B

la congruence≡≡SPEC engendre´e par les axiomes et de´clarations de la spe´cificationSPEC

la congruence≡≡PRES1
engendre´e par les axiomes et de´clarations dePRES1

la congruence≡≡PRES2
engendre´e par les axiomes et de´clarations dePRES2 .

Considérons laΣΣbig-algèbre B1 suivante :
B1 = ( TΣΣbig(B) / [≡≡evalB ∪ ≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1

] )
Du fait que la signature dePRES2 est disjointe de celle deSPEC+PRES1 , il ré sulte que tout terme
contenant une ope´ration dePRES2 est le seul e´lé ment de sa classe dansB1 et n’est e´tiquetépar
aucune e´tiquette deLSPEC+PRES1

∪{Ok} . Puisque B est uneSPEC+PRES1-algèbre post-initiale et
quePRES1 est fortement persistant, ceci implique que le morphisme canonique

B → USPEC+PRES1
(B1)

est partiellement re´tractable ; et puisqu’aucun terme contenant une ope´ration de PRES2 n’est
é tiqueté, ceci implique aussi queUSPEC+PRES1

(B1) est une (SPEC+PRES1)-algèbre post-initiale.
Enfin, par construction, et du fait queUSPEC+PRES1

(B1) est un quotient de B, on a :
FPRES2

(B) = ( B1 / [≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1
∪ ≡≡PRES2

] )
Considérons maintenant l’alge`bre B2 :

B2 = ( B1 / [≡≡SPEC∪ ≡≡PRES2
] )

Le même raisonnement prouve que : le morphisme canonique
B → USPEC+PRES2

(B2)
est partiellement re´tractable ; etUSPEC+PRES2

(B2) est une (SPEC+PRES2)-algèbre post-initiale. De
plus :

FPRES2
(B) = ( B2 / [≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1

∪ ≡≡PRES2
] )

Mais puisque les signatures dePRES1 et PRES2 sont disjointes, queB2 valide PRES2 , et que les
amalgames relatifs a` PRES1 ont déjà été effectués au niv eau deB1, il en ré sulte qu’aucun nouvel
amalgame issu dePRES1 ne peut de´clancher de nouvelle occurrence d’axiome ou de´claration de
PRES2 ; il en ré sulte que :

( B2 / [≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1
∪ ≡≡PRES2

] ) = ( B2 / [≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1
] )

c’est-à-dire :
FPRES2

(B) = ( B2 / [≡≡SPEC∪ ≡≡PRES1
] )

Or, puisquePRES2 est fortement consistante au-dessus deSPEC et USPEC+PRES2
(B2) est post-ini-

tiale, USPEC(B2) est uneSPEC-algèbre post-initiale. Utilisant de nouveau le fait que les signatures
de PRES1 et PRES2 sont disjointes, on de´duit que la partie deFPRES2

(B) relative aux sortes de
PRES2 est isomorphe a` la partie deB2 relative àces meˆmes sortes; et du fait quePRES1 est forte-
ment persistance au-dessus deSPEC, on a :

USPEC+PRES1
(FPRES2

(B)) est post-initiale
et le morphisme canonique

USPEC(B) → USPEC(FPRES2
(B)) est partiellement re´tractable

Il en résulte, par recollement que :

FPRES2
(B) est une (SPEC+PRES1 + PRES2)-algèbre post-initiale

le morphisme canonique (qui est donc le morphisme d’adjonction)
B → USPEC+PRES1

(FPRES2
(B))
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est partiellement re´tractable.

Ceci prouve finalement quePRES2 et fortement persistante au-dessus de (SPEC+PRES1).

Corollair e 1 :
Sous les meˆmes hypothèses que le the´orème précé dent, (PRES1 + PRES2) est fortement persistant
au-dessus deSPEC.

Preuve :
Pour touteSPEC-algèbre post-initiale A, FPRES1+PRES2

(A) = FPRES2
(FPRES1

(A)) . La persistance
forte dePRES1 implique queFPRES1

(A) est une (SPEC+PRES1)-algèbre post-initiale, et le mor-
phisme d’adjonction est partiellement re´tractable. Le the´orème précé dent, applique´ à B=FPRES1

(A),
conclut.
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Conclusion

Nous avons montre´ dans cette partieB comment le traitement d’exceptions peut eˆtre intégré dans le
formalisme des types abstraits alge´briques sans perdre les notions classiques decongruences, congru-
ences minimales, objets initiaux, enrichissements, consistance hie´rarchiqueetsuffisante comple´tude.

Nous avons développé:

La modélisation des diagnostics d’exception au moyen desé tiquettes d’exception, et des
axiomes d’e´tiquetage

La déclaration des valeursOkau moyen des de´clarations deformes Ok

Le traitement des casOkau moyen desOk-axiomes

Le traitement des cas exceptionnels (incluant la re´cupération) au moyen desaxiomes
géné ralisés

La propagation implicite des erreurs et des exceptionsincluse dans la de´finition des mode`les :
lesexception-alge`bres.

Soulignons que l’introduction des e´tiquettes d’exception nous permet en particulier de spe´cifier des
récupérations “cas par cas” d’une manie`re simple ; et que malgre´ ces facilités de spécifications nous
ne restreignons pas la puissance de mode´lisation. Par exemple, nous n’avons introduit aucune restric-
tion sur les classes de mode`les pris en conside´ration pour assurer l’existence d’un objet initial; et
bien que la plupart des exemples fournis ici puissent s’orienter en des syste`mes de re´écriture conver-
gents, cette condition n’est nullement requise.

D’autre part, notre se´mantique permet de prendre en compte les exception-alge`bres non finiment
géné ré es (ce qui permet en particulier de traiter les questions d’enrichissement en toute ge´né ralité),
grâce àune idée simple :
il faut bien distinguer lestermes exceptionnelsdesvaleurs erronées, et cette distinction est possible
même sur les alge`bres non finiment ge´né ré es grâce à la technique consistant a` travailler dans
l’algèbre des termes avec variables dans l’alge`bre (TΣΣ(A)).
En fait, la plupart des re´sultats de´veloppés durant cette partie reposent sur cette simple ide´e. En ce
sens, le re´sultat le plus typique du formalisme des exception-alge`bres est sans doute la proposition1
du chapitreIV, car c’est sur cette technique de construction de la se´mantique desOk-axiomes que

Partie B : Traitement d´exceptions - 166 -



Partie B : Traitement d´exceptions - 167 -

repose le traitement d’exceptions de´crit ici.

Enfin, du fait que l’on peut e´tendre au cas avec traitement d’exceptions les notions classiques de
présentations, foncteurs d’oubli et de synthe`se, consistance hie´rarchique et suffisante comple´tude, la
plupart des primitives classiques de structuration des spe´cifications peuvent facilement eˆtre étendues
aux exception-alge`bres. La partie suivante (partie C) en est encore un exemple : elle traite de
l’implémentation abstraite avec traitement d’exceptions.

Chap. IX : Conclusion



PARTIE C :

IMPLEMENT ATION ABSTRAITE

EN PRESENCE D’EXCEPTIONS

- 168 -
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Résuméde cette partie C

Cette partie montre comment on peut de´finir l’implémentation abstraite en pre´sence d’exceptions, en
utilisant les formalismes d’imple´mentation abstraite et de traitement d’exceptions respectivement
définis en parties A et B de cette the`se.

Le chapitreI rappelle tre`s brièvement les ide´es clefs de ces deux formalismes; tandis que les autres
chapitres de´crivent pas a` pas comment traduire avec traitement d’exceptions la de´marche que nous
avons déjà dé crite sans traitement d’exceptions dans la partie A.

On constate que l’extension s’effectue sans difficulté, que les preuves de correction d’une imple´men-
tation abstraite avec traitement d’exceptions peuvent, la` encore, eˆtre exprimées en termes de suff-
isante comple´tude et consistance hie´rarchique ;mais puisqu’il faut travailler au niveau des alge`bres
post-initiales (pas seulement au niveau des alge`bres initiales), il s’agit de consistance et comple´tude
fortes.

Résumé
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Chapitr e I :

Rappels

Ce chapitre rappelle tre`s brièvement les formalismes de traitement d’exceptions et d’imple´mentation
abstraite de´crits dans les parties B et A de cette the`se.

1. LES EXCEPTION-ALGEBRES

Rappelons que nous avons défini lesexception-spe´cificationscomme suit :
SPEC = < S , ΣΣ , L , Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >

où :

<S,ΣΣ,L> est uneexception-signature; c’est-à-dire que <S,ΣΣ> est une signature au sens clas-
sique, etL est un ensemble d’é tiquettes d’exceptionmodélisant des diagnostics d’exception

Ok-Frm est unedéclaration de formes Ok; elle permet de de´finir (récursivement) l’ensemble
des formesOk

Ok-Ax est un ensemble d’Ok-axiomes; ils ne s’appliquent qu’a` des termes que l’on peut
amalgamer avec une formeOk, et ne traitent pas les termes exceptionnels

Lbl-Ax est un ensemble d’axiomes d’e´tiquetage; ils permettent d’attacher, ré cursivement, des
é tiquettes d’exception a` certaines valeurs des exception-alge`bres

enfin Gen-Ax est un ensemble d’axiomes ge´né ralisés ; ils permettent de spe´cifier les divers
traitements exceptionnels (amalgames de plusieurs valeurs errone´es ou ré cupérations), ceci en
utilisant éventuellement des e´tiquettes d’exception dans leurs pre´misses.

La sémantique des exception-alge`bres repose sur une distinction fondamentale entre lestermes
exceptionnelset lesvaleurs erronées. Rappelons en effet que, du fait qu’untermeexceptionnel peut
ê tre récupéré ,ce n’est pas parce qu’il est exceptionnel que savaleurest automatiquement errone´e. Un
tel terme ne´cessite alors un traitement exceptionnel ;il ne doit donc pas eˆtre traitépar lesOk-axiomes
(bien que sa valeur soitOk) mais par les axiomes ge´né ralisés.
Par exemple, si l’on spe´cifie le type intervalle [0...10] .  Le termesucc(10)est exceptionnel, mais on
peut poser la re´cupération suivante dansGen-Ax :

succ(10) = 10
dès lors, la valeur d’un terme tel quepred(succ(10)) est égale à la valeur du termepred(10)
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(traitement exceptionnel desucc(10)), c’est-à-dire à9. Du fait quepred(succ(10))est exceptionnel (il
contientsucc(10)), l’Ok-axiome

pred(succ(n)) = n
ne s’applique nullement,pred(succ(10)) n’est pas e´gal à10.

Rappelons enfin que nous avons démontrél’existence d’unfoncteur de synthe`se (adjoint àgauche au
foncteur d’oubli) associe´ à toute présentation, ce qui nous a permis de rede´finir de manie`re adéquate
les notions desuffisante comple´tude et deconsistance hie´rarchique. Enfin nous avons dégagéune
classe privilégiée d’exception-alge`bres validant une exception-spe´cification (contenant entre autres
l’algèbre initiale): les exception-alge`brespost-initiales. L’usage des exception-alge`bres post-initiales
permet de de´finir la consistance hie´rarchique forteet lacomplétude suffisante forte, dont l’intérê tsera
particulièrement de´montrédurant cette partie C.

2. IMPLEMENT ATION ABSTRAITE

Le formalisme d’imple´mentation abstraite que nous avons développédans la partieA est fondésur
deux idées principales :

Utiliser à la fois des ope´rations desynthèse et des ope´rations de représentation. Les
opérations de synthe`se permettent de construire des “produits libres” dans des sortes
intermédiaires, dites sortesconstructives. Les ope´rations dereprésentation permettent la
restriction aux produits re´ellement utilisés par l’implémentation, en faisant correspondre a`
chaque terme a` implémenter l’ensemble des valeurs “constructives” qui le repre´sentent.

Inclure explicitement lareprésentation de l’egalité dans la description d’une imple´mentation,
afin d’identifier deux objets “constructifs” (i.e. deux n-uplets obtenus par les ope´rations de
synthèse) représentant le meˆme objet àimplémenter.

Une implémentation abstraite est alors spe´cifiée au moyen de cinq pre´sentations :

Figure 1 : Le “niveau des pre´sentations” sans traitement d’exceptions

EQ : AEQ

REP : S1 − S , ΣΣ1 − ΣΣ , ΣΣREP , AREP

OPimpl : ΣΣ1 , AOP

C :  SC , ΣΣC , AC

SORTimpl : S1 , ΣΣSYNTH

SPEC0 : S0 , ΣΣ0 , A0

où :

SPEC0 = < S0 , ΣΣ0 , A0 > est la spe´cification de la structure de donne´es dé jà implémentée (dite
résidante), tandis queSPEC1 = < S1 , ΣΣ1 , A1 > est la spe´cification à implémenter, et
P = <S,ΣΣ,A> est la spe´cification commune a` SPEC0 et SPEC1 (P=SPEC0∩SPEC1). Ces
spécifications sont ditesdescriptivescar elle de´crivent les proprie´té sconnues des structures
qu’elles spe´cifient, mais nullement la manie`re “constructive” dont elles sont imple´mentés.

S1 est l’ensemble des sortes “produit” synthe´tisées par les ope´rations de synthe`ses de
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ΣΣSYNTH . S1 est l’ensemble des sortesconstructivescar c’est au sein de ces sortes que nous
spécifions “constructivement” l’implémentation abstraite.

C est la composante cache´e (elle facilite la spe´cification de l’implémentation)

ΣΣ1 est une copie de l’ensemble des ope´rations a` implémenter ;les ope´rations deΣΣ1 prennent
leur aritédans les sortes deS1 et non dansS1 ; c’est pourquoiΣΣ1 est appele´ l’ensemble des
opérationsconstructives. Leur implémentation est de´crite au moyen des axiomes d’imple´men-
tation des ope´rations (AOP).

ΣΣREP est l’ensemble des ope´rations de repre´sentation, etAREP spécifie le fait que chaque
opération deΣΣ1 est repre´sentée par une ope´ration deΣΣ1.

enfinAEQ est un ensemble d’axiomes spe´cifiant la repre´sentation de l’e´galité.

Rappelons queΣΣREP et AREP sont automatiquement de´duits de l’isomorphisme de signatures entre
celle àimplémenter (S1, ΣΣ1), et celle qui l’imple´mente (S1, ΣΣ1). Par conse´quent une imple´mentation
abstraite peut eˆtre textuellement caracte´risée par le quintuplet

IMPL = < ρ , ΣΣSYNTH , C , AOP , AEQ >
où ρ est cet isomorphisme de signatures.

Le niveau se´mantique associe´ à une telle imple´mentation abstraite est alors particulie`rement simple,
puisque compose´ d’un foncteur de synthe`se suivi d’un foncteur d’oubli :

Alg(SPEC0) → Alg(SPEC0+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ) → Alg(ΣΣ1)
TSPEC0

→ TEQ = TSPEC0+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ → SEMIMPL

Ce formalisme nous a permis de fournir des crite`res “simples” pour prouver qu’une imple´mentation
est correcte (utilisant essentiellement la consistance hie´rarchique). Plus pre´cisément, ces crite`res ne
reposent que sur la connaissance de laspécification de l’implémentation ;contrairement aux formal-
ismes d’imple´mentation abstraite existants, nos crite`res n’imposent pas une description exhaustive de
la sémantique.

3. IMPLEMENT ATION ABSTRAITE AVEC EXCEPTIONS

Nous devons maintenant e´tendre cette de´finition d’implémentation abstraite au formalisme des excep-
tion-algèbres.
Grossièrement, les de´cisions qui nous incombent peuvent eˆtre décrites comme suit :

“placer judicieusement” des ensembles d’etiquettes d’exception (L ) et des de´clarations de
formesOk (Ok-Frm ) dans cette description d’une imple´mentation abstraite

“remplacer judicieusement” les ensembles d’axiomes des pre´sentations pre´cé dentes par des
Ok-axiomes (Ok-Ax ), des axiomes d’e´tiquetage (Lbl-Ax ) ou des axiomes ge´né ralisés (Gen-
Ax) [le “ou” est inclusif, bien suˆr].

Les chapitres suivants décrivent notre formalisme d’imple´mentation abstraite e´tendu aux exception-
algèbres, et motivent intuitivement les choix qui y sont faits. Nous suivrons la meˆme dé marche que
dans la partie A de cette the`se :
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Définition duniveau textuel

Description duniveau des pre´sentationsqui lui est associé

Description duniveau se´mantique

Définition de lacorrectiond’une implémentation abstraite

Réutilisation d’implémentations abstraites.

Dans toute la suite, nous de´velopperons l’exemple de l’implémentation desfiles borne´es au moyen
des tableaux borne´s. D’autres exemples d’implémentations abstraites avec traitement d’exceptions
sont de´crits dans l’annexe 4.
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Chapitr e II :

Le niveau

textuel

1. REVISION DU CONTEXTE

Lorsque l’on veut de´finir une implémentation abstraite, on dispose au de´part de deux spe´cifications
algébriques (non necessairement disjointes) :

la spécification algébrique de la structure de donne´es résidante(déjà implémentée), par exem-
ple celle des tableaux borne´s (ARRAY), des entiers naturels borne´s (NAT) et des élé ments
placés dans les tableaux (ELEM) ;  on noteraSPEC0 cette spe´cification, qui est donc main-
tenant une exception-spe´cification :

SPEC0 = < S0 , ΣΣ0 , L0 , Ok-Frm 0 , Ok-Ax0 , Lbl-Ax 0 , Gen-Ax0 >
[rappelons que cette spe´cification est “descriptive” car elle de´crit les propriété sabstraites con-
nues de la structure re´sidante, mais ne fournit aucune indication sur la manie`re dont celle ci a
é té préalablement imple´mentée]

la spécification algébrique de la structure de donne´es que l’on veut imple´menter, par exemple
celle des files borne´es (QUEUE), des entiers naturels borne´s (NAT) et des élé ments place´s
dans les files et les tableaux (ELEM) ; on noteraSPEC1 cette spe´cification

SPEC1 = < S1 , ΣΣ1 , L1 , Ok-Frm 1 , Ok-Ax1 , Lbl-Ax 1 , Gen-Ax1 >
[rappelons queSPEC1 est une spe´cification “descriptive” car elle de´crit les propriété s que
l’on veut obtenir apre`s que l’implémentation soit faite, et non l’imple´mentation elle meˆme]

enfin la “partie commune” entre ces deux spe´cifications (par exemple NAT et ELEM) est elle
même une exception-spe´cification, diteprédé finie :

SPEC0∩SPEC1=P=<S,ΣΣ,L ,Ok-Frm ,Ok-Ax ,Lbl-Ax ,Gen-Ax>
Nous supposerons queSPEC0 et SPEC1 sont toutes deuxfortement persistantesau-dessus de
P.

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions, pour spe´cifier l’implémentation deSPEC1 au
moyen deSPEC0 nous utiliserons une spe´cification intermédiaire (celle de l’imple´mentation) qui
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travaille sur une signature “constructive” i ntermédiaire (une copie de <S1, ΣΣ1>, notée <S1, ΣΣ1>). La
correspondance entreSPEC0 et la spe´cification intermédiaire est assure´e par les opérations de
synthèse, tandis que la correspondance entreSPEC1 et cette spe´cification intermédiaire est assure´e
par lesopérations de repre´sentation.

Figure 2 : implémentation abstraite = repre´sentation + synthe`se

Spécification
descriptive
résidante

(ARRAY, NAT etELEM)
|

opérations de
synthèse

↓
Spécification Spe´cification
descriptive −représentation→ constructive de

à implémenter l’implémentation
(QUEUE, NAT etELEM) (QUEUE, NAT et ELEM)

Pour l’exemple de l’implémentation des files borne´es par les tableaux borne´s, les ope´rations de
synthèse sont des ope´rations de copies (une pour chacune des sortesNAT et ELEM) et une ope´ration
produit (pour la sorteQUEUE) ;  tandis que la repre´sentation est un isomorphisme de signatures
(< S1, ΣΣ1 > − ρ → < S1, ΣΣ1 >). [Se reporter au chapitre II de la partieA pour plus de de´tails intuitifs].

2. DEFINITION

Le niveau textuel d’une imple´mentation abstraite est de´finit comme suit :

Définition 1 :
Une implémentation abstraite(dans le cadre des exception-alge`bres), note´e IMPL , est définie par :

< ρ , ΣΣSYNTH , Ok-Frm SYNTH , C , Ok-AxOP , Lbl-Ax OP , Gen-AxOP , Ok-AxEQ , Gen-AxEQ >
où :

ρ est un isomorphisme de signatures entre <S1, ΣΣ1> et <S1, ΣΣ1>

ΣΣSYNTH est l’ensemble des ope´rations de synthe`se

Ok-Frm SYNTH est une de´claration de formesOkdans les sortes deS1

C est la composante cache´e de l’implémentation abstraite

Ok-AxOP est l’ensemble desOk-axiomes d’imple´mentation des ope´rations

Lbl-Ax OP est l’ensemble des axiomes d’imple´mentation des e´tiquettes d’exception

Gen-AxOP est l’ensemble des axiomes ge´né ralisés d’implémentation des ope´rations

Ok-AxEQ est l’ensemble desOk-axiomes de repre´sentation de l’e´galité
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etGen-AxEQ est l’ensemble des axiomes ge´né ralisés de représentation de l’e´galité.

Toutes ces composantes de l’imple´mentation abstraite sont de´finies précisément dans les sections
suivantes.
Intuitivement, par rapport a` l’implémentation abstraite sans traitement d’exceptions de´finie dans la
partie A de cette the`se, nous avons effectue´ les ge´né ralisations suivantes :

la représentation est traduite par un isomorphisme de signatures exactement comme dans la
partie A

nous avons comple´té les ope´rations de synthe`se (ΣΣSYNTH) par des de´clarations de formesOk
(Ok-Frm SYNTH) qui synthétisent les termesOkdes sortes constructives

la composante cache´e sera bien suˆr une exception-pre´sentation

nous avons remplace´ les axiomes d’imple´mentation des ope´rations (AOP) par les trois ensem-
bles Ok-AxOP, Lbl-Ax OP et Gen-AxOP afin d’autoriser toutes les possibilite´s de traitement
d’exceptions lors de l’imple´mentation

enfin nous avons remplace´ les axiomes de repre´sentation de l’e´galité (AEQ) par Ok-AxEQ et
Gen-AxEQ, permettant ainsi de spe´cifier la représentation de l’e´galité dans les cas “normaux”
aussi bien que dans les cas exceptionnels.

3. LA REPRESENTATION

Cette section de´finit la composante “ρ” de IMPL .

La représentation est mode´lisée au moyen d’un isomorphisme de signatures entre <S1, ΣΣ1> et
<S1, ΣΣ1> exactement comme dans le cas sans traitement d’exceptions, a` savoir :

on noteS1 une copie deS1 ; S1 est l’ensemble des “sortes constructives” :  pour chaque sorte a`
implémenter s deSPEC1, on se donne une sorte constructive s qui la repre´sente.

pour chaque ope´ration àimplémenter deSPEC1, op ∈ ΣΣ1, d’arité op: s1 s2
. . .sn → s , on se

donne l’opération constructivequi la repre´sente, op, dont l’arité est “translate´e” vers les
sortes constructives : op: s1

. . .sn → s , où lessi et s sont les sortes deS1 représentant lessi

ets, comme de´finies plus haut. On noteΣΣ1 l’ensemble de ces ope´rations constructives.

ρ est simplement l’isomorphisme de signatures entre< S1, ΣΣ1 > et <S1, ΣΣ1 > qui fait correspondre
la sorte constructive s ∈ S1 à chaque sorte a` implémenters ∈ S1, et l’opération constructive op ∈ ΣΣ1
à chaque ope´ration àimplémenterop ∈ ΣΣ1.

Une remarque s’impose ici :

Remarque 1 :
On peut se demander pourquoiρ est un isomorphisme de signatures “classiques” (S,ΣΣ), et non un iso-
morphisme d’exception-signatures (S,ΣΣ,L ).
En fait, contrairement aux ope´rations, les e´tiquettes d’exception ne sont pas attache´es à une sorte
précise :nous avons donne´ un exemple (les tableaux) pour lequel une e´tiquette d’exception (RANGE-
TOO-LARGE) peut étiqueter des valeurs de sortes différentes (ARRAYet ELEM). Par conse´quent,
contrairement aux ope´rations (op |−ρ → op) il n’est pas ne´cessaire de renommer les e´tiquettes
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d’exception (l |−ρ → l ) pour les appliquer aux sortes constructives (s).
Naturellement, si l’on tient, pour des raisons d’homoge´né ité, à ce que ρ soit un isomorphisme
d’exception-signatures, rien n’empeˆche d’effectuer ce renommage. On pourra constater que le for-
malisme que nous de´veloppons ici n’en est nullement affecte´.

Exemple 1 :
Pour l’implémentation abstraite des files borne´es par les tableaux borne´s, la représentation est l’iso-
morphisme de signatures suivant :

QUEUE |−ρ→ QUEUE new |−ρ→ new
NAT |−ρ→ NAT add |−ρ→ add

ELEM |−ρ→ ELEM remove |−ρ→ remove
first |−ρ→ first

length |−ρ→ length
0 |−ρ→ 0

succ |−ρ→ succ
... idem pour les ope´rations deELEM ...

Il est inutile de renommer les e´tiquettes d’exception (OVERFLOW, UNDERFLOW...).
L’ exception-spe´cificationdescriptivedes files borne´es (QUEUE) est donne´e en annexe 3.

4. LA SYNTHESE DES SORTES D’IMPLEMENTATION

Cette section de´finit les composantesΣΣSYNTH etOk-Frm SYNTH deIMPL .

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions, les ope´rations de synthe`se sont définies comme
suit :
ΣΣSYNTH est l’ensemble desopérations de synthe`se : pour chaque sorte constructive s ∈ S1 , ΣΣSYNTH
contient une ope´ration qui la “synthe´tise” < . . . >s : r1

. . .r m → s , où les sortesr i sont des sortes
résidantes (∈ S0).

Naturellement, lorsques est une sorte de´jà implémentée, s ∈ S (rappelons queS0∩S1=S n’est pas
nécessairement vide), <_ >s est en fait une ope´ration de copie (<_ >s : s→ s).

Maintenant que les ope´rations de synthe`se sont définies, on sait que les sortess contiennent des
n-uplets, ou des copies, des sortes de´jà implémentées (les ope´rations <. . . >s : r1

. . .r m → s é tant des
opérations “produit”, éventuellement monocomposantes).
Cependant, on ne dispose d’aucune information quant aux n-upletsOk. Il est donc ne´cessaire de
spécifier quels sont les formesOk des sortess. C’est là le rô le de la dé claration de formesOk
Ok-Frm SYNTH . Elle est de´finie comme suit.

Ok-Frm SYNTH est une de´claration de formesOk sur la signature<S0∪S1, ΣΣ0∪ΣΣSYNTH , L0> dont les
déclarations e´lé mentaires

t1 ∈ Ok -Frm ......... . . . ......... tm ∈ Ok -Frm

......... x1 ∈ l1 ......... . . . ......... xn ∈ l n

......... v1 = w1 ......... . . . ......... vp = wp







==> t ∈ Ok -Frm

sont telles que la sorte det est élé ment deS1 et la sorte de chacun desvi ou wi est élé ment deS0.
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Nous avons impose´ que t appartienne a` une sorte constructive (S1) :  c’est bien naturel puisque le but
deOk-Frm SYNTH est de caracte´riser les formesOkdes sortes constructives.
Nous avons de plus impose´ que les e´quations des pre´misses des de´clarations e´lé mentaires de
Ok-Frm SYNTH ne concernent que les sortes de´jà implémentées (S0). Ceci traduit le fait qu’a` ce
niveau, aucun axiome n’est spe´cifié concernant les sortes deS1 (on n’a pas encore spe´cifié la
représentation de l’e´galité ni les axiomes d’imple´mentation ;pour l’instant, les e´lé ments de sorte dans
S1 ne sont que des produits libres); par conse´quent, les seules e´galités pertinentes que l’on puisse
tester sont celles concernant les sortes de´jà implémentées (S0).

Exemple 2 :
Pour l’exemple de l’implémentation des files par tableaux et entiers naturels, les ope´rations de
synthèse sont les suivantes :

< _ >ELEM : ELEM → ELEM
< _ >NAT : NAT → NAT

< _ , _ , _ >QUEUE : ARRAY NAT NAT → QUEUE

Intuitivement, une file sera imple´mentée circulairement dans le tableau borne´ t de <t, i , j >QUEUE .
L’ indice i pointera sur le premier e´lé ment place´ dans la file, tandis que l’indicej pointera sur la
place ou` doit être ajoutéle prochain élé ment de la file. Par conse´quent, sii≤j alors les e´lé ments de la
file sont ceux compris entrei et j (la file est vide lorsquei=j ) ;  et si i>j alors les e´lé ments de la file
sont ceux compris entrei et la taille maximale de la file, suivis de ceux compris entre l’indice0 et j
(i inclus,j exclu).
Les déclarations e´lé mentaires de formesOksont par exemple :

e ∈ Ok -Frm ==> < e >ELEM ∈ Ok -Frm
n ∈ Ok -Frm ==> < n >ELEM ∈ Ok -Frm

t ∈Ok -Frm ......... i ∈Ok -Frm ......... j ∈Ok -Frm ==> < t, i , j >QUEUE ∈ Ok -Frm

Ok-Frm SYNTH spécifie alors qu’un terme de la forme< r1, . . . ,r m >s est une formeOk si et seule-
ment si chacun desr i est une formeOk.

Remarque 2 :
Pour chaque sortes de S, les de´clarations de formesOk concernants n’ont pas a` être spécifiées
explicitement par le concepteur d’une imple´mentation abstraite. En effet, on peut construire automa-
tiquement les de´clarations e´lé mentaires des sortes pre´dé finies :

x ∈ Ok -Frm ==> < x >s ∈ Ok -Frm

On peut penser, au vu de l’exemple précé dent, qu’il en est de meˆme pour les sortes deS1 − S car,
dans la plupart des exemples, on spe´cifiera les formesOkcomme suit :

r1 ∈Ok -Frm ......... . . . ......... r m ∈Ok -Frm ==> < r1, . . . ,r m >s ∈ Ok -Frm
Cependant, il est utile de pouvoir spécifier Ok-Frm SYNTH différemment pour certains exemples ;
c’est le cas de l’exemple très simple suivant.

Exemple 3 :
Il s’agit simplement d’imple´menter le type intervalle [0...10] (i.e. les entiers borne´s avec Max-
int=10) au moyen du type intervalle [0...20] . On a alors une ope´ration de synthe`se

< _ >[0...10] : [0. . . 20] → [0. . . 10].
Il est cette fois utile de pouvoir spe´cifier Ok-Frm SYNTH comme suit

i ∈ Ok -Frm ......... i ≤ 10= True ==> < i >[0...10] ∈ Ok -Frm.
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5. LA COMPOSANTE CACHEE

La composante cache´eC deIMPL est de´finie comme suit :

C est une exception-pre´sentation au dessus de
SORTimpl = SPEC0 + < S1, ΣΣSYNTH , Ok-Frm SYNTH , L1 >

notée : C = <SC, ΣΣC, LC, Ok-Frm C, Ok-AxC, Lbl-Ax C, Gen-AxC>

Exemple 4 :
Du fait que l’on veut imple´menter les files de manie`re circulaire dans un tableau, on aura e´videmment
besoin d’une ope´ration “modulo” sur les entiers naturels. Si cette ope´ration n’est pas de´jà spécifiée
dansNAT, il nous faut la spe´cifier comme une ope´ration cache´e.
En fait, nous n’utiliserons l’ope´ration moduloque pour calculer “succ(n) modulo succ(Maxlength)”
(où Maxlengthest la longueur maximale d’une file). Pour simplifier les axiomes d’imple´mentation
qui vont suivre, nous allons donc plutoˆt dé finir une ope´ration cache´e “Next” telle queNext(n)est égal
àsucc(n)modulosucc(Maxlength).
SC est vide.
ΣΣC contient l’opérationNext, d’arité

Next : NAT → NAT
LC est vide.
Ok-Frm C est vide.
On supposera deNAT contient de´jà l’opération div (sinon, il suffit d’inclure l’étiquette
DIV-BY-0-ERRORdans la composante cache´e et d’y spécifier l’opérationdiv). Ok-AxC contient alors
l’ Ok-axiome suivant :

Next(n) = succ(n) − (succ(Maxlength) × (succ(n) div succ(Maxlength)))
CetOk-axiome s’applique toujours (carsucc(Maxlength)n’est pas nul),Lbl-Ax C sera donc vide; et
Gen-AxC est vide.

6. LES AXIOMES D’IMPLEMENT ATION

Cette sous-section de´finit les Ok-axiomes d’imple´mentation des ope´rations (Ok-AxOP), les axiomes
d’implémentation des e´tiquettes d’exception (Lbl-Ax OP) et les axiomes ge´né ralisés d’implémentation
des ope´rations (Gen-AxOP), de l’implémentation abstraiteIMPL .

Ces ensembles d’axiomes sont de´finis comme suit.
Ok-AxOP (resp.Lbl-Ax OP / Gen-AxOP) est un ensemble d’Ok-axiomes (resp. d’axiomes d’e´tique-
tage / d’axiomes ge´né ralisés) sur l’exception-signature :

< S0∪S1∪SC , ΣΣ0∪ΣΣSYNTH∪ΣΣC∪ΣΣ1 , L1 >
ils spécifient l’implémentation des ope´rations constructives ainsi que le traitement exceptionnel s’y
afférant.

Exemple 5 :
Voici par exemple les axiomes d’imple´mentation des files borne´es par les tableaux borne´s.
Soit Maxlength la longueur maximale des files que l’on veut imple´menter. Les Ok-axiomes
d’implémentation des ope´rations peuvent eˆtre spécifiés comme suit :
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i≤Maxlength = True ==> new = < t, i , i >QUEUE

add(< e >ELEM , < t, i , j >QUEUE) = < t[ j ]: = e, i , Next( j ) >QUEUE

eq(i,j) = False ==> remove(< t, i , j >QUEUE) = < t, Next(i), j >QUEUE

eq(i,j) = False ==> first(< t, i , j >QUEUE) = < t[i ] >ELEM

length(< t, i , j >QUEUE) = < Next(( j + Maxlength) − i) >NAT

Intuitivement, une file est imple´mentée circulairement sur la partie du tableau comprise entre0 et
Maxlength. Bien sûr, si la taille maximale du tableau,Maxrange(1), est strictement infe´rieure à
Maxlength, alors nous ne pourrons pas prouver que l’imple´mentation est correcte (elle ne sera pas
valide). Remarquonsque l’on implémente la longueur de la file via [(j−i) modulo succ(Maxlength)],
néanmoins nous e´crivons [Next((j+Maxlength)−i)] (qui lui est e´gal), afin d’éviter le cas ou` (j−i) est
négatif (auquel cas il serait errone´ et l’Ok-axiome de´finissantlengthne s’appliquerait pas).

Les axiomes d’imple´mentation des e´tiquettes d’exception peuvent eˆtre spécifiés comme suit :

Next(j) = i ==> add(x, < t, i , j >QUEUE) ∈OVERFLOW
X ∈ OVERFLOW ==> add(x, X) ∈ OVERFLOW

i = j ==> remove(< t, i , j >QUEUE) ∈ UNDERFLOW
X ∈ UNDERFLOW ==> remove(X) ∈ UNDERFLOW

i = j ==> first(< t, i , j >QUEUE) ∈QUEUE-IS-EMPTY

Les axiomes ge´né ralisés d’implémentation sont e´videmment directement de´pendants des
récupérations spe´cifiées dansSPEC1=QUEUE. Si aucune re´cupération n’est spe´cifiée dansQUEUE,
alorsGen-AxOP est vide. Pour donner une exemple avec ré cupération, on peut imaginer le cas suiv-
ant.
Lorsque l’on ajoute un e´lé mentx (avec add) à une file pleine (i.e. de longueurMaxlength), on perd le
premier élé ment de la file avant d’ajouterx (la file reste donc de longueurMaxlenth). Ceci peut par
exemple être traduit dans la spe´cification descriptive de QUEUE par l’axiome ge´né ralisé de
Gen-AxQUEUE suivant :

length(X) = Maxlength ==> add(x,X) = add(x,remove(X))
L’ implémentation d’une telle re´cupération peut alors eˆtre constructivementspécifiée comme suit,
grâce aux axiomes ge´né ralisés d’implémentation des ope´rations deGen-AxOP :

Next( j ) = i ==> add(< e >ELEM , < t, i , j >QUEUE) = < t[ j ]: = e, Next(i), Next( j ) >QUEUE

(on déternine en effet que la file est pleine en testant si le successeur dej, modulo succ(Maxlength),
est égal ài).

7. LA REPRESENTATION DE L’EGALITE

Cette section de´finit les Ok-axiomes (Ok-AxEQ) et axiomes ge´né ralisés (Gen-AxEQ) spécifiant la
représentation de l’e´galité.

Ces ensembles d’axiomes sont de´finis comme suit.
Ok-AxEQ (resp.Gen-AxEQ) est un ensemble d’Ok-axiomes (resp. d’axiomes ge´né ralisés) pouvant
utiliser toutes les ope´rations (et toutes les e´tiquettes d’exception) de l’imple´mentation abstraite.

(1) Ce tableau contient alorsMaxrange+1places (on utilise le rang0).
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Pour notre exemple (avec ou sans la re´cupération décrite précé demment), la repre´sentation de
l’égalité peut être spécifiée comme suit.

Exemple 6 :
Pour spe´cifier la représentation de l’e´galité associée à l’implémentation des files borne´es dé crite
précé demment, on peut spe´cifier Gen-AxEQ vide, etOk-AxEQ é gal à:

< t, i , i >QUEUE = < t′, k, k >QUEUE

< t, i , j >QUEUE=< t′, k, l >QUEUE ......... t[ j ] = t′[l ] ==> < t, i , Next( j ) >QUEUE=< t′, k, Next(l ) >QUEUE

Remarquons que les axiomes ge´né ralisés peuvent être utiles pour spe´cifier la représentation de
l’égalité. Par exemple, si les axiomes ge´né ralisés de QUEUE (Gen-AxQUEUE) amalgament toutes les
files “UNDERFLOW” sur une constanteCRASH:

X ∈ UNDERFLOW ==> X = CRASH,
les axiomes ge´né ralisés d’implémentation des ope´rations (Gen-AxOP) traduisent ceci en :

X ∈ UNDERFLOW ==> X = CRASH.
Dès lors, pour spe´cifier la représentation de l’e´galité, on peut utiliser l’axiome ge´né ralisé de
Gen-AxEQ suivant :

X ∈ UNDERFLOW ......... Y ∈ UNDERFLOW ==> X = Y

En ce point, nous avons défini textuellement une imple´mentation abstraite pour le formalisme des
exception-alge`bres. Dans le chapitre suivant, nous allons de´crire les présentations qui lui sont
associe´es.
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Chapitr e III :

Le niveau

des présentations

Nous ge´né ralisons comme suit le “niveau des pre´sentations” d’une imple´mentation abstraite que nous
avions décrit dans la partie A, chap. II, section 3 (rappele´e dans le chapitre I de cette partie) :

Figure 3 : Syntaxe d’une imple´mentation avec traitement d’exceptions

EQ : Ok-Ax EQ , Gen-AxEQ

REP : S1 − S , ΣΣ1 − ΣΣ , ΣΣREP , Lbl-Ax REP , Gen-AxREP

OPimpl : ΣΣ1 , Ok-AxOP , Lbl-Ax OP , Gen-AxOP

C :  SC , ΣΣC , LC , Ok-Frm C , Ok-AxC , Lbl-Ax C , Gen-AxC

SORTimpl : S1 , ΣΣSYNTH , L1 − L , Ok-Frm SYNTH

SPEC0 : S0, ΣΣ0, L0, Ok-Frm 0, Ok-Ax0, Lbl-Ax 0, Gen-Ax0

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions,SORTimpl est une pre´sentation au-dessus de
SPEC0 ; C est une pre´sentation au-dessus deSPEC0 + SORTimpl ; ... etc ... ;et la description intu-
itive en est encore la meˆme :

SORTimpl est la composante desynthèse (produits libres ou copies); elle synthétise les
sortes constructives (S1) au moyen des ope´rations de synthe`se (ΣΣSYNTH). De plus, les formes
Ok de ces sortes constructives sont caracte´risées grâce aux déclarations de formesOk
(Ok-Frm SYNTH). On lui adjoint les e´tiquettes d’exception a` implémenter (L1 − L ) afin de
compléter la signature (S1, ΣΣSYNTH) en l’exception-signature (S1, ΣΣSYNTH , L1), qui pourra
alors être utilisée dans les composantes ulte´rieures.

C est la composante cachée ; elle enrichit SORTimpl pour faciliter la spe´cification de
l’implémentation abstraite.

OPimpl est la composante d’implémentation des ope´rations (et des e´tiquettes d’exception) ;
elle permet de spe´cifier l’implémentation des ope´rations constructives (op ∈ ΣΣ1) et des
é tiquettes d’exception a` implémenter (L1).
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REP est la composante dereprésentation; elle spécifie la correspondance entre la signature a`
implémenter (<S1, ΣΣ1, L1>), et la signature constructive qui la représente (<S1, ΣΣSYNTH , L1>).
Les ensemblesΣΣREP, Lbl-Ax REP etGen-AxREP sont de´finis plus loin.

Enfin EQ spécifie la représentation de l’e´galité au moyen desOk-axiomes et des axiomes
géné ralisés de représentation de l’e´galité (Ok-AxEQ etGen-AxEQ).

Par abus de langage, pour ne pas alourdir les notations, il nous arrivera souvent par la suite de noter
“EQ” au lieu deSPEC0+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ ; idem pour “REP” , “OPimpl” ... etc.
Le contexte permettra de différencier s’il s’agit de laprésentationEQ seule, ou de laspécification
complète qu’elle domine.

Les diverses composantes des pre´sentationsSORTimpl, C, OPimpl et EQ ont déjà été dé finies dans
le chapitre pre´cé dent. Il ne nous reste donc qu’a` dé crire ΣΣREP, Lbl-Ax REP etGen-AxREP.

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions, les ope´rations et les axiomes de repre´sentation sont
tous automatiquement de´duits de l’isomorphisme de signaturesρ.

ΣΣREP est l’ensemble desopérations de représentation. Pour chaque sorte a` implémenter,
s ∈ S1, ΣΣREP contient une (et une seule) ope´ration de repre´sentation dont l’arite´ est :

ρ s : s → s où s = ρ(s) .

Lbl-Ax REP est l’ensemble desaxiomes d’e´tiquetage associéà la représentation. Il traduit syn-
taxiquement le fait que si un terme a` implémenter est repre´sentépar un terme e´tiqueté, alors,
après que l’implémentation soit faite, il doit lui aussi eˆtre étiqueté(par la meˆme étiquette).
Par conséquent, pour chaque sorte a` implémenter, s ∈ S1, et pour chaque e´tiquette
l ∈ L∪{Ok} , Lbl-Ax REP contient l’axiome suivant :

ρ s(x) ∈ l ==> x ∈ l .
Remarquons que ces axiomes concernent non seulement les e´tiquettes d’exception, mais aussi
l’étiquette “Ok”. En effet, il ne suffit pas de “remonter” les e´tiquetages d’exception, il faut
aussi spe´cifier que: si un terme àimplémenter est repre´sentépar une valeur constructive Ok,
alors il doit être lui-mêmeOkaprès que l’implémentation soit faite.

Gen-AxREP est l’ensemble desaxiomes ge´né ralisés de représentation. Il traduit syntaxique-
ment le fait que la repre´sentation associe son imple´mentation constructive (op) à chaque
opération (op) à implémenter. Ceci signifie que pour chaque ope´ration (op ∈ ΣΣ1), Gen-AxREP

contient l’axiome :
ρ s(op(x1, . . . ,xn)) = ρ(op)( ρ s1

(x1), . . . ,ρ sn
(xn) )  (2)

oùs est la sorte cible deop, et si est la sorte dexi .
Il faut encore spe´cifier que ρ s et < . . . >s ne sont que des ope´rations decopieslorsques est
une sorte pre´dé finie. Ce qui s’e´crit :

< x >s = ρ s(x)
pour chaque sorte pre´dé finie s∈S .
De plus, il faut traduire le fait que si deux termes a` implémenter posse`dent la meˆme représen-
tation, alors ils apparaissent comme e´gaux apre`s que l’implémentation soit faite. Par
conséquent, pour chaque sorte a` implémenter, s ∈S1, Gen-AxREP contient l’axiome
supplémentaire suivant :

(2) rappelons queρ(op) est notéop
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ρ s(x) = ρ s(y) ==> x = y .
Ces axiomes permettent de “remonter” vers les sortes a` implémenter (S1) les identifications
faites lors de l’imple´mentation dans les sortes constructives (S1).

Remarquons que nous n’avons utiliséque des axiomes ge´né ralisés pour spécifier la représentation. En
voici la raison: le but des axiomes associe´s àla représentation est de traduire l’isomorphisme de sig-
naturesρ décrit dans le chapitre pre´cé dent. Or cet isomorphisme de signatures s’applique dans tous
les cas d’application des ope´rations constructives, aussi bien lorsqu’elles retournent un re´sultat Ok
que lorsqu’elles retournent un re´sultat exceptionnel. Il fallait donc utiliser des axiomes ge´né ralisés
plutôt que desOk-axiomes.

Voici comment sont spe´cifiés ΣΣREP, Lbl-Ax REP et Gen-AxREP pour notre exemple d’implémentation
des files borne´es par les tableaux borne´s :

Exemple 7 :
Pour l’implémentation des files borne´es par les tableaux borne´s et les entiers naturels, on a :

ΣΣREP contient les ope´rations

ρQUEUE : QUEUE → QUEUE
ρ NAT : NAT → NAT

ρ ELEM : ELEM → ELEM

Lbl-Ax REP contient les axiomes

ρQUEUE(X) ∈ UNDERFLOW ==> X ∈ UNDERFLOW
ρQUEUE(X) ∈ OVERFLOW ==> X ∈ OVERFLOW

ρQUEUE(X) ∈ QUEUE-IS-EMPTY ==> X ∈ QUEUE-IS-EMPTY
...etc pour chaque e´tiquette deL1

et chaque sorteQUEUE, NAT, ELEM

On constate que des axiomes tels que
ρ NAT(n) ∈ OVERFLOW ==> n ∈ OVERFLOW

doivent aussi eˆtre spécifiés, bien que l’étiquetteOVERFLOWne concernea priori que les
objets de sorteQUEUE. De fait, au moins dans l’alge`bre initiale aucun entier ne sera e´tiqueté
par OVERFLOW. Cependant, pour ne pas perdre le fait queLbl-Ax REP est automatiquement
déduit de ρ, on doit, en toute rigueur, les spe´cifier. De plus, il existe des alge`bres non initiales
pour lesquelles des occurrences de ces axiomes s’appliquent; spécifier ces axiomes nous per-
met donc de de´finir une se´mantique fonctorielle de l’imple´mentation (et pas seulement une
sémantique fonde´e sur les objets initiaux).

Gen-AxREP est spe´cifié par
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ρQUEUE(empty) = empty
ρQUEUE(add(x, X)) = add(ρ NAT(x), ρQUEUE(X))

ρQUEUE(remove(X)) = remove(ρQUEUE(X))
ρ ELEM( first(X)) = first(ρQUEUE(X))
ρ NAT(length(X)) = length(ρQUEUE(X))

... etc ...

ρQUEUE(X) = ρQUEUE(Y) ==> X = Y
ρ NAT(m) = ρ NAT(n) ==> m = n

ρ ELEM(e) = ρ ELEM(é ) ==> e = é
ρ NAT(n) = < n >NAT

ρ ELEM(e) = < e >ELEM

Soulignons une fois encore queΣΣREP, Lbl-Ax REP et Gen-AxREP sont entie`rement automatiquement
déduits de l’isomorphisme de signaturesρ ; et qu’ils ne nécessitent nullement l’intervention du con-
cepteur pour eˆtre spécifiés. La composanteREP n’est qu’un “détour” pour mode´liser algébriquement
le fait qu’un utilisateur de l’imple´mentation n’a le droit d’utiliser que les ope´rations deSPEC1 (ΣΣ1),
et ne peut pas utiliser directement les ope´rations propres a` l’implémentation (synthe`se, opérations
cachées ...).
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Chapitr e IV :

Le niveau

Sémantique

Nous avons fourni une spe´cification de l’implémentation abstraite avec traitement d’exceptions qui
reprend exactement les meˆmes composantes que dans le cas sans traitement d’exceptions, la se´man-
tique sera donc de´finie de la meˆme fac,on que dans la partieA de cette the`se, avec les meˆmes explica-
tions intuitives que nous ne reprendrons donc pas ici.

Alg(SPEC0) −FEQ→ Alg(EQ) −U<S1,ΣΣ1,L1>→ Alg(<S1, ΣΣ1, L1>)

où FEQ est le foncteur de synthe`se associéà la présentation (SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ) au-
dessus deSPEC0 , et U<S1,ΣΣ1,L1> est le foncteur d’oubli sur l’exception-signature de la spe´cification à
implémenter.

Nous noterons “sémantique” le foncteur compose´ :
sémantique = UΣΣ-exc1 ο FEQ

On constate ici combien est cruciale l’existence des foncteurs de synthe`se pour les exception-
algèbres. C’est elle qui nous permet de de´finir une se´mantique simple de l’imple´mentation abstraite
en présence d’exceptions, et par la` mê me de ramener les crite`res de correction a` des notions connues
des types abstraits alge´briques telles que la suffisante comple´tude ou la consistance hie´rarchique.

Nous n’avons pas cite´ l’exception-alge`bre
SEMIMPL = U<S1,ΣΣ1,L1>(FEQ(TSPEC0

)) = sémantique(TSPEC0
)

car elle ne concerne ici que le traitement de l’alge`bre initiale TSPEC0
; or nous avons remarque´

qu’avec traitement d’exceptions, c’est une classe d’alge`bres légè rement plus e´tendue qui nous
intéresse : la classe des exception-alge`brespost-initiales.
Rappelons que l’usage des exception-alge`bres post-initiales re´pond àla préoccupation suivante : bien
que l’implémentation abstraite de´crite n’utilise queSPEC0 (par exemple ARRAY+NAT+ELEM) ceci
ne préjuge pas du “contexte” dans lequel est effectuée l’implémentation. En effet, il est fort possible
qu’il existe par ailleurs d’autres pre´sentations au-dessus deSPEC0 qui n’interviennent pas directe-
ment dans l’imple´mentation conside´ré e. Par exemple si l’on dispose d’une structure re´sidante de piles
d’entiers,STACK(NAT), en plus deARRAY, cette structure n’intervient pas dans notre imple´mentation
de QUEUE ; né anmoins on sait queSTACK(NAT) ajoute de nouvelles valeurs errone´es dansNAT. Il
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en résulte que l’alge`bre initialeTSPEC0
ne prend pas en compte ce “contexte” ; il faut faire appel aux

algèbres post-initiales (cf. Partie B, chapitre VIII).Nous devrons donc de´finir la correction d’une
implémentation non seulement surTSPEC0

, mais aussi relativement àtoutesSPEC0-algèbres post-ini-
tiales.

Remarque 3 :
Les axiomes deLbl-Ax REP etGen-AxREP de la forme

ρ s(x) ∈ l ==> x ∈ l
ou

ρ s(x) = ρ s(y) ==> x = y
jouent un roˆle important dans la se´mantique de l’imple´mentation abstraite. En effet, bien que la
représentation aille dans le sensΣΣ1→implémentation, ces axiomes permettent deremontervers les
sortes a` implémenter les e´tiquetages et les identifications faites lors de l’e´tape d’implémentation. Il
s’agit aussi bien des identifications issues des termes a` implémenter qui posse`dent la meˆme représen-
tation, que des identifications issues de la repre´sentation de l’e´galité (Ok-AxEQ etGen-AxEQ).

Nous allons maintenant nous appuyer sur la se´mantique que nous venons de de´finir pour établir les
critères de correction d’une imple´mentation.

Chap. IV : Le niveau sémantique



Chapitr e V :

Preuves de correction

Dans le cas sans traitement d’exceptions, deux conditions sont requises pour qu’une imple´mentation
abstraite soit correcte :

tout terme ferme´ à implémenter doit posse´der une repre´sentation parmi les n-uplets
synthétisés par les ope´rations de synthe`se

la “vision utilisateur” de l’imple´mentation doit eˆtre isomorphe a` la structure de´crite par la
spécification descriptive àimplémenterSPEC1 .

Dans le cas avec traitement d’exceptions, comme nous l’avons déjà remarque´, ces deux conditions ne
doivent pas concerner uniquementTSPEC0

et sémantique(TSPEC0
), mais toutes lesSPEC0-algèbres

post-initiales A, et sémantique(A). D’autre part, il est clair que les termeserronés ne doivent pas
nécessairement posse´der une repre´sentation sous forme de n-uplets synthe´tisés. Par exemple il n’est
pas ne´cessaire d’associer un triplet< t, i , j >QUEUE à un terme errone´ tel que add(x,"une-file-
pleine") ; il suffit que l’implémentation lui associe l’e´tiquetteOVERFLOW(rendant ainsi ce terme
erroné).

Il en résulte qu’avec traitement d’exceptions, ces deux conditions s’ecrivent :

Quelle que soit laSPEC0-algèbre post-initiale A ,  tout ΣΣ1-terme ferme´ non erroné doit
posse´der une repre´sentation parmi les n-uplets synthe´tisés par les ope´rations de synthe`se.

Pour touteSPEC0-algèbre post-initiale A , sémantique(A) doit être une SPEC1-algèbre
post-initiale.

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions, pour e´tudier précisémant la correction d’une
implémentation, nous scindons ces deux conditions en quatre crite`res, en e´clatant la seconde condi-
tion en trois parties :

1) Le fait que tout terme ferme´ non errone´ possède une repre´sentation est l’opération
complétude.

2) Pour touteSPEC0-algèbre post-initiale A ,  la partie Ok de sémantique(A) doit être ΣΣ1-fini-
ment ge´né ré e. Ce critère est laprotection des donne´es Ok àimplémenter.
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3) Pour touteSPEC0-algèbre post-initiale A , sémantique(A) doit être uneSPEC1-algèbre ;
c’est-à-dire qu’elle doit validerSPEC1 . Ce critère est lavaliditéde l’implémentation.

4) Enfin, parmi lesSPEC1-algèbres dont la partieOk est finiment ge´né ré e, sémantique(A) doit
ê tre post-initiale, c’est-a`-dire que sa partie finiment ge´né ré edoit être initiale. Ce crite`re est la
consistancede l’implémentation.

Cet éclatement nous permet d’e´tudier des conditions minimales pour qu’une imple´mentation soit cor-
recte (sections1 à4). Néanmoins lacorrection forte(section 5)n’utilisera pas cet e´clatement en qua-
tre critères ;elle fournira une conditionsuffisantepour assurer la correction. La correction forte est
très utile puisqu’elle permet d’assurer uneréutilisation correcte des imple´mentations, fait que
n’assure pas la correction.

1. L’OPERATION-COMPLETUDE

L’ introduction de traitement d’exceptions modifie le´gè rement la de´finition d’opération-comple´tude
que nous avions donne´e en partie A, chapitre II, section 5.1, de´finition 5.En effet, pour que toutes les
opérations a` implémenter soient comple`tement repre´sentées, il faut soit qu’elles retournent un re´sultat
Ok posse´dant une repre´sentation de la forme <. . . >s , soit que l’implémentation soit apte a` dé ter-
miner que le re´sultat est errone´. Inductivement, ceci est traduit sur les termes ferme´s de la manière
suivante :

Définition 2 :
L’ implémentation abstraiteIMPL estop-comple`te si et seulement si, pour touteSPEC0-algèbre post-
initiale A , la représentation de toutΣΣ1-terme ferme´ non errone´ dansFREP(A) posse`de une valeur
parmi les objets synthe´tisés par ΣΣSYNTH . Ce qui s’écrit, en notant FREP(A) = AREP et
FSORTimpl(A) = ASORTimpl :

\-/ t ∈TΣΣ1
, [ t ∈(AREP − AREP,err ) ==> (−−

−] α ∈ASORTimpl tel que ρ s(t) = α dansAREP ) ]
(oùs est la sorte det)

Remarquons que siA est la SPEC0-algèbre initiale TSPEC0
, alors AREP est égale à TREP et

ASORTimpl est égale àTSORTimpl ; si bien que cette de´finition n’est autre qu’une ge´né ralisation de
l’opération-comple´tude de´jà dé finie dans la cas sans traitement d’exceptions.

Pour les meˆmes raisons que dans le cas sans traitement d’exceptions, on ne veut en aucune fac,on que
la représentation de l’e´galité soit prise en compte lorsque l’on ve´rifie l’op-complétude. L’introduction
de traitement d’exceptions ne remet pas en cause cet argument. Car, mê me si la représentation de
l’égalité permet de rendre errone´ un terme qui ne l’e´tait pas dans AREP (en l’amalgamant avec une
valeur déjà erronée), il faut que l’implémentation puisse de´terminer que ce terme est errone´ sans
l’aide de la repre´sentation de l’e´galité ; sinon, ce terme serait incomple`tement imple´menté.

Remarque 4 :
Pour que l’imple´mentation soit op-comple`te, il suffit de ve´rifier l’op-complétude pour l’exception-
algèbre initiale TSPEC0

.

Ceci résulte simplement du fait que pour toute alge`bre post-initiale A, il existe un morphisme (issu du
morphisme initial) deTREP dans AREP :

FREP(initA) : TREP → AREP
par conse´quent, étant donne´ un ΣΣ1-terme ferme´ quelconquet, si t est dans la classe d’unSORTimpl-
termeα moduloTREP , alors a fortiori il est dans la classe deα modulo AREP .
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Intuitivement, rappelant que l’usage des alge`bres post-initiales permet de prendre en compte le “con-
texte” dans lequel l’imple´mentation est effectuée (3), ceci signifie que l’op-comple´tude est une pro-
priété indépendante de ce “contexte”.

Grâce à cette remarque importante, nous pouvons énoncer le the´orème suivant, qui montre que,
exactement comme dans le cas sans traitement d’exceptions, on peut ve´rifier l’op-complétude directe-
ment dansOPimpl plutôt que dansREP.

Théorème 1 :
Pour queIMPL soit op-comple`te, il faut et il suffit que pour toutΣΣ1-terme ferme´ t′ ∈ TΣΣ1

, si t’ n’est
pas errone´ dansTOPimpl alors il existe un e´lé ment α deTSORTimpl tel que t′ = α dansTOPimpl .

Preuve :
Soit ρ l’isomorphisme entreTΣΣ1

et TΣΣ1
déduit de l’isomorphisme de signaturesρ entre <S1, ΣΣ1> et

<S1, ΣΣ1> .  D’après les axiomes deREP (Lbl-Ax REP et Gen-AxREP), il résulte que pour toutΣΣ1-terme
fermé t , ρ s(t) est dans la meˆme classe d’e´quivalence, moduloREP, que le termet′ = ρ(t) ,  et t’ est
erronédansTOPimpl si et seulement sit l’est dansTREP .
Notre condition ne´cessaire et suffisante re´sulte donc du fait queρ est un isomorphisme entreTΣΣ1

etTΣΣ1
.

Exemple 8 :
On prouve l’op-complétude de notre imple´mentation des files borne´es grâce àune méthode d’induc-
tion structurelle.
Du fait de la de´finition des valeurs errone´es d’une exception-alge`bre (partie B, chap.IV, section 2,
définition 8), nous devons démontrer la proprie´té suivante :
pour toute ope´ration deΣΣ1 (i.e. toute ope´ration op), si t1

. . . tn sont desΣΣ1-termes non errone´s dans
TOPimpl , alors : ou op(t1, . . . ,tn) est égal à une valeur de la forme <r1, . . . ,r m >s, ou il existe une
é tiquette d’exceptionl ∈ L1 telle queop(t1, . . . ,tn) ∈ TOPimpl,l .

L’ opérationemptyest toujours e´gale à< t, i , i >QUEUE.

Si x est de la forme <e >ELEM et X est de la forme <t, i , j >QUEUE, alors deux cas sont possi-
bles :

• soit Next(j) est égal à i ; auquel casadd(x, X) = add(< e >ELEM , < t, i , j >QUEUE)
répond àl’étiquette d’exceptionOVERFLOW

• soit Next(j)n’est pas e´gal à i ; auquel casadd(x, X) = add(< e >ELEM , < t, i , j >QUEUE)
est égal à< t[ j ]: = e, i , Next( j ) >QUEUE .

Le même type de raisonnement vaut pour les ope´rationsremove, first et length.

Nous retrouvons de plus la proposition suivante :

Proposition 1 :
Pour que l’imple´mentation abstraiteIMPL soit op-comple`te, il suffitque la spe´cification OPimpl soit
suffisamment comple`te au-dessus deSORTimpl.

(3) En d’autres termes: mê me si l’implémentation n’utilise que la structure re´sidente spe´cifiée par SPEC0 , d’autres
structures peuvent eˆtre présentes lorsque l’imple´mentation est faite.
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Preuve :
Supposons queOPimpl soit suffisamment comple`te au-dessus deSORTimpl. La suffisante
complétude (partie B, chap. VII, section 2, de´finition 23) nous assure que toutΣΣ(OPimpl)-terme
fermé de sorte dansS1 est dans la classe d’unΣΣ(SORTimpl)-terme, ou est errone´. La conclusion
résulte donc du fait queΣΣ(OPimpl) contient la signatureΣΣ1, et du théorème 2.

2. PROTECTION DES DONNEES Ok A I MPLEMENTER

Définition 3 :
L’ implémentation abstraiteIMPL protège les donne´es Ok à implémenter si et seulement si, pour
touteSPEC0-algèbre post-initialeA , la partieOkdesémantique(A) estΣΣ1-finiment géné ré e.

Exemple 9 :
Pour notre exemple d’implémentation des files borne´es, les ope´rations <_ >ELEM et <_ >NAT ne sont
que des ope´rations de copies, y compris pour les e´tiquetages. Il en re´sulte que la protection des
données Okprédé finies est imme´diate àce niv eau.
En ce qui concerne la sorte d’inte´rê t QUEUE, rappelons qu’un triplet <t, i , j >QUEUE deQUEUE est
Ok si et seulement si chacune des valeurst, i et j le sont. En particulier, i, j et toutes les valeurs
mémorisées dans le tableaut sontOk, donc finiment ge´né ré es par hypothèse. De plus, par construc-
tion deREP, un élé ment X de sorteQUEUE ne peut eˆtre Ok que si sa repre´sentationρQUEUE(X) est
une valeurOk deQUEUE. Il en ré sulte que les valeursOk de sorteQUEUE sont finiment ge´né ré es
puisque de la formeadd(t[r m], . . . ,add(t[r0], new). . ) ; où r0 = i , r n+1 = Next(r n), jusqu’àr m tel que
Next(r m) = j .

Le théorème suivant prouve que la protection des donne´es Ok à implémenter peut eˆtre obtenue via un
critère de complétude suffisante forte, exactement comme la “protection des donne´es prédé finies”
é tait obtenue via la suffisante comple´tude dans le cas sans traitement d’exceptions.

Théorème 2 :
Une condition suffisante pour queIMPL protège les donne´es Ok à implémenter est que la spe´cifica-
tion de l’implémentation (SORTimpl+...+EQ) soit fortement comple`te au-dessus deΣΣ-exc1 (signa-
ture deSPEC1).

Preuve :
La complétude forte deEQ implique queUΣΣ-exc1(FEQ(B))Ok est ΣΣ1-finiment géné ré pour toute
ΣΣ-exc1-algèbre post-initiale B. Nous voulons de´montrer cette proprie´té pour touteSPEC0-algèbre
post-initiale A. La conclusion re´sulte alors simplement du fait que pour touteSPEC0-algèbre post-
initiale A, B=FΣΣ-exc1−ΣΣ-exc(A) est uneΣΣ-exc1-algèbre post-initiale (les foncteurs libres pre´servent les
algèbres post-initiales), etFEQ(A) = FEQ(FΣΣ-exc1−ΣΣ-exc(A)) .

La complétude suffisante forte deEQ n’est qu’une condition suffisante, ne´anmoins elle est satisfaite
pour tous les exemples usuels.

3. LA VALIDITE

Définition 4 :
L’ implémentation abstraiteIMPL est ditevalide si et seulement si pour touteSPEC0-algèbre post-
initiale A, sémantique(A) valide SPEC1.

Chap. V : Preuves de correction
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Ceci signifie quesémantique(A) doit valider Ok-Frm 1, Ok-Ax1, Lbl-Ax 1 et Gen-Ax1. Rappelons
que, de meˆme que la spe´cification d’une imple´mentation sans traitement d’exception ne contenait pas
les axiomes descriptifs (A1), la spe´cification d’une imple´mentation avec traitement d’exceptions ne
contient pasOk-Frm 1, Ok-Ax1, Lbl-Ax 1 etGen-Ax1.

Notation 1 :
On noteIDimpl l’exception-spe´cification suivante :

SPEC0+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ + ↓
< Ok-Frm 1 − Ok-Frm , Ok-Ax1 − Ok-Ax , Lbl-Ax 1 − Lbl-Ax , Gen-Ax1 − Gen− Ax >

Ce qui revient a` dire queIDimpl est égale à
SPEC1+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ .

Ceci signifie queIDimpl contient absolument tous les e´lé ments de toutes les spe´cifications invoquées
dans notre formalisme.IDimpl ajoute a` la spécification de l’implémentation abstraite toutes les par-
ties de la spe´cification descriptive àimplémenter qui n’y sont pas de´jà incluses.

Le théorème suivant montre que la condition de validité peut toujours se ramener a` des me´thodes de
preuves de the´orème. Il géné ralise le the´orème 4  (partie A, chap. II, section 5.3)au cas avec traite-
ment d’exceptions.

Théorème 3 :
Etant donne´e une implémentation abstraite avec traitement d’exceptionsIMPL , les quatre conditions
suivantes sont e´quivalentes :

(1) IMPL est valide

(2) pourtouteSPEC0-algèbre post-initiale A,sémantique(A) valide
<Ok-Frm 1, Ok-Ax1 − Ok-Ax , Lbl-Ax 1 − Lbl-Ax , Gen-Ax1 − Gen-Ax>

(3) pourtouteSPEC0-algèbre post-initiale A,FEQ(A) valide
<Ok-Frm 1, Ok-Ax1 − Ok-Ax , Lbl-Ax 1 − Lbl-Ax , Gen-Ax1 − Gen-Ax>

(4) pourtouteSPEC0-algèbre post-initiale A, le morphisme d’adjonction
FEQ(A) → FIDimpl (A)

est partiellement re´tractable (mieux : c’est un isomorphisme).

Preuve :
[1<==>2] la validité de IMPL signifie quesémantique(A) valide SPEC1. Mais, puisque la spe´cifica-
tion de l’implémentation abstraite contientSPEC0, donc P, sémantique(A) valide toujoursP . Par
conséquent, il suffit de ve´rifier quesémantique(A) valide SPEC1−P.
[2<==>3] résulte directement du fait que les axiomes ou de´clarations deSPEC1 ne concernent que
l’exception-signature <S1, ΣΣ1, L1> (voir la remarque5 ci-dessous) ; orsémantique(A) est justement
l’oubli de FEQ(A) sur cette exception-signature.
[3<==>4] résulte directement de la de´finition deIDimpl .
Ceci clôt notre preuve.

Remarque 5 :
Nous avons utilliséle fait que

< Ok-Frm 1 − Ok-Frm 0, Ok-Ax1 − Ok-Ax0, Lbl-Ax 1 − Lbl-Ax 0, Gen-Ax1 − Gen-Ax0 >
ne concerne que la signatureΣΣ-exc1=<S1, ΣΣ1, L1>. Remarquonsque, bien que les e´tiquettes
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d’exception ne soient pas type´es (i.e. ne sont attache´es àaucune sorte), les axiomes d’e´tiquetage de
Lbl-Ax 1 le sont, car pour tout axiome d’e´tiquetage

[ t1∈l1 ......... . . . ......... tn∈l n ......... v1 = w1 ......... . . . ......... vm = wm ] ==> t ∈ l
les termes avec variablesti , v j , w j et t sont type´s.
En particulier, les axiomes d’e´tiquetage deLbl-Ax 1 ne s’appliquent pas aux sortes interme´diaires de
S1 ; ce qui confirme notre argument.

Exemple 10 :
Soit àprouver que notre imple´mentation des files borne´es par les tableaux borne´s est valide.

D’abord, on peut prouver que siMaxrangeest strictement infe´rieur àMaxlength, alors l’implémenta-
tion abstraite que nous avons décrite n’est pas valide.
En effet,FEQ(A) doit en autres valider lesOk-axiomes suivants deQUEUE

first(add(x,empty)) = x
remove(add(x,empty)) = empty

remove(add(x,add(y,X))) = add(x,remove(x,add(y,X)))
En particulier, il doit valider :

first(removeMaxlength−1(add(x1, . . .add(xMaxlength, empty). . ))) = x1

Or, si Maxrange est strictement infe´rieur à Maxlength, le tableau, t, qui implémente
add(x1, . . .add(xMaxlength, empty). . ) est errone´ ;  donc l’accès t[i] à ce tableau, qui devrait retourner
x1, retourne en fait une valeur errone´e (de sorteELEM, par propagation d’erreur). Il en re´sulte que si
Maxrange est strictement infe´rieur à Maxlength, alors FEQ(A) ne valide pasQUEUE, donc
l’implémentation abstraite n’est pas valide.
Le même raisonnement vaut si la borne supe´rieure deNAT, Maxint, est strictement infe´rieure à
Maxlength.

Supposons donc maintenant queMaxrangeet Maxlengthsoient supe´rieurs àMaxlength. On veut
prouver queFEQ(A) valideQUEUEpour touteSPEC0-algèbre post-initiale A .

Validation deOk-Frm QUEUE :
Les formesOkdeQUEUEsont les termes de la forme

add(xn, . . .add(x1, empty). . ) av ec n≤Maxlength.
Or les axiomes d’imple´mentation imposent que ces termes sont imple´mentés par un triplet
< t, i , j >QUEUE tel quei et j sont inférieurs àMaxlength, et t ne subit que des affectations dans
les rangs compris entre0 et Maxlength. Il en ré sulte que, puisqueMaxint≥Maxlengthet
Maxrange≥Maxlength, que t, i et j sontOk. En particulier, < t, i , j >QUEUE estOk ; et la valida-
tion deOk-Frm QUEUE résulte donc de l’axiome deREP :

ρQUEUE(X) ∈ Ok ==> X ∈ Ok

Validation deOk-AxQUEUE :
Prenons par exemple l’Ok-axiome

remove(add(x,add(y,X))) = add(x,remove(add(y,X))).
Soit < t, i , j >QUEUE l’implémentation deX. Aussi bien pour la spe´cification QUEUE que pour
IMPL , cet axiome (resp.l’ Ok-implémentation de chacun de ces membres) ne s’applique que
si la longueur deX est inférieure àMaxlength-2. Dans ce cas, on constate aise´ment que l’Ok-
implémentation de chacun de ces deux membres donne :

< (t[ j ]: = y)[Next( j )]: = x, Next(i), Next(Next( j )) >QUEUE

Ce qui prouve que cetOk-axiome deQUEUEest valide´ par IMPL.
Les autresOk-axiomes deQUEUEse prouvent de la meˆme fac,on.
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Validation deLbl-Ax QUEUE :
Prenons par exemple l’axiome d’étiquetage deQUEUE

remove(empty)∈ UNDERFLOW.
Les axiomes d’imple´mentation nous assurent d’abord queempty est repre´senté par
< t, i , i >QUEUE. Il suffit alors d’appliquer l’axiome d’imple´mentation des e´tiquettes deIMPL :

i = j ==> remove(< t, i , j >QUEUE) ∈ UNDERFLOW
pour conclure graˆce aux axiomes de repre´sentation :

ρQUEUE(remove(X)) = remove(ρQUEUE(X))
ρQUEUE(X) ∈ UNDERFLOW ==> X ∈ UNDERFLOW.

Validation deGen-AxQUEUE :
Prenons l’axiome ge´né ralisédeQUEUE

length(X) = Maxlength ==> add(x,X) = add(x,remove(X))
Soit < e >ELEM l’implémentation dex, et < t, i , j >QUEUE celle deX. On peut d’abord montrer
que lorsquelength(X)=Maxlength, Next(j)est égal à i (rappelons quelength(X)est justement
représentépar (j−i) modulosucc(Maxlength)).
Ensuite, en appliquant l’axiome ge´né raliséd’implémentation :

Next( j ) = i ==> add(< e >ELEM , < t, i , j >QUEUE) = < t[ j ]: = e, Next(i), Next( j ) >QUEUE

On constate que le membre de gauche (add(x,X)) est implémenté par
< t[ j ]: = e, Next(i), Next(j ) >QUEUE .
Il suffit alors d’appliquer lesOk-axiomes d’imple´mentation pour constater que le membre de
droite (add(x,remove(X))) est aussi imple´mentépar < t[ j ]: = e, Next(i), Next( j ) >QUEUE .

On constate que l’on n’a pas utilise´ les axiomes de repre´sentation de l’e´galité pour prouver que
l’implémentation des files borne´es est valide, mais ceci est particulier a` notre exemple (en fait, les
axiomes de repre´sentation de l’e´galité peuvent être ici déduits des axiomes d’imple´mentation des
opérations). Comme nous l’avons déjà remarque´ dans le cas sans traitement d’exceptions, il existe
des exemples ou` la représentation de l’e´galité est nécessaire (cf. l’imple´mentation des ensembles par
les chaînes).

4. LA CONSISTANCE

Lorsque l’implémentationIMPL protège les donne´es Ok à implémenter et est valide, la consistance
vérifie si pour touteSPEC0-algèbre post-initiale A,sémantique(A) (qui est alors uneSPEC1-algèbre
dont la partieOk est finiment ge´né ré e) est uneSPEC1-algèbre post-initiale. D’une manie`re plus
géné rale, sans supposer la protection des donne´es Ok ni la validité, la consistance est de´finie comme
suit.

Définition 5 :
L’ implémentation abstraiteIMPL est diteconsistantesi et seulement si pour touteSPEC0-algèbre
post-initiale A: deuxΣΣ1-termes ferme´s ne sont égaux danssémantique(A) que s’ils le sont de´jà dans
TSPEC1

, et un ΣΣ1-terme ferme´ n’est étiquetépar une e´tiquette deL1∪{Ok} danssémantique(A) que
s’il l’est déjà dansTSPEC1

. Ce qui s’écrit :

\-/ t ∈ TΣΣ1
, \-/ t′ ∈ TΣΣ1

, ( t = t′ dans se´mantique(A) ==> t = t′ dans TSPEC1
)

et
\-/ t ∈ TΣΣ1

, \-/ l ∈ L1∪{Ok} , ( t ∈sémantique(A) l ==> t ∈TSPEC1,l )

Le théorème suivant montre que la consistance deIMPL peut toujours eˆtre vérifiée dans la partie fini-
ment ge´né ré ede FEQ(A). Ce théorème gé né ralise le the´orème 5  (partie A, chap. II, section 5.4) au
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cas avec traitement d’exceptions.

Théorème 3 :
Si l’implémentationIMPL est valide alors les trois conditions suivantes sont e´quivalentes :

(1) IMPL est consistante

(2) PourtouteSPEC0-algèbre post-initiale A, le morphisme initial deTSPEC1
dansséman-

tique(A) est partiellement re´tractable

(3) Pour toute SPEC0-algèbre post-initiale A, le morphisme initial deTSPEC1
dans

UΣΣ-exc1(FIDimpl (A)) est partiellement re´tractable

Preuve :
[1<==>2] résulte directement des de´finitions, et du fait que la validité implique quesémantique(A)
est toujours uneSPEC1-algèbre (ce morphisme initial existe donc).
[2<==>3] la validité de IMPL assure queFIDimpl (A) = FEQ(A) ;  doncUΣΣ-exc1(F IDimpl(A)) = séman-
tique(A).
(nota : en fait, [1<==>3] ne suppose pas la validite´ de l’implémentation).
Ceci clôt la preuve du théorème.

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions, ce the´orème dé montre que pour ve´rifier la consis-
tance d’une imple´mentation, il suffit de ve´rifier qu’aucun axiome (ou de´claration) de l’implémenta-
tion ne peut induire d’inconsistance dans les sortes a` implémenter. Ces axiomes, ou de´clarations,
d’implémentation sontOk-Frm SYNTH , ceux de la composante cache´e C, Ok-AxOP, Lbl-Ax OP,
Gen-AxOP, Ok-AxEQ et Gen-AxEQ (les axiomes deREP se contentent de traduire l’isomorphisme
de signatures entre les ope´rations a` implémenter et leur repre´sentation).

Exemple 11 :
Pour prouver que notre imple´mentation des files borne´es par les tableaux borne´s est consistante, il
nous faut d’abord prouver que siρQUEUE(X) ∈ l (dansTEQ) alors X ∈ l (dansTQUEUE). Par exemple,
pour l’étiquetteUNDERFLOW, on a les axiomes

i = j ==> remove(< t, i , j >QUEUE) ∈ UNDERFLOW
X ∈ UNDERFLOW ==> remove(X) ∈ UNDERFLOW

Le second axiome ne pose aucun proble`me puisqu’il correspond directement a` l’axiome deQUEUE
X ∈ UNDERFLOW ==> remove(X)∈ UNDERFLOW

Le premier axiome ne pose pas plus de proble`me, grâce au fait que nous connaissons la forme nor-
male de la file repre´sentée par < t, i , j >QUEUE lorsque i=j : c’est empty. Le premier axiome corre-
spond donc a` l’axiome deQUEUE

remove(empty)∈ UNDERFLOW.

Le traitement de l’e´tiquetteOk est un peu plus de´licat. Il nous faut prouver que toute fileX dont la
représentation est un triplet <t, i , j >QUEUE tel quet, i et j sontOk, alors X estOk dansTQUEUE. Prou-
ver cette proprie´té rigoureusement est long et fastidieux. En fait, elle est duˆ aux prémisses desOk-
axiomes d’imple´mentation des ope´rations :les prémisses ne permettent de donner une valeur de la
forme < t, i , j >QUEUE que si les pre´conditions d’applications sont satisfaites (la longueur est stricte-
ment inférieur àMaxlengthpour appliqueradd, la file n’est pas vide pour appliquerremoveou first).
Ainsi, seuls les termes posse´dant un formeOk (pourQUEUE) possèdent une repre´sentationOk (pour
IMPL ).

Il nous faut maintenant traiter lesOk-axiomes ou les axiomes ge´né ralisés de l’implémentation. Pour
ce faire, on peut d’abord prouver (par induction structurelle) que siρQUEUE(X) = < t, i , j >QUEUE alors
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X é gale
add(t[klength], add(t[klength−1], . . . ,add(t[k1], empty). . ))

où les kn sont de´finis par: kn = Next(i + n − 1) . En particulier, k1 est égal à i, et klength est égal à
(j-1) modulosucc(Maxlength)(length é tant la longueur de la file, c’est-a`-dire quelength é gale (j-i)
modulosucc(Maxlength)).

Ensuite, il suffit de raisonner comme nous l’avions fait pour l’exemple de l’implémentation des piles
(partie A, chap. II, section 5.4,exemple 13). Conside´rons par exemple l’Ok-axiome d’implémentation

eq(i , j ) = False ==> remove(< t, i , j >QUEUE) = < t, Next(i), j >QUEUE

Deux cas sont a` considérer :

Si eq(i,j) n’est pas e´gal àFalse, alors cet axiome ne s’applique pas, donc il ne risque pas de
créer d’inconsistance

Si eq(i,j) est égal àFalse, alors nous admettrons quei est différent dej dansTNAT (on suppose
que cette proprie´té adéjà été dé montrée avant de faire l’implémentation). Dansce cas, la file
X représentée par < t, i , j >QUEUE (membre de gauche de l’e´galité) n’est pas vide: elle a pour
forme normaleadd(t[klength], add(t[klength−1], . . . ,add(t[k1], empty). . )).
Par conséquent, le membre de gauche de l’e´galité représente la file

remove(add(t[klength], add(t[klength−1], . . . ,add(t[k1], empty). . )))
or le membre droit repre´sente la fileadd(t[klength], add(t[klength−1], . . . ,add(t[k2], empty). . ))
ce qui ne cre´e pas d’inconsistance par rapport àTQUEUE, àcause desOk-axiomes

remove(add(x,empty)) = empty
remove(add(x,add(y,X))) = add(x,remove(add(y,X)))

et du fait que la file repre´sentée par < t, i , j >QUEUE (membre gauche) n’est pas vide.

Nous avons maintenant examinéchacune des trois conditions pour qu’une imple´mentation soit cor-
recte. Nous pouvons poser la de´finition suivante :

Définition 6 :
Une implémentation abstraite (avec traitement d’exceptions)IMPL estcorrectesi et seulement si elle
est op-comple`te, valide et consistante.

5. LA CORRECTION FORTE

Cette section fournit des conditions suffisantes simples pour qu’une imple´mentation (avec traitement
d’exceptions) soit correcte. Pour ce faire, nous de´finissons une notion decorrection forte qui
implique la correction. De manie`re similaire au cas sans traitement d’exceptions, la plupart des exem-
ples usuels d’imple´mentation sont fortement corrects, et nous montrerons dans le chapitre suivant que
la correction forte est utile pour de´gager les imple´mentations compatibles avec la ré utilisation.

Définition 7 :
Une implémentationIMPL deSPEC1 au moyen deSPEC0 estfortement correctesi et seulementsi :

IMPL estop-comple`te

IDimpl est fortement persistant au-dessus deEQ (validité fortedeIMPL )

IDimpl est fortement persistante au-dessus deSPEC0 (IMPL protège la spécification
résidante)
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IDimpl est fortement persistante au-dessus deSPEC1 (consistance fortedeIMPL ).

Remarquons que la différence principale entre lacorrectionet lacorrection forteest la protection de
le spécification résidante. En effet, lorsque nous avons défini la correction, nous n’avons pris garde
qu’au fait que le re´sultat sémantique soit post-initial; la correction ne se soucie nullement de ne
préserver les sortes re´sidantes. On comprend bien de`s lors que la correction ne soit pas compatible en
géné ral avec la ré utilisation.

Théorème 4 :
Si l’implémentationIMPL est fortement correcte alors elle est correcte.

Preuve :
Rappelons queIMPL est correcte si et seulement si elle est op-comple`te et pour toute
SPEC0-algèbre post-initiale A,sémantique(A) est uneSPEC1-algèbre post-initiale.
L’ op-complétude est de´jà incluse dans la de´finition de correction forte.
Du fait queIDimpl est fortement persistante au-dessus deSPEC1, il r é sulte queUSPEC1

(FIDimpl (A))
est uneSPEC1-algèbre post-initiale. De plus, du fait queIDimpl est fortement persistante au-dessus
deEQ et IDimpl n’ajoute aucune ope´ration àla signature deEQ il résulte queFIDimpl (A) = FEQ(A) .
Par conséquent, sémantique(A)=U SPEC1

(FEQ(A)) = USPEC1
(FIDimpl (A)) est une SPEC1-algèbre

post-initiale.

Soulignons que la correction forte n’est pas une condition tre`s restrictive. En effet, elle est fonde´e sur
la persistance forte, qui autorise en fait toutes les pre´sentations “raisonnables”; par exemple la persis-
tance forte autorise l’ajout de valeurs exceptionnelles, pourvu qu’il existe un e´tiquetage indiquant que
cette valeur est errone´e (é ventuellement parpropagationd’erreur).
Les résultats précé demment e´noncés prouvent que la correction forte fournit une condition suffisante
très simple àexprimer pour qu’une imple´mentation soit correcte.
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Chapitr e VI :

Réutilisation

d’implémentations

1. MOTIVATION

Rappelons que lorsqu’un utilisateur spe´cifie un enrichissementd’une structure de´jà implémentée,
décrite parSPEC1, il le fait en regard de la spe´cification descriptive SPEC1, et non en regard de la
spécification constructive de IMPL . En particulier, toutes les preuves relatives àcet enrichissement
seront faites au-dessus de la spe´cification SPEC1 ; donc rien ne prouve a priori que l’on obtienne les
résultats “attendus” lorsque l’enrichissement est en fait applique´ au-dessus de l’imple´mentation
IMPL .

Plus précisément, étant donne´e une implémentationIMPL deSPEC1 au moyen deSPEC0 , FEQ(A)
modélise la totalite´ de l’implémentation, alors quesémantique(A) n’en mode´lise que la “vision util-
isateur” (pour touteSPEC0-algèbre post-initiale A). Par conse´quent, pour les meˆmes raisons que
dans le cas sans traitement d’exceptions, les alge`bres mode´lisant un enrichissementPRESau-dessus
de l’implémentation sont des enrichissements deFEQ(A), et non l’enrichissement d’une alge`bre post-
initiale sémantique(A).
Ainsi, dire que l’implémentation est compatible avec les enrichissements signifie que, e´tant donne´ un
enrichissement spe´cifié par une pre´sentationPRESau-dessus deSPEC1, l’oubli de FEQ+PRES(A) sur
l’exception-signature deSPEC1+PRES doit être (SPEC1+PRES)-post-initiale pour toute
SPEC0-algèbre post-initiale A.

De manie`re similaire au cas sans traitement d’exceptions, nous de´montrons dans les sections suiv-
antes que les imple´mentations fortement correctes sont compatibles avec les enrichissements forte-
ments persistants; et nous en de´duisons que les imple´mentations fortement correctes sont compati-
bles avec la composition.
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2. IMPLEMENT ATIONS ET ENRICHISSEMENTS

Le théorème suivant géné ralise, avec traitement d’exceptions, le re´sultat que nous avions obtenu sans
traitement d’exceptions (partie A, chap. II, section 6.1, the´orème 6).

Théorème 4 :
Si IMPL est une imple´mentationfortement correctedeSPEC1 au moyen deSPEC0, alors pour toute
présentationfortement persistantePRESau-dessus deSPEC1 , on a :
pour toute SPEC0-algèbre post-initiale, UΣΣ-exc1+ΣΣ-excPRES

(FEQ+PRES(A)) est une
(SPEC1+PRES)-algèbre post-initiale.

Preuve :
La correction forte deIMPL implique queIDimpl est fortement persistante au-dessus deSPEC1 . La
proposition 7, section 6, chapitre VIIIde la partieA implique que (IDimpl +PRES) est fortement per-
sistante au-dessus de (SPEC1+PRES) ;  il en ré sulte queUΣΣ-exc1+ΣΣ-excPRES

(FIDimpl +PRES(A)) est une
(SPEC1+PRES)-algèbre post-initiale. Il suffit donc de prouver queFIDimpl +PRES(A) est isomorphe a`
FEQ+PRES(A).
Remarquons tout d’abord que la correction forte implique queIDimpl est fortement persistante au-
dessus deSPEC0 , et la mê me proposition 7implique queIDimpl +PRES est fortement persistante
au-dessus deSPEC0. Il en ré sulte queFIDimpl +PRES(A) est une (IDimpl +PRES)-algèbre post-ini-
tiale ; et le même raisonnement, applique´ à la persistance forte deIDimpl au-dessus deEQ implique
queUΣΣ-excEQ+ΣΣ-excPRES

(FIDimpl +PRES(A)) est une (EQ+PRES)-algèbre post-initiale. Or cette alge`bre est
un quotient deFEQ+PRES(A) parce queIDimpl n’ajoute aucune ope´ration àEQ. Il en ré sulte finale-
ment queFEQ+PRES(A) est une (EQ+PRES)-algèbre post-initiale.
Dès lors l’isomorphisme des alge`bresFEQ+PRES(A) et FIDimpl +PRES(A) résulte directement du fait que
IDimpl est fortement persistante au-dessus deEQ.

3. COMPOSITION D’IMPLEMENT ATIONS

Supposons que l’on veuille spe´cifier l’implémentation abstraite d’une spe´cification SPEC2 au moyen
d’une spe´cification SPEC1 ; et que SPEC1 soit déjà implémentée au moyen deSPEC0. Là encore,
toutes les preuves de corrections relatives à l’implémentation (IMPL 2) de SPEC2 sont faites en
regard de la spe´cification descriptive SPEC1, et nullement par rapport a` la spécification constructive
de l’implémentation (IMPL 1) de SPEC1. Par conse´quent, rien ne prouve a priori que la composition
de ces deux imple´mentations correctes fournisse a` l’utilisateur un re´sultatglobalementcorrect.

Lorsque les deux imple´mentations sont compose´es, la spe´cification globale de la structure effec-
tivement implémentée est la réunion des spe´cifications des deux imple´mentationsIMPL 1 et IMPL 2 à
savoir :

SPEC0 + (SORTimpl1 + C1 + . . . + EQ1) + (SORTimpl2 + C2 + . . . + EQ2) .
Le théorème suivant prouve que la composition de deux imple´mentations (avec traitement d’excep-
tions) fortement correctes fournit toujours un re´sultat correct “du point de vue de l’utilisateur”.
Comme auparavant, le “point de vue de l’utilisateur” est mode´lisé par l’oubli, sur l’exception-signa-
ture deSPEC2, de la synthèse de touteSPEC0-algèbre post-initiale.

Théorème 5 :
Etant donne´es une implémentation,IMPL 1, de SPEC1 au moyen deSPEC0, et une implémentation,
IMPL 2, de SPEC2 au moyen deSPEC1. Considérons la spe´cification IMPL(1,2) obtenue en som-
mant les spe´cifications des deux imple´mentations :
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IMPL(1,2) = SPEC0 + (SORTimpl1 + . . . + EQ1) + (SORTimpl2 + . . . + EQ2)
Si IMPL 1 et IMPL 2 sontfortement correctes, alors on a :
pour touteSPEC0-algèbre post-initiale A,UΣΣ-exc2(FIMPL(1,2) (A)) est une SPEC2-algèbre post-ini-
tiale.

Preuve :
La correction forte deIMPL 2 implique que (SORTimpl2 + . . . + EQ2) est fortement persistante au-
dessus deSPEC1 . La correction forte deIMPL 1 et le théorème de la section précé dente impliquent
donc queU(ΣΣ-exc1+ΣΣ(IMPL 2))(FIMPL(1,2) (A)) estune (SPEC1 + . . . + EQ2)-algèbre post-initiale.
La correction forte deIMPL2 implique de IDimpl 2 est fortement persitant au-dessus de
(SPEC1 + . . . + EQ2) ;  et, rappelant queIDimpl 2 n’ajoute aucune ope´ration, ceci implique que toute
(SPEC1 + . . . + EQ2)-algèbre post-initiale est une IDimpl 2-algèbre post-initiale.
U(ΣΣ-exc1+ΣΣ(IMPL 2))(FIMPL(1,2) (A)) estdonc uneIDimpl 2-algèbre post-initiale.
Enfin la correction forte deIMPL 2 impose queIDimpl 2 est fortement persistante au-dessus de
SPEC2 ; il en ré sulte queUΣΣ-exc2(FIMPL(1,2) (A)) est uneSPEC2-algèbre post-initiale.

On constate ainsi que tous les re´sultats obtenus dans le cas sans traitement d’exceptions se
géné ralisent sans difficulte´ aux exception-alge`bres.

Chap. VI : Réutilisation d´implémentations



CONCLUSION

- 206 -



CONCLUSION

1. RECAPITULATION

Au cours de cette the`se, nous avons principalement de´veloppétrois formalismes :

un nouveau formalisme d’implémentation abstraite dans le cadre des types abstraits
algébriques, qui fournit d’une part un relevé exhaustif des crite`res pour qu’une imple´menta-
tion soitcorrecte, et qui montre d’autre part que ces crite`res peuvent toujours eˆtre exprimés au
moyen des notions bien connues desuffisante comple´tude et consistance hie´rarchique; de
plus, nous avons fourni des conditions suffisantes simples pour que lacomposition, et plus
géné ralement laréutilisation, d’implémentations correctes fournisse un re´sultat correct

un nouveau formalisme de traitement d’exceptions dans la cadre des types abstraits
algébriques, offrant toutes les particularite´s utiles pour ce sujet: modélisation desmessages
d’erreurs, propagation implicitedes exceptions et des erreurs, possibilite´s de récupérations
d’exceptions ;de plus, nous avons pu rede´finir les notions usuelles despécifications struc-
turées, consistance hie´rarchique et suffisante comple´tude dans le cadre des types abstraits
algébriques avec traitement d’exceptions ;plus géné ralement, le fait qu’il existe toujours une
congruence minimaleassocie´e à toute exception-pre´sentation permet de ge´né raliser au cas
av ec traitement d’exceptions la plupart des primitives de structuration des spe´cifications
algébriques de´jà connues sans traitement d’exceptions

enfin, nous avons plus particulie`rement porte´ notre attention sur l’extension du formalisme
d’implémentations abstraites au cas avec traitement d’exceptions ;nous avons obtenu sans
aucune difficulte´ les meˆmes résultats que dans le cas sans traitement d’exceptions.

Le fait que les deux formalismes d’imple´mentation abstraite et de traitement d’exceptions puissent
ê tre “fondus” sans difficulté semble révé lateur de la fiabilite´ de ces deux formalismes. En effet, ce
sont làdeux sujets particulie`rement de´licats des types abstraits alge´briques, et le fait que chacun de
ces formalismes puisse supporter les particularite´s de l’autre nous semble eˆtre garant des possibilite´s
d’extensions de chacun d’eux. Plus pre´cisément :

du fait que notre formalisme d’imple´mentation abstraite utilise une se´mantique fonde´e
uniquement sur les foncteurs d’oubli et desynthèse (synthèse = adjoint àgauche d’un foncteur
d’oubli), il pourra être étendu sans difficulté à tout formalisme offrant ces deux types de fonc-
teurs

du fait que notre formalisme de traitement d’exceptions posse`de une congruence minimale
associe´e à toute exception-pre´sentation, il offre les meˆmes potentialite´s d’extensions que le
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formalisme des types abstraits alge´briques “classique” (ADJ), dont les re´sultats reposent
justement sur l’existence de congruences minimales.

Insistons sur le point suivant : bien que le traitement rigoureux des formalismes que nous avons
développés ici soit parfois complexe, ces deux formalismes reposent sur des ide´es simples :

Les difficultés soulevées par l’implémentation abstraite sont d’une part que certaines valeurs
manipulées par l’implémentation ne repre´sentent aucun objet a` implémenter, et d’autre part
que deux valeurs différentes peuvent repre´senter le meˆme objet à implémenter. Par rapport
aux approches ante´rieures, celle de [EKMP 80] a permis de de´finir précisément les crite`res
pour qu’une imple´mentation soit correcte graˆce à l’introduction d’une se´mantique traitant
explicitement ces deux proble`mes. Ces crite`res étaient cependant difficiles a` prouver sur les
exemples, car les foncteurs utilise´s dans la se´mantique de [EKMP 80] e´taient relativement
complexes.
Dans notre formalisme, nous traitons ces deux difficultés dè sle niveau des pre´sentations, en
utilisant àla fois l’abstraction (ope´rations desynthèse) et la représentation. La sé mantique
d’une implémentation abstraite s’exprime alors simplement, et les preuves de corrections peu-
vent être faites par des “manipulations formelles” sur la syntaxe. Il n’est pas e´tonnant de`s lors
que les crite`res de correction puissent toujours s’exprimer graˆce aux notions de consistance
hiérarchique et suffisante comple´tude.

En ce qui concerne le traitement d’exceptions, nous sommes partis de deux ide´es :

• quite à bâ tir un formalisme de traitement d’exceptions, autant mode´liser aussi la
notion de “message d’erreur”; ce qui conduit assez naturellement a` étendre la de´fini-
tion d’une signature en lui adjoignant desé tiquettes d’exception

• puisque nous voulions mode´liser desrécupérations, il dev enait évident que certains
termes auraient une valeur “Ok” (par récupération) mais que leur traitement serait
exceptionnel ;par conse´quent, il fallait distinguer lestermes exceptionnelsde leur
valeurqui n’est pas ne´cessairement errone´e.

Du fait que nous ne pouvions donner une se´mantique alge´brique des exception-alge`bres
restreinte aux alge`bres finiment ge´né ré es (pour ne pas nuire aux possibilite´s d’extensions de
ce formalisme), il nous a fallu définir une notion de validation “a` deux niveaux” (via TΣΣ(A)),
mais l’idée de base n’en reste pas moins simple.

2. PERSPECTIVES

Du fait de sa similitude avec le formalisme classique (sans traitement d’exceptions), le formalisme
des exception-alge`bres offre les meˆmes possibilite´s d’extensions. Nous avons déjà précisément défini
les notions deprésentation, foncteur d’oubli, foncteur de synthe`se, consistance hie´rarchique, suff-
isante comple´tudeet tout ce qui se rapporte a` l’ implémentation abstraite dans le cadre des exception-
algèbres ; mais il reste bien suˆr de nombreuses voies a` explorer.

Par exemple, bien que nous ayons de´fini les notions de consistance hie´rarchique et de suffisante
complétude, nous n’avons fourni aucun re´sultat nouveau sur la manie`re de les vérifier. Nous avons
montrésur quelques exemples de la partieC comment ve´rifier la suffisante comple´tude ou la consis-
tance hie´rarchique, mais il doit eˆtre possible de de´velopper syste´matiquement des outils de´jà connus
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dans le cas sans traitement d’exceptions tels que le raisonnement e´quationnel, l’induction structurelle
ou les pre´sentations gracieuses ...

Dans le meˆme ordre d’idée, de mê me que l’on peut obtenir certains re´sultats relatifs a` une spe´cifica-
tion classique lorsque ses axiomes peuvent eˆtre orientés en un système de ré é criture à terminaison
finie, il serait inte´ressant de de´finir une notion de re´écriture prenant en compte les diverses sortes
d’axiomes ou de´clarations des exception-spe´cifications. Plus concre`tement, il sera utile de concevoir
un évaluateur symbolique fonde´ sur les exception-alge`bres.

Nous avons développéici une vision re´solument initiale des exception-alge`bres ; il serait utile de
définir une vision “terminale” des spe´cifications structure´es. Notons que ceci doit pre´senter quelques
difficultés non triviales. En effet, les approches terminales sans traitement d’exceptions sont le plus
souvent fonde´es sur un ensemble distingue´ de sortes “d’observation” fixe´ à l’avance. Cetteapproche
doit être modifiée ici car une exception-pre´sentation peut ajouter des “messages d’erreur” (mode´lisés
par des e´tiquettes d’exception), or les messages d’erreur de la pre´sentation en question doivent claire-
ment faire partie des “observateurs”. Il faut donc rede´finir la notion d’observateur de manie`re àpren-
dre en compte les e´tiquettes d’exception.

Bien d’autres sujets peuvent eˆtre aborde´s en utilisant le formalisme des exception-alge`bres ; le fait
qu’il existe toujours une congruence minimale associe´e àune exception-spe´cification permettra de
traiter ces sujets d’une manie`re très similaire àce qui est de´jà fait avec le formalisme “classique” des
types abstraits alge´briques.
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Cet annexe contient les exemples e´lé mentaires les plus courants de spe´cifications et pre´sentations
sans traitement d’exceptions, c’est-a`-dire dans le cadre classique des types abstraits
algébriques (ADJ).

Dans toute la suite, une spe´cificationSPEC, ou une présentationPRES, sera définie par :

< S , ΣΣ , E >

où :

S est une ensemble fini desortes

ΣΣ est une ensemble fini d’ope´rations a` arité dansS (c’est-à-dire qu’un mot non vide surS est
associe´ à chaque nom d’ope´ration)

E est une ensemble fini d’e´quations sur la signature <S,ΣΣ>, c’est-à-dire une paire (non ori-
entée) de ΣΣ-termes avec variables.

Annexe 1 : exemples de spe´cifications classiques



Les booléens :

BOOL

Il s’agit de la spe´cification usuelle des boole´ens avec les constantesTrue et False, et les ope´rations
usuelles :¬ (négation), ......... (conjonction), ......... (ou inclusif), if_ then_ else_.

S = { BOOL}

ΣΣ = { True , False ,¬_ , _ ........._ , _ ........._ , if_ then_ else_} avec les arités évidentes (et ne´cessaires
ici, puisqu’il n’y a qu’une seule sorte).

E : ¬ True = False
¬ False = True

True......... b = b
False......... b = False

a ......... b = ¬ (¬a ......... ¬b)
if True then a else b = a

if False then a else b = b
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Les entiers naturels :

NAT

Il s’agit de la spe´cification des entiers naturels (non borne´s, puisque nous ne disposons d’aucun traite-
ment d’exceptions ici).
Les ope´rations “prédecesseur” (pred), “soustraction” (− ), “division” (div) et “modulo” (mod) posent
quelques proble`mes, car elles pre´sentent de manie`re intrinsèque des cas d’application exceptionnels.
Pour ne pas nuire a` la complétude de cette spe´cification, nous poserons par convention que :

pred(0) = 0

n − m = 0 lorsquem est plus grand quen

n div 0 et n mod 0 sont toujours e´gaux à0

Afin de pouvoir spe´cifier l’opération d’ordre naturel sur les entiers naturels (“<”, qui est utile pour
spécifier la division), nous conside´ronsNAT comme une pre´sentation au-dessus deBOOL. Evidem-
ment, si l’on s’inte´resse seulement aux ope´rations 0, succ (successeur),pred (prédé cesseur), +
(addition), − (soustraction) et× (multiplication), alors on peut conside´rer NAT comme une spe´cifi-
cation àpart entière, en otant les autres ope´rations et les axiomes les concernant.

S = { NAT }

ΣΣ = { 0 , succ_ , pred_ , _+_ , _−_ , _×_ , _<_ , eq(_,_) , if_ then_ else_ , _div_ , _mod_}
av ec les arités évidentes.
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E : pred(succ(n)) = n
n + 0 = n

n + succ(m) = succ(n) + m
n − 0 = n

n − succ(m) = pred(n)− m
n × 0 = 0

n × succ(m) = (n×m) + n
n < 0 = False

0 < succ(m) = True
succ(n) < succ(m) = n < m

eq(0,0) = True
eq(0,succ(m)) = False
eq(succ(n),0) = False

eq(succ(n),succ(m)) = eq(n,m)
if True then n else m = n

if False then n else m = m
n div succ(m) = if n<succ(m) thenn else succ((n−succ(m)) div succ(m) )

n mod succ(m) = n − (n div succ(m))
et par convention :

pred(0) = 0
n div 0 = 0

n mod 0 = 0

Remarquons qu’en fait, il faudrait lever la surcharge sur l’ope´ration “if_ then_ else_”, qui était déjà
une ope´ration boole´enne ; mais le contexte (ici le nom des variables) nous permet aise´ment de
différencier ces deux ope´rations, ce qui nous e´vite d’alourdir les notations.

Remarquons aussi que nos e´quations “par convention” n’induisent aucune inconsistance, car les
axiomes tels que

n div succ(m) = if n<succ(m) thenn else succ((n−succ(m)) div succ(m) )
imposent que le second membre (succ(m)) soit différent de 0.

Remarquons enfin qu’il est par contre inutile de spe´cifier que(n−m) é gale 0 lorsquem est plus grand
que n, car ceci re´sulte de la convention “pred(0)=0” :  l e calcul de la soustraction aboutit alors a`
(0−0).
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Les entiers relatifs :

INT

Il s’agit de la spe´cification des entiers relatifs (non borne´s, puisque nous ne disposons d’aucun traite-
ment d’exceptions ici).
Les ope´rations “division” (div) et “modulo” (mod) posent quelques proble`mes, car elles pre´sentent de
manière intrinsèque des cas d’application exceptionnels. Pourne pas nuire a` la complétude de cette
spécification, nous poserons par convention quen div 0 et n mod 0 sont toujours e´gaux à0 .

Afin de pouvoir spe´cifier l’opération d’ordre naturel sur les entiers relatifs (“<”, qui est utile pour
spécifier la division), nous conside´rons INT comme une pre´sentation au-dessus deBOOL. Evidem-
ment, si l’on s’inte´resse seulement aux ope´rations 0, succ (successeur),pred (prédé cesseur),op
(oppose´), + (addition), − (soustraction) et× (multiplication), alors on peut conside´rer INT comme
une spe´cification àpart entière, en otant les autres ope´rations et les axiomes les concernant.

S = { INT }

ΣΣ = {0, succ_, pred_, op_, _+_, _−_, _×_, _<_, eq(_,_), if_ then_ else_, _div_, _mod_}
av ec les arités évidentes.
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E : pred(succ(x)) = x
op(0) = 0

op(succ(x)) = pred(op(x))
op(pred(x)) = succ(op(x))

x + 0 = x
x + succ(y) = succ(x) + y
x + pred(y) = pred(x) + y

x − 0 = x
x − succ(y) = pred(x)− y
x − pred(y) = succ(x)− y

x × 0 = 0
x × succ(y) = (x×y) + x
x × pred(y) = (x×y) − x

0 < 0 = False
0 < succ(0) = True

0 < succ(succ(y)) = if 0<succ(y) thenTrue else 0<succ(succ(y))
0 < pred(y) = if 0<y then 0<pred(y) elseFalse
succ(x) < y = x < pred(y)
pred(x) < y = x < succ(y)

eq(x,y) = ¬ ( x<y ......... y<x )
if True then x else y = x

if False then x else y = y
x div y = if y×d ≤ x < y×succ(d) then d else xdiv y

x mod y = if eq(y,0) then 0 else x− (x div y)
x div 0 = 0

Remarquons qu’en fait, il faudrait lever la surcharge sur l’ope´ration “if_ then_ else_”, qui était déjà
une ope´ration boole´enne ; mais le contexte (ici le nom des variables) nous permet aise´ment de
différencier ces deux ope´rations, ce qui nous e´vite d’alourdir les notations.

Les équations relatives à“<” et “div” mé ritent quelques explications :

Concernant l’ope´ration “<”, il est bien connu que l’on ne peut pas spe´cifier
0 < succ(n) = True

comme dans les entiers naturels, car on cre´erait des inconsistances dans les boole´ens :
0 < succ(pred(0)) = True = 0< 0  =  False

On remarque que la spe´cification que nous avons donne´e ici ne fournit pas un syste`me de
réécriture qui termine. Nous sommes dans un cas ou` l’on aurait besoin d’une ope´ration
“ if_ then_”, mais on ne dispose ici que de “if_ then_ else_”. Le moyen alge´brique d’obtenir
un “if_ then_” est le suivant : chaque fois que l’on voudrait e´crire

t = si b alors t’
on écrit :

t = i f b then t’ else t
même si cette équation ne fournit pas une syste`me de ré é criture qui termine, elle n’en est pas
moins valide sur le plan purement alge´brique.

De la même fac,on, l’equation que nous avons donne´e pour définir la division ne mode´lise en
aucune fac,on un algorithme de calcul de la division euclidienne; né anmoins elle de´finit par-
faitement le re´sultat d de la division dex pary, sur le plan alge´brique.
Bien sûr, un moyen plus constructif de spe´cifier la division euclidienne est l’e´quation
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suivante, qui est cependant plus complexe :

x div y = if eq(y,0) then 0 /* par convention */

else /* cas géné ral */

(if y<0 then op(x)div op(y)
else /* le diviseur y est positif */

(if 0≤x<y then 0 /* fin de récursion */

else (if y≤x
then succ((x−y) div y ) /* dividende positif */

else pred( (x+y) div y ) /* dividende negatif */

(dans cet axiome, “u≤v” est une abbre´viation pour “(u<v ......... eq(u,v))” ;  et “0≤x<y” est une
abbréviation pour “(0≤x ......... x<y)”).
Prouver que ces deux manie`res de spe´cifier la division sont e´quivalentes rele`ve du formalisme
d’implémentation abstraite.
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Les tableaux :

ARRAY

Nous spe´cifions les tableaux comme une pre´sentation ARRAYau-dessus de deux spe´cifications
prédé finies :

Une spe´cification RANGcontenant une sorteRANGet la sorteBOOL, et munie d’un pre´dicat
d’égalité sur la sorteRANG(notéeq). Cette sorteRANGsera celle des indices des tableaux (le
plus souventNAT dans les exemples).
Prédicat d’égalité : dans l’algèbre initiale deRANG, eq(x,y)est égal àTruesi x=y , et àFalse
sinon. En particulier, la propriété eq(x,y)=Trueest réflexiv e, symétrique et transitive dans
toute alge`bre finiment ge´né ré evalidantRANG.

Une spe´cification ELEMcontenant une sorteELEM, et munie d’une constante “distingue´e” de
sorte ELEM, notée e . Cette constante est ne´cessaire du fait qu’en l’absence de traitement
d’exception, on est contraint de supposer, pour conserver la suffisante comple´tude de notre
spécification, que le tableau “vide” (create) contient un e´lé ment en chacun de ses rangs.Le
plus simple est de poser qu’il contient cette constantee uniformément.

S = { ARRAY}

ΣΣ = create : → ARRAY (tableau initial)
_ [_ ] :=_ : ARRAY RANG ELEM → ARRAY (affectation)

_ [_ ] :  ARRAY RANG → ELEM (accès)
if_ then_ else_ : BOOL ARRAY ARRAY → ARRAY

Par convention, on noterat ou t’ les variables de sorteARRAY, i ou j celles de sorteRANG, et x ou y
celles de sorteELEM.

E : if True then t else t’ = t
if False then t else t’ = t’

create = create[i]:=e
(t[i]:=x)[j]:=y = if eq(i,j) then t[j]:=y else (t[j]:=y)[i]:=x

(t[i]:=x)[i] = x

Ces axiomes traduisent simplement que: le tableau vide contient la constantee partout, l’affectation
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dans un tableau est commutative sauf si elle concerne deux fois le meˆme indice auquel cas la dernie`re
affectation e´crase la pre´cé dente, et l’acce`s àun tableau fournit le dernier e´lé ment affectéen l’indice
en question (la commutativité de l’affectation permet toujours de faire remonter la “bonne” affecta-
tion àla racine du terme repre´sentant le tableau auquel on acce`de).

Annexe 1.4 : Les tableaux



Les piles :

STACK

Nous spe´cifions les piles (non borne´es) comme une pre´sentationSTACK au-dessus deNAT+BOOL
(pour pouvoir spe´cifier l’opération “hauteur”), et d’une spe´cification prédé finie ELEM contenant une
sorteELEM, et munie d’une constante “distingue´e” de sorteELEM, notée e (les élé ments place´s dans
les piles seront ceux de sorteELEM). Cette constantee est ne´cessaire du fait qu’en l’absence de
traitement d’exception, on est contraint de supposer, pour conserver la suffisante comple´tude de notre
spécification, que l’acce`s àla pile vide fournit un e´lé ment prédé fini. Cet élé ment serae .
Naturellement, il est possible queELEMsoit en faitNAT ouBOOL(avec par exemplee=0).

S = { STACK }

ΣΣ = empty : → STACK (pile vide)
push : ELEM STACK → STACK (empile un e´lé ment)
pop : STACK → STACK (depile d’un cran)
top : STACK → ELEM (élé ment en haut de pile)

height : STACK → NAT (hauteur)
is-empty : STACK → BOOL (la pile est-elle vide ?)

E : pop(push(x,X)) = X
top(push(x,X)) = x
height(empty) = 0

height(push(x,X)) = succ(height(X))
is-empty(X) = eq(height(X),0)

et par convention :
pop(empty) = empty
top(empty) = e
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Les chaînes :

STRING

Nous spe´cifions les chaînes (non borne´es) comme une pre´sentation STRING au-dessus de
NAT+BOOL (pour pouvoir spe´cifier l’opération “longueur”), et d’une spe´cification prédé finie ELEM
contenant une sorteELEM (les “caracte`res” formant les chaînes). Naturellement, il est possible que
ELEMsoit en faitNAT ouBOOL.

S = { STRING}

ΣΣ = λ : → STRING (cha îne vide)
add : ELEM STRING → STRING (ajoute un e´lé ment)

concat : STRING STRING → STRING (concate´nation)
length : STRING → NAT (longueur)

is-empty : STRING → BOOL (la chaîne est-elle vide ?)

E : concat(λ,u) = u
concat(add(x,u),v) = add(x,concat(u,v))

length(λ) = 0
length(add(x,u)) = succ(length(u))

is-empty(u) = eq(length(u),0)
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Les ensembles :

SET

Nous spe´cifions les ensembles (non borne´s) comme une pre´sentationSETau-dessus deNAT+BOOL
(pour pouvoir spe´cifier l’opération “cardinal”), et d’une spe´cification prédé finie ELEM contenant une
sorte ELEM (les élé ments des ensembles), et munie d’un pre´dicat d’égalité, noté eq, sur la sorte
ELEM.
Naturellement, il est possible queELEM soit en fait NAT (muni de eq), ou BOOL (le prédicat
d’égalité est alors de´fini par : eq(a,b) = (a.........b).........¬(a.........b) )

S = { SET}

ΣΣ = if_ then_ else_: BOOL SET SET → SET
∅ : → SET (ensemble vide)

ins : ELEM SET → SET (insertion)
del : ELEM SET → SET (enlever un élé ment)

∈ : ELEM SET → BOOL (élé ment de)
∪ : SET SET → SET (union)
∩ : SET SET → SET (intersection)
− : SET SET → SET (différence)
∆ : SET SET → SET (différence syme´trique)

card :  SET → NAT (cardinal)
is-empty : SET → BOOL (l’ensemble est-il vide ?)
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E = if True then X else Y = X
if False then X else Y = Y

ins(x,ins(y,X)) = if eq(x,y) then ins(y,X) else ins(y,ins(x,X))
del(x,ins(y,X)) = if eq(x,y) then del(x,X) else ins(y,del(x,X))

x ∈ ∅  = False
x ∈ ins(y,X) = if eq(x,y) then True else x∈X

X ∪ ∅  = X
X ∪ ins(x,Y) = ins(x,X∪Y)

X ∩ ∅  =  ∅
X ∩ ins(x,Y) = if x∈X then ins(x,X∩Y) else X∩Y

X − ∅  = X
X − ins(x,Y) = del(x,X)−Y

X ∆ Y = X∪Y − X∩Y
card(∅) = 0

card(ins(x,X)) = if x∈X then card(X) else succ(card(X))
is-empty(X) = eq(card(X),0)

et par convention :
del(x,∅) = ∅

Annexe 1.7 : Les ensembles



Les files :

QUEUE

Nous spe´cifions les files (“fifo”, non borne´es) comme une pre´sentation QUEUE au-dessus de
NAT+BOOL (pour pouvoir spe´cifier l’opération “longueur”), et d’une spe´cification prédé finie ELEM
contenant une sorteELEM, et munie d’une constante “distingue´e” de sorte ELEM, notée e (les
é lé ments place´s dans les files seront ceux de sorteELEM). Cette constantee est ne´cessaire du fait
qu’en l’absence de traitement d’exception, on est contraint de supposer, pour conserver la suffisante
complétude de notre spe´cification, que l’acce`s àla file vide fournit un e´lé ment prédé fini. Cet élé ment
sera e .
Naturellement, il est possible queELEMsoit en faitNAT ouBOOL(avec par exemplee=0).

S = { QUEUE }

ΣΣ = new : → QUEUE (file vide)
add : ELEM QUEUE → QUEUE (ajoute un e´lé ment)

remove : QUEUE → QUEUE (detruit l’élé ment en teˆte)
first : QUEUE → ELEM (premier élé ment de la file)

length : QUEUE → NAT (longueur)
is-empty : QUEUE → BOOL (la file est-elle vide ?)

E : remove(add(x,new)) = new
remove(add(x,add(y,X))) = add(x,remove(add(y,X)))

first(add(x,new)) = x
first(add(x,add(y,X))) = first(add(y,X))

length(new) = 0
length(add(x,X)) = succ(length(X))

is-empty(X) = eq(length(X),0)
et par convention :

remove(new) = new
first(new) = e
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Cet annexe contient divers exemples simples d’imple´mentations abstraites sans traitement d’excep-
tions.

Pour les spe´cifier, nous suivons les notations de´crites dans la partie A, chapitre II, a` la fin de la sec-
tion 2 (pages 49 et 50).

Annexe 2 : exemples d´imple´mentations abstraites classiques



Annexe 2.1

Implémentation deNAT

par INT

Cette imple´mentation est particulie`rement simple, puisqueNAT est simplement un sous ensemble de
INT. La seule difficulté ré sulte de l’application de l’ope´rationpred à 0, qui retourne0 pour les entiers
naturels, mais-1 pour les relatifs.
Voici la spécification de cette imple´mentation :

L’ aritéde l’opération d’abstraction est :
<_ > : INT −implémente→ NAT

0NAT ≈ < 0INT >
succNAT(< z >) ≈ < succINT(z) >

eqINT(z, 0) = False ==> predNAT(< z >) ≈ < predINT(z) >
predNAT(< 0INT >) ≈ < 0INT >
< z > +NAT < z′ > ≈ < z +INT z′ >

z <INT z′ = False ==> < z > −NAT < z′ > ≈ < z −INT z′ >
z <INT z′ = True ==> < z > −NAT < z′ > ≈ < 0INT >

Les autres ope´rations ne posent aucun proble`me ...
il ne s’agit que de copies.

On constate ici, une fois encore, le manque e´vident de traitement d’exceptions pour traiter cette
implémentation de manie`re efficace.

Remarquons que la repre´sentation de l’e´galité est vide, puisque deux entiers relatifs distincts
représentent deux entiers naturels distincts.
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Annexe 2.2

Implémentation deSTACK

par ARRAYetNAT

Récapitulons ici cette imple´mentation de´jà spécifiée au cours de la partie A. Rappelons que, pour
pouvoir spécifier complètement le cas exceptionnel top(empty), il s’agit de piles et de tableaux
d’élé ments tels que la sorteELEMcontienne un e´lé ment particuliere .

L’ opération d’abstraction est :
<_ ,_ > : ARRAY NAT −implémente→ STACK

Av ec les axiomes :

empty ≈ <t,0>
push(n,<t,i>) ≈ <t[i]:=n,succ(i)>

pop(<t,0>) ≈ <t,0>
pop(<t,succ(i)>) ≈ <t,i>

top(<t,0>) ≈ e
top(<t,succ(i)>) ≈ t[i]

height(<t,i>) ≈ i
is-empty(<t,i>) ≈ eq(i,0)

La représentation de l’e´galité peut être spécifiée comme suit :
<t,0> = <t’,0>

<t,i>=<t’,i> ......... t[i]=t’[i] ==> <t,succ(i)> = <t’,succ(i)>
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Annexe 2.3

Implémentation deSTACK

par STRING

Ici encore, on suppose qu’il s’agit de chaînes et piles d’e´lé ments tels que la sorteELEMcontienne un
é lé ment particuliere, afin de spe´cifier complètement le cas exceptionneltop(empty).

L’ opération d’abstraction est :
<_ > : STRING −implémente→ STACK

Et les axiomes d’imple´mentation sont :

empty ≈ <λ>
push(x,<s>) ≈ <add(x,s)>

pop(<λ>) ≈ <λ>
pop(<add(x,s)>) ≈ <s>

top(<λ>) ≈ e
top(<add(x,s)>) ≈ x

height(<s>) ≈ length(s)
is-empty(<s>) ≈ is-empty(s)

La représentation de l’e´galité est bien suˆr vide puisque deux chaînes différentes repre´sentent ne´ces-
sairement deux piles diffe´rentes.
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Annexe 2.4

Implémentation deSTRING

par ARRAYet NAT

L’ opération d’abstraction est :
<_ ,_ > : ARRAY NAT −implémente→ STRING

Nous utiliserons une composante cache´e, afin de définir une ope´ration qui transfert une portion de
tableau dans un autre tableau :
l’opération cache´e : transfert(t,i,t’,j,k) a pour rôle de transférer les e´lé ments du tableaut’ compris
entre les rangsj et j+k (j+k exclu), dans le tableaut à partir du rangi (i inclus).
Ceci est spe´cifié au moyen des axiomes cache´s suivants :

transfert(t,i,t’,j,0) = t
transfert(t,i,t’,j,succ(k)) = transfert(t[i]:=t’[j],succ(i),t’,succ(j),k)

Les axiomes d’imple´mentation sont alors :

λ ≈ <t,0>
add(x,<t,i>) ≈ <t[i]:=x,succ(i)>

concat(<t,i>,<t’,j>) ≈ <transfert(t,i,t’,0,j),i+j>
length(<t,i>) ≈ i

is-empty(<t,i>) ≈ eq(i,0)

La représentation de l’e´galité peut être spécifiée comme suit :
<t,0> = <t’,0>

<t,i>=<t’,i> ......... t[i]=t’[i] ==> <t,succ(i)> = <t’,succ(i)>

Annexe 2 : Implémentations sans traitement d´exceptions - 235 -



Annexe 2.5

Implémentation deSET

par STRING

Récapitulons ici cette imple´mentation de´jà spécifiée au cours de la partie A.

Nous spe´cifions d’abord une composante cache´e qui enrichit la spe´cification STRINGdes ope´rations
occurs, removeet delete. L’opérationoccurs(x,s)retourneTruesi l’élé mentx est dans la chaînes, et
False sinon. L’opération remove(x,s) retourne la chaîne s privée de sa premiere occurrence
(éventuelle) de l’e´lé ment x ; en particulier, si x n’est pas danss, alors la chaîne s elle même est
retournée. Enfin l’opérationdelete(d,s)retourne la chaînes privée de la première première occurrence
(éventuelle) de chacun des e´lé ments contenus dans la chaîned ; en particulier, si d ne contient aucun
é lé ment en commun avec s alors la chaînes est elle meˆme retournée, et si d contient tous les e´lé ments
des (dans n’importe quel ordre) alors la chaîne vide est retourne´e.
Ceci est obtenu par les axiomes cache´s suivants :

occurs(x,λ) = False
occurs(x,add(y,s)) = eq(x,y)......... occurs(x,s)

remove(x,λ) = λ
remove(x,add(x,s)) = s

eq(x,y)=False ==> remove(x,add(y,s)) = add(y,remove(x,s))
delete(λ,s) = s

delete(add(x,d),s) = delete(d,remove(x,s))

L’ opération d’abstraction est :
<_ > : STRING −implémente→ SET

Les axiomes d’imple´mentation sont alors les suivants :
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∅ ≈ <λ>
occurs(x,s)=False ==> ins(x,<s>) ≈ <add(x,s)>
occurs(x,s)=True ==> ins(x,<s>) ≈ s

del(x,<s>) ≈ <remove(x,s)>
x ∈ <s> ≈ occurs(x,s)

<s> ∪ <s’> ≈ concat(delete(s,s’),s)
<s> ∩ <s’> ≈ delete(s,delete(s’,s))
<s> − <s’> ≈ delete(s’,s)
<s> ∆ <s’> ≈ concat(delete(s’,s),delete(s,s’))

card(<s>) ≈ length(s)
is-emptySET(< s >) ≈ is-emptySTRING(s)

Enfin la repre´sentation de l’e´galité traduit simplement la commutativite´ de l’insertion ensembliste :
<add(x,add(y,s))> = <add(y,add(x,s))>

Annexe 2.5 : implémentation deSETpar STRING



Annexe 2.6

Implémentation deSET

par ARRAY

Rappelons que nous avons défini la présentationARRAYau-dessus d’une spe´cification RANGquel-
conque (munie d’un pre´dicat d’égalité), et d’une spe´cification ELEMquelconque (munie d’une valeur
distinguéee, que contient uniforme´ment le tableau initialcreate).
Nous allons conside´rer des tableaux de boole´ens, avec e=False, et la spécification RANGsera celle
des e´lé ments des ensembles que nous voulons imple´menter. Donc, en fait, nous instancions les rangs
des tableaux (RANG) par la spe´cification des e´lé ments des ensembles; et nous instancions les
é lé ments des tableaux (ELEM) par BOOL.

Nous allons imple´menter des ensembles (SET) dont les e´lé ments seront de sorteRANG. Un ensemble
s sera donc imple´mentépar un tableaut de telle sorte quer (de sorteRANG) sera élé ment des si et
seulement sit[r] é galeTrue.

L’ opération d’abstraction est bien suˆr :
<_ > : ARRAY −implémente→ SET

Nous utilisons une composante cache´e afin de définir les ope´rations AND (et logique), OR (ou
logique) et∆ (difference syme´trique) globalement sur les tableaux de boole´ens (rappelons quecreate
contient uniforme´mentFalse) :

create AND t = create
t’[r]:=T rue AND t = (t’ AND t)[r] := t[r]

create OR t = t
t’[r]:=T rue OR t = (t’ OR t)[r] := True

create∆ t = t
t’[r]:=True ∆ t = (t’ ∆ t)[r] := ¬ t[r]

Et les axiomes d’imple´mentation sont les suivants :
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∅ ≈ create
ins(r,<t>) ≈ t[r]:=True
del(r,<t>) ≈ t[r]:=False

r ∈ <t> ≈ t[r]
<t> ∪ <t’> ≈ t OU t’
<t> ∩ <t’> ≈ t AND t’
<t> − <t’> ≈ (t ∆ t’) AND t
<t> ∆ <t’> ≈ t ∆ t’

card(<create>) ≈ 0
t[r]:=False ==> card(<t[r]:=True>) ≈ succ(card(<t>))

is-empty(<t>) ≈ eq(card(<t>),0)

La représentation de l’e´galité est vide puisque deux tableaux ne repre´sentent le meˆme ensemble que
s’ils sont égaux.

Annexe 2.6 : implémentation deSETpar ARRAY



Annexe 2.7

Implémentation deQUEUE

par ARRAYetNAT

Récapitulons ici cette imple´mentation de´jà spécifiée au cours de la partie A. Rappelons que, pour
pouvoir spécifier complètement le cas exceptionnelfirst(empty), il s’agit de piles et de tableaux
d’élé ments tels que la sorteELEM contienne un e´lé ment particuliere . Mais nous savons que sur cet
exemple, le manque de traitement d’exceptions est surtout ressenti par une “fuite vers l’infini” de la
file dans le tableau.

L’ opération d’abstraction est :
<_ ,_ ,_ > : ARRAY NAT NAT −implémente→ QUEUE

Av ec les axiomes :

new ≈ <t,i,i>
add(x,<t,i,j>) ≈ <t[j]:=x,i,succ(j)>

eq(i,j)=False ==> remove(<t,i,j>) ≈ <t,succ(i),j>
remove(<t,i,i>) ≈ <t,i,i>

eq(i,j)=False ==> first(<t,i,j>) ≈ t[i]
first(<t,i,i>) ≈ e

length(<t,i,j>) ≈ j−i
is-empty(<t,i,j>) ≈ eq(i,j)

Enfin les axiomes de repre´sentation de l’e´galité sont :
<t,i,i> = <t’,k,k>

<t,i,j> = <t’,k,l> ......... t[j]=t’[l] ==> <t,i,succ(j)> = <t’,k,succ(l)>
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Cet annexe contient des exemples parmi les plus courants d’exception-spe´cifications et d’exception-
présentations dans le cadre du formalisme des exception-alge`bres.

Dans toute la suite, une exception-spe´cification SPEC, ou une exception-pre´sentationPRES, sera
définie par (cf. partie B) :

< ΣΣ-exc, Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >

où :

ΣΣ-exc= <S,ΣΣ,L> est une exception-signature (de´finition 1, page 97)

Ok-Frm est une de´claration de formesOksurΣΣ-exc(définition 2, page 99)

Ok-Ax est un ensemble fini d’Ok-axiomes surΣΣ-exc(définition 3, page 100)

Lbl-Ax est un ensemble fini d’axiomes d’e´tiquetage surΣΣ-exc(définition 4, page 101)

Gen-Ax est un ensemble fini d’axiomes ge´né ralisés sur ΣΣ-exc(définition 5, page 103).
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Les booléens

Cette spe´cification est trivialement simple. En fait, elle ne ne´cessite aucun traitement d’exceptions,
puisque toutes les ope´rations boole´ennes, applique´es à des valeurs boole´ennesOk, retournent une
valeur Ok. Hormis la de´claration (très simple) de formesOk, elle ne diffère donc pas de la spe´cifica-
tion classique (sans traitement d’exceptions) des boole´ens.

S = { BOOL}

ΣΣ = { True , False ,¬_ , _ ........._ , _ ........._ , if_ then_ else_}
av ec les arités évidentes (et ne´cessaires ici, puisqu’il n’y a qu’une seule sorte).

L = ∅

Ok-Frm : True ∈ Ok-Frm
False ∈ Ok-Frm

Ok-Ax : ¬ True = False
¬ False = True

True......... b = b
False......... b = False

a ......... b = ¬ (¬a ......... ¬b)
if True then a else b = a

if False then a else b = b

Lbl-Ax etGen-Ax sont vides, puisqu’aucun traitement d’exceptions n’est requis.
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Les entiers naturels

non bornés

Nous présentons ici diverses exception-spe´cifications des entiers naturels non borne´s, avec des
“degrés” de traitement d’exceptions progressifs; ceci afin de de´montrer que notre formalisme conduit
à des spe´cifications simples et courtes lorsque l’on se limite aux structures de donne´es présentées en
exemples dans les divers autres formalismes de traitement d’exceptions.

1. CAS SANS ETIQUETAGE

L’ exemple que nous spe´cifions ici est est repre´sentatif de ce qui peut eˆtre spécifié sans cas de
récupération, avec tous les formalismes que nous avions cités en partie B, chapitre I, section 3. Aucun
disgnostic d’exception n’est donne´ (ces formalismes ne disposent pas d’e´tiquette d’exception),
c’est-à-dire queL , Lbl-Ax etGen-Ax sont vides.

S = { NAT }

ΣΣ = { 0 , succ_ ,pred_ ,_ +_ , _ −_ , _ ×_ , _ <_ , eq(_ ,_ )}
av ec les arités évidentes.

Ok-Frm : 0 ∈ Ok-Frm
n ∈ Ok-Frm ==> succ(n)∈ Ok-Frm
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Ok-Ax : pred(succ(n)) = n
n + 0 = n

n + succ(m) = succ(n) + m
n − 0 = n

n − succ(m) = pred(n)− m
n × 0 = 0

n × succ(m) = (n×m) + n
n < 0 = False

0 < succ(m) = True
succ(n) < succ(m) = n < m

eq(0,0) = True
eq(0,succ(m)) = False
eq(succ(n),0) = False

eq(succ(n),succ(m)) = eq(n,m)

Remarquons que, par rapport au formalisme de [GDLE84], notre composanteOk-Frm est ici
exactement e´quivalente àdé clarer que les ope´rations 0 et succ sont “safe”. Les alge`bres initiales
respectivement obtenues avec le formalisme des exception-alge`bres et avec les formalisme
[GDLE 84] sont alors isomorphes. Ne´anmoins, notre formalisme permet de de´duire de manie`re
totalement impliciteque les ope´rations “×”, “<” et “ eq” sont “safe”.
Par rapport au formalisme des E,R-alge`bres de [Bid84], Ok-Frm ne serait pas de´claré dans ce for-
malisme, mais par contre il faudrait de´clarer explicitement que les termespred(0), et n−m lorsquen
est strictement infe´rieur à m, sont des cas d’erreur. Ceci est automatiquement de´duit de manie`re
implicitedans notre formalisme.

2. CAS AVEC RECUPERATIONS

Nous allons spe´cifier ici une récupération des termes ne´gatifs sur0. Les composantes <S,ΣΣ,L> et Ok-
Frm sont les meˆmes que dans la section pre´cé dente ; nous ajoutons simplement les axiomes
géné ralisés suivants (dansGen-Ax) :

pred(0) = 0
n<m = True ==> n−m = 0

Dans le cas du formalisme de [GDLE84], ceci est spe´cifié par les meˆmes axiomes; mais rappelons
que ce formalisme ne contient qu’une seule classe d’axiomes, si bien que rien ne permet de distinguer
syntaxiquement que ces axiomes rele`vent du traitement d’exceptions.
Dans le cas du formalisme de [Bid 84], il suffit d’ajouter le premier axiome parmi les axiomes traitant
les valeursOk, et d’ajouter la de´claration de re´cupération suivante :

pred(0) est un terme re´cupéré
Ainsi, ce cas de re´cupération est explicitement cite´, remarquons ne´anmoins que l’axiomepred(0)=0
est spe´cifié au sein desOk-axiomes, bien que ce soit une re´cupération.

3. CAS AVEC ETIQUETAGE

Pour spe´cifier la récupération précé dente avec le formalisme des exception-alge`bres, il est clair que
nous pre´fè rerons e´crire une récupération de la forme suivante :

n ∈ NEGATIVE-VALUE ==> n = 0
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av ec les étiquetages suivants, spe´cifiés dansLbl-Ax :
pred(0)∈ NEGATIVE-VALUE

n<m = True ==> n−m ∈ NEGATIVE-VALUE

Ceci n’est bien suˆr possible qu’a` condition de disposer d’un e´tiquetage des valeurs exceptionnelles.
Par conséquent, spe´cifier ainsi une telle re´cupération avec les formalisme [GDLE 84] ou [Bid84]
n’est pas possible.
Seul un formalisme utilisant les sous-sortes (cf. OBJ2) pourrait atteindre une spe´cification de ce
genre en cre´ant une sous-sorte deNAT nommée NATNEGATIVE-VALUE . Né anmoins, pour un tel formal-
isme, les spe´cifications donne´es dans les sections pre´cé dentes ne pourraient pas de´duire implicitement
que les termespred(0)et n−m sont exceptionnels. De plus, et surtout, cette re´cupération de pourrait
pas eˆtre spécifiée comme une pre´sentation au-dessus deNAT sans re´cupération ; en effet, sans cette
récupération la sorteNATNEGATIVE-VALUE doit être déclaré comme une sous-sorte deNATerreur, alors
qu’avec cette récupération elle devient une sous-sorte deNATOk ; par conse´quent, les re´cupérations
induisent des modifications de l’ordre sous-jacent des sous-sortes.

Annexe 3.2 : Entiers naturels non borne´s



Les entiers naturels

bornés

Récapitulons ici la spe´cification des entiers naturels borne´s dé jà dé veloppée pas àpas durant la par-
tie B, chapitre III. Il s’agit d’une exception-pre´sentation au-dessus des boole´ensBOOL.

S = { NAT }

ΣΣ = { 0, Maxint, crash, succ_ , _ <_ , pred_ , _ +_ , _−_ , _×_ , _ div_ }
av ec les arités évidentes.

L = { NEGATIVE-NUMBER , TOO-LARGE-NUMBER , DIV-BY-0-ERROR}

Ok-Frm : succMaxint(0) ∈ Ok -Frm
succ(n) ∈ Ok -Frm ==> n ∈ Ok -Frm

Ok-Ax : Maxint = succMaxint(0)
n < 0 = False

0 < succ(m) = True
succ(n) < succ(m) = n < m

pred(succ(n)) = n
n + 0 = n

n + succ(m) = succ(n) + m
n − 0 = n

n − succ(m) = pred(n)− m
n × 0 = 0

n × succ(m) = (n × m) + n
r < m = True ==> ((n×m)+r) div m = n
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Lbl-Ax : pred(0)∈ NEGATIVE-NUMBER
n ∈ NEGATIVE-NUMBER ==> pred(n)∈ NEGATIVE-NUMBER

n < m  =  True ==> (n − m) ∈ NEGATIVE-NUMBER
succ(Maxint)∈ TOO-LARGE-NUMBER

n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> succ(n)∈ TOO-LARGE-NUMBER
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n + 0) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

succ(n)+m∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n × 1) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

(n×m + n) ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> (n × succ(m))∈ TOO-LARGE-NUMBER
(n div 0)∈ DIV-BY-0-ERROR

Gen-Ax :

n ∈ NEGATIVE-NUMBER ==> n = crash
n div 0 = crash

succ(crash) = crash
pred(crash) = crash

crash + n = crash
crash− n = crash
n − crash = crash
crash× n = crash

crash div n = crash
n div crash = crash

n + m = m + n
n × m = m × n

n∈TOO-LARGE-NUMBER......... m∈Ok ==> n < m = False
n∈Ok ......... m∈TOO-LARGE-NUMBER ==> n < m = True

succ(n) ∈ TOO-LARGE-NUMBER

succ(m) ∈ TOO-LARGE-NUMBER





==> succ(n)<succ(m) = n<m

succ(n)∈TOO-LARGE-NUMBER ==> pred(succ(n)) = n
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + 0 = n

n+succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n + succ(m) = succ(n) + m
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n − 0 = n
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n − succ(m) = pred(n)− m
n ∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n × 0 = 0

n×succ(m)∈ TOO-LARGE-NUMBER ==> n × succ(m) = (n × m) + n
r < m = True ==> ((n×m)+r) div m = n

Se repporter au chapitre III de la partie B pour les divers commentaires relatifs a` cette spe´cification.

Annexe 3.3 : Entiers naturels borne´s



Entiers relatifs

bornés

Il s’agit d’une présentation au-dessus des boole´ensBOOL. Les cas exceptionnels re´sultent bien suˆr de
l’application des diverses ope´rations a` des valeursOk lorsqu’elles retournent une valeur hors de
l’intervalle [−lowerbound,upperbound]. Nous choisissons ici de re´cupérer les divisions par0 sur
l’une des bornes−lowerboundou upperbound; mais nous ne re´cupérerons pas les“n modulo 0” afin
de montrer que, bien quemodsoit défini au moyen dediv, il est possible d’interdir la propagation des
récupérations dediv (dans l’alge`bre initiale).
Noter que si l’exception-spe´cification qui suit est un peu longue, ceci est en grande partie duˆ au fait
que lowerboundn’est pas suppose´ égal à upperbound. Spécifier un intervalle Ok de la forme
[−bound,+bound] serait conside´rablement plus court; cependant nous pre´fé rons présenter ici le cas
géné ral.

S = { INT }

ΣΣ = { 0 , succ_ ,pred_ ,op_ , _ +_ , _ −_ , _ ×_ , _ <_ , eq(_ ,_ ) , _ div_, _ mod_ }
av ec les arités évidentes.

L = { TOO-SMALL-INT, TOO-LARGE-INT, DIV-BY-0-ERROR}

Ok-Frm : succupperbound(0) ∈ Ok -Frm
predlowerbound(0) ∈ Ok -Frm

succ(z)∈ Ok-Frm ==> z ∈ Ok-Frm
pred(z)∈ Ok-Frm ==> z ∈ Ok-Frm
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Ok-Ax : pred(succ(z)) = z
succ(pred(z)) = z
op(0) = 0
op(succ(z)) = pred(op(z))
op(pred(z)) = succ(op(z))
z + 0 = z
z + succ(y) = succ(z+y)
z + pred(y) = pred(z+y)
(z+y) − y = z
z × 0 = 0
z × succ(y) = (z×y) + z
z × pred(y) = (z×y) − z
predlowerbound(0) < predlowerbound(0) = False
predlowerbound(0) < succ(z) = True
eq(z,y) = ¬ ......... ¬

pred(0)<r<y = True ==> ((z×y) + r) div y = z
z mod y = z − ((z div y)× y)

Lbl-Ax : succupperbound+1(0) ∈ TOO-LARGE-INT
predlowerbound+1(0) ∈ TOO-SMALL-INT

z >  succlowerbound(0) ==> op(z)∈ TOO-SMALL-INT
z <  predupperbound(0) ==> op(z)∈ TOO-LARGE-INT

succupperbound(0) + succ(0) ∈ TOO-LARGE-INT
predlowerbound(0) + pred(0) ∈ TOO-SMALL-INT

z+y ∈ TOO-LARGE-INT ==> z+succ(y)∈ TOO-LARGE-INT
z+y ∈ TOO-SMALL-INT ==> z+pred(y)∈ TOO-SMALL-INT
z+y ∈ TOO-LARGE-INT ==> pred(z)+succ(y)∈ TOO-LARGE-INT
z+y ∈ TOO-LARGE-INT ==> succ(z)+pred(y)∈ TOO-SMALL-INT

z < (y+ predlowerbound(0)) = True ==> z−y ∈ TOO-SMALL-INT
z > (y+ succupperbound(0)) = True ==> z−y ∈ TOO-LARGE-INT

(z×y)+z ∈ TOO-LARGE-INT ==> z×succ(y)∈ TOO-LARGE-INT
(z×y)+z ∈ TOO-SMALL-INT ==> z×succ(y)∈ TOO-SMALL-INT
(z×y)−z ∈ TOO-LARGE-INT ==> z×pred(y)∈ TOO-LARGE-INT
(z×y)−z ∈ TOO-SMALL-INT ==> z×pred(y)∈ TOO-SMALL-INT

z div 0 ∈ DIV-BY-0-ERROR
z mod 0 ∈ DIV-BY-0-ERROR

Gen-Ax : 0 div 0 = succ(0)
z<0 = True ==> z div 0 = predlowerbound(0)
0<z = True ==> z div 0 = succupperbound(0)

Naturellement, bien d’autres re´cupérations peuvent eˆtre envisage´es.
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Tableaux bornés

Nous spe´cifions les tableaux comme une pre´sentation ARRAYau-dessus de deux spe´cifications
prédé finies :

Une spe´cification RANGcontenant une sorteRANGet la sorteBOOL, munie d’un pre´dicat
d’égalité sur la sorteRANG(notéeq), de deux rangs particulierslower-rangeet upper-range,
et d’une relation d’ordre total dans l’alge`bre initiale (note´ ≤ ) telle quelower-range<upper-
range. Cette sorteRANGsera celle des indices des tableaux (le plus souvent NAT dans les
exemples).

Une spe´cificationELEMquelconque.

S = { ARRAY}

ΣΣ = create : → ARRAY (tableau initial)
_ [_ ] :=_ : ARRAY RANG ELEM → ARRAY (affectation)

_ [_ ] :  ARRAY RANG → ELEM (accès)

Par convention, on noterat ou t’ les variables de sorteARRAY, i ou j celles de sorteRANG, et x ou y
celles de sorteELEM.

L = { OUT-OF-RANGE, NOT-INITIALIZED }

Ok-Frm : (on conside`re comme termeOk tout tableau n’ayant rec,u que des affectations d’e´lé ments
Ok à l’intérieur des rangs [lower-range,upper-range], même s’il contient des rangs non initialise´s).

create∈ Ok-Frm
lower-range≤i≤upper-range=True......... x∈Ok ......... t∈Ok-Frm ==> t[i]:=x ∈ Ok-Frm

Ok-Ax : (t[i]:=x)[i] = x
eq(i,j) = False ==> (t[i]:=x)[j]:=y = (t[j]:=y)[i]:=x

(t[i]:=x)[i]:=y = t[i]:=y
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Lbl-Ax : create[i] ∈ NOT-INITIALIZED
eq(i,j)=False ......... t[i] ∈ NOT-INITIALIZED ==> (t[j]:=x)[i] ∈ NOT-INITIALIZED

i>upper-range = True ==> t[i] ∈ OUT-OF-RANGE
i<lower-range = True ==> t[i] ∈ OUT-OF-RANGE
i>upper-range = True ==> t[i]:=x ∈ OUT-OF-RANGE
i<lower-range = True ==> t[i]:=x ∈ OUT-OF-RANGE

En ce qui concerne les axiomes ge´né ralisés (Gen-Ax), on peut imaginer toute re´cupération utile...
voir Exemple 14, section 1.2, chapitre VI, partie B (pages 137 & 138).

Annexe 3.5 : Tableaux borne´s



Piles bornées

Nous spe´cifions les piles borne´es comme une pre´sentationSTACK au-dessus deNAT (pour pouvoir
spécifier l’opération “hauteur”), et d’une spe´cification prédé finie ELEM contenant une sorteELEM
(les élé ments place´s dans les piles seront ceux de sorteELEM). Naturellement, il est possible que
ELEMsoit en faitNAT. On considère des piles de hauteur maximaleMaxheight.

S = { STACK }

ΣΣ = empty : → STACK (pile vide)
push : ELEM STACK → STACK (empile un e´lé ment)
pop : STACK → STACK (depile d’un cran)
top : STACK → ELEM (élé ment en haut de pile)

height : STACK → NAT (hauteur)

L = { UNDERFLOW, OVERFLOW, STA CK-IS-EMPTY}

Ok-Frm =

x1∈Ok -Frm ......... . . . ......... xMaxheight∈Ok -Frm ==> push(x1, push(x2, . . . , push(xMaxheight, empty) ∈ Ok -Frm
push(x,X)∈ Ok-Frm ==> X ∈ Ok-Frm

Ok-Ax : pop(push(x,X)) = X
top(push(x,X)) = x
height(empty) = 0

height(push(x,X)) = succ(height(X))

Lbl-Ax : pop(empty)∈ UNDERFLOW
top(empty)∈ STACK-IS-EMPTY

X ∈ UNDERFLOW ==> pop(X)∈ UNDERFLOW
height(X)=Maxheight ==> push(x,X)∈ OVERFLOW

X ∈ OVERFLOW ==> push(x,X)∈ OVERFLOW

Tout traitement des piles exceptionnelles peut eˆtre imaginédansGen-Ax. Par exemple, si l’on veut
identifier toutes les piles enUNDERFLOW, il suffit d’écrire :

X ∈ UNDERFLOW ......... Y ∈ UNDERFLOW ==> X = Y
Si l’on veut nommercrashcette pile errone´, il suffit d’ajouter la constantecrashdans la signature, et
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de remplacer l’axiome ge´né raliséprécé dent par :
X ∈ UNDERFLOW ==> X = crash

Si par contre on pre´fè re ré cupérer les pilesUNDERFLOWsur la pile vide, il suffit d’e´crire :
X ∈ UNDERFLOW ==> X = empty

De même, si l’on veut faire tomber tous les cas d’OVERFLOWdans uncrash irréversible, il suffit
d’écrire :

X ∈ OVERFLOW ==> X = crash
Et si l’on veut re´cupérer l’application depushsur une pile pleine en n’effectuant pas cepush, il suffit
d’écrire :

height(X)=Maxheight ==> push(x,X) = X
Bien d’autres traitements des cas exceptionnels peuvent eˆtre imaginés.

Annexe 3.6 : Piles borne´es



Cha înes bornées

Nous spe´cifions les chaînes borne´es comme une pre´sentationSTRINGau-dessus deNAT (pour pou-
voir spécifier l’opération “longueur”), et d’une spe´cification prédé finie ELEM contenant une sorte
ELEM (les “caracte`res” formant les chaînes). Naturellement, il est possible queELEM soit en fait
NAT. On noteraMaxlenla longueur maximale des chaînes.

S = { STRING}

ΣΣ = λ : → STRING (cha îne vide)
add : ELEM STRING → STRING (ajoute un e´lé ment)

concat : STRING STRING → STRING (concate´nation)
length : STRING → NAT (longueur)

L = { STRING-TOO-LONG}

Ok-Frm =

x1∈Ok -Frm ......... . . . ......... xMaxlen∈Ok -Frm ==> add(x1, add(x2, . . . ,add(xMaxlen, λ) ∈ Ok -Frm
add(x,X)∈ Ok-Frm ==> X ∈ Ok-Frm

Ok-Ax : concat(λ,u) = u
concat(add(x,u),v) = add(x,concat(u,v))

length(λ) = 0
length(add(x,u)) = succ(length(u))

Lbl-Ax =

length(u)=Maxlen ==> add(x,u)∈ STRING-TOO-LARGE
u ∈ STRING-TOO-LARGE ==> add(x,u)∈ STRING-TOO-LARGE

length(u)+length(v) > Maxlen = True ==> concat(u,v)∈ STRING-TOO-LARGE

En ce qui concerne les axiomes ge´né ralisés (Gen-Ax), comme dans le cas des piles, de nombreux
traitement d’exceptions peuvent eˆtre imaginés. Par exemple on peut amalgamer toutes les chaînes
trop longues au moyen de l’axiome ge´né ralisésuivant :

u ∈ STRING-TOO-LARGE......... v ∈ STRING-TOO-LARGE ==> u = v
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Ensembles borne´s

Nous spe´cifions les ensembles borne´s comme une pre´sentationSETau-dessus deNAT+BOOL (pour
pouvoir spécifier les ope´rations “cardinal” et “e´lé ment de”), et d’une spe´cification prédé finie ELEM
contenant une sorteELEM (les élé ments des ensembles), et munie d’un pre´dicat d’égalité, noté eq,
sur la sorteELEM. Naturellement, il est possible queELEMsoit en fait NAT (muni deeq), ouBOOL
(le prédicat d’égalité est alors de´fini par: eq(a,b) = (a.........b).........¬(a.........b) ). On noteraMaxcardle nombre
maximal d’élé ments dans un ensemble.

S = { SET}

ΣΣ = ∅ : → SET (ensemble vide)
ins : ELEM SET → SET (insertion)
del : ELEM SET → SET (enlever un élé ment)

∈ : ELEM SET → BOOL (élé ment de)
∪ : SET SET → SET (union)
∩ : SET SET → SET (intersection)
− : SET SET → SET (différence)
∆ : SET SET → SET (différence syme´trique)

card :  SET → NAT (cardinal)

L = { SET-OVERFLOW, ELEM-NOT-FOUND }

Ok-Frm =

x1∈Ok -Frm ......... . . . ......... xMaxcard∈Ok -Frm ==> ins(x1, ins(x2, . . . ,ins(xMaxcard, ∅) ∈ Ok -Frm
ins(x,X)∈ Ok-Frm ==> X ∈ Ok-Frm
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Ok-Ax : ins(x,ins(x,X)) = ins(x,X)
ins(x,ins(y,X)) = ins(y,ins(x,X))
x ∈ ∅ = False
x ∈ ins(x,X) = True
x ∈ ins(y,X) = eq(x,y)......... x∈X

x∈X = False ==> del(x,ins(x,X)) = X
x∈X = True ==> del(x,ins(x,X)) = del(x,X)

eq(x,y)=False ==> del(x,ins(y,X)) = ins(y,del(x,X))
X ∪ ∅ = X
X ∪ ins(x,Y) = ins(x,X∪Y)
X ∩ ∅ = ∅

x∈X = True ==> X ∩ ins(x,Y) = ins(x,X∩Y)
x∈X = False ==> X ∩ ins(x,Y) = X∩ Y

X − ∅ = X
x∈X = False ==> X − ins(x,Y) = X− Y
x∈X = True ==> X − ins(x,Y) = del(x,X)−Y

X ∆ Y = X∪Y − X∩Y
card(∅) = 0

x∈X = False ==> card(ins(x,X)) = succ(card(X))

Lbl-Ax =

card(X)=Maxcard ......... x∈X=False ==> ins(x,X)∈ SET-OVERFLOW
X ∈ SET-OVERFLOW ==> ins(x,X)∈ SET-OVERFLOW

x∈X = False ==> del(x,X)∈ ELEM-NOT-FOUND
card(X)+card(X−Y) > Maxcard = True ==> X ∪ Y ∈ SET-OVERFLOW

En ce qui concerne les axiomes ge´né ralisés, là encore, de nombreux traitement des cas exceptionnels
peuvent être conc,us. Citons par exemple la récuparation suivante des termes de la formedel(x,X)
lorsquex n’est pas dansX :

del(x,X)∈ ELEM-NOT-FOUND ==> del(x,X) = X
qui correspond a` la spécification “classique” de l’ope´rationdel, lorsque l’on e´crivait l’équation :

del(x,∅) = ∅

Annexe 3.8 : Ensembles borne´s



Files bornées

Nous spe´cifions les files (“fifo”) borne´es comme une pre´sentationQUEUE au-dessus deNAT (pour
pouvoir spécifier l’opération “longueur”), et d’une spe´cification prédé finie ELEMcontenant une sorte
ELEM (les élé ments place´s dans les files seront ceux de sorteELEM). Naturellement, il est possible
queELEMsoit en faitNAT. On noteraMaxlengthla longueur maximale d’une file.

S = { QUEUE }

ΣΣ = new : → QUEUE (file vide)
add : ELEM QUEUE → QUEUE (ajoute un e´lé ment)

remove : QUEUE → QUEUE (detruit l’élé ment en teˆte)
first : QUEUE → ELEM (premier élé ment de la file)

length : QUEUE → NAT (longueur)

L = { UNDERFLOW, OVERFLOW, QUEUE-IS-EMPTY}

Ok-Frm =

x1∈Ok -Frm ......... . . . ......... xMaxlength∈Ok -Frm ==> add(x1, add(x2, . . . ,add(xMaxlength, new) ∈ Ok -Frm
add(x,X)∈ Ok-Frm ==> X ∈ Ok-Frm

Ok-Ax : remove(add(x,new)) = new
remove(add(x,add(y,X))) = add(x,remove(add(y,X)))

first(add(x,new)) = x
first(add(x,add(y,X))) = first(add(y,X))

length(new) = 0
length(add(x,X)) = succ(length(X))

Lbl-Ax : first(new)∈ QUEUE-IS-EMPTY
remove(new)∈ UNDERFLOW

X ∈ UNDERFLOW ==> remove(X)∈ UNDERFLOW
length(X)=Maxlength ==> add(x,X)∈ OVERFLOW

X ∈ OVERFLOW ==> add(x,X)∈ OVERFLOW

Des récupérations similaires au cas des piles borne´es peuvent être spécifiées dans Gen-Ax ; se
reporter a` l’exception-spe´cification deSTACK (annexe 3.6).
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Cet annexe contient divers exemples simples d’imple´mentations abstraites axec traitement d’excep-
tions.

Pour les spe´cifier, nous suivons le formalisme d’imple´mentation dans le cadre des exception-alge`bres,
décrit en partie C. Nous nous conformons de plus aux notations de´crites dans la partie A, chapitreII,
à la fin de la section 2 (pages 49 et 50).
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Annexe 4.1

Implémentation deSTACK

par ARRAYet NAT

Pour spe´cifier l’implémentation des piles borne´es au moyen des tableaux borne´s et des entiers
naturels borne´s, nous conside´rons des tableaux indice´s par des entiers naturels borne´s (RANG=NAT),
et les e´lé ments me´morisés dans les tableaux (ELEM) sont ceux place´s dans les piles. Naturellement,
en suivant les me´thodes de preuves de correction de´finies dans la partieC, chapitreV, on peut démon-
trer sans difficulté majeure que cette imple´mentation abstraite n’est correcte que si le rang maximal
des tableaux (Maxrange) et la borne entie`re (Maxint) sont supe´rieures a` la hauteur maximale des piles
(Maxheight).

L’ opération d’abstraction est :
<_ ,_ > : ARRAY NAT −implémente→ STACK

Les formesOksynthétisées peuvent eˆtre déclarées comme suit :
t ∈ Ok-Frm ......... 0≤i≤Maxheight = True ==> <t,i> ∈ Ok-Frm

La composante cache´e est vide.

LesOk-axiomes d’imple´mentation des ope´rations sont habituels :

empty ≈ <t,0>
push(n,<t,i>) ≈ <t[i]:=n,succ(i)>

pop(<t,succ(i)>) ≈ <t,i>
top(<t,succ(i)>) ≈ t[i]

height(<t,i>) ≈ i

Les axiomes d’imple´mentation des e´tiquettes d’exception peuvent eˆtre spécifiés comme suit :
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pop(<t,0>) ∈ UNDERFLOW
X ∈ UNDERFLOW ==> pop(X)∈ UNDERFLOW

push(<t,Maxheight>)∈ OVERFLOW
X ∈ OVERFLOW ==> push(x,X)∈ OVERFLOW

top(<t,0>) ∈ STACK-IS-EMPTY

LesOk-axiomes de repre´sentation de l’e´galité sont alors bien connus :
<t,0> = <t’,0>

<t,i>=<t’,i> ......... t[i]=t’[i] ==> <t,succ(i)> = <t’,succ(i)>

En ce qui concerne les axiomes ge´né ralisés d’implémentation des ope´rations et les axiomes
géné ralisés de représentation de l’e´galité, ceux-ci sont bien suˆr dé pendants du traitement des cas
exceptionnels choisi dansSTACK et ARRAY. Ils seront en particulier vides si aucun traitement excep-
tionnel n’est spe´cifié dansSTACK. Et si l’on choisit de re´cupérer toutes les piles enUNDERFLOW
sur la pile vide, il suffit d’ecrire l’axiome ge´né raliséd’implémentation depopsuivant :

pop(<t,0>) ≈ <t,0>
et l’axiome ge´né raliséde représentation de l’e´galité suivant :

X ∈ UNDERFLOW ==> X = <t,0>

Annexe 4.1 :STACK par ARRAYet NAT



Annexe 4.2

Implémentation deSTRING

par ARRAYet NAT

Pour spe´cifier l’implémentation des chaînes borne´es au moyen des tableaux borne´s et des entiers
naturels borne´s, nous conside´rons des tableaux indice´s par des entiers naturels borne´s (RANG=NAT),
et les e´lé ments me´morisés dans les tableaux (ELEM) sont ceux consituant les “caracteres” des
cha înes. Naturellement, en suivant les me´thodes de preuves de correction de´finies dans la partieC,
chapitre V, on peut démontrer sans difficulté majeure que cette imple´mentation abstraite n’est cor-
recte que si le rang maximal des tableaux (Maxrange) et la borne entie`re (Maxint) sont supe´rieures a`
la longueur maximale des chaînes (Maxlen).

L’ opération d’abstraction est :
<_ ,_ > : ARRAY NAT −implémente→ STRING

Les formesOksynthétisées peuvent eˆtre déclarées comme suit :
t ∈ Ok-Frm ......... 0≤i≤Maxlen = True ==> <t,i> ∈ Ok-Frm

Nous utiliserons une composante cache´e, afin de définir une ope´ration qui transfert une portion de
tableau dans un autre tableau :
l’opération cache´e : transfert(t,i,t’,j,k) a pour rôle de transférer les e´lé ments du tableaut’ compris
entre les rangsj et j+k (j+k exclu), dans le tableaut à partir du rangi (i inclus).
Ceci est spe´cifié au moyen desOk-axiomes cache´s suivants :

transfert(t,i,t’,j,0) = t
transfert(t,i,t’,j,succ(k)) = transfert(t[i]:=t’[j],succ(i),t’,succ(j),k)

LesOk-axiomes d’imple´mentation sont alors :

λ ≈ <t,0>
add(x,<t,i>) ≈ <t[i]:=x,succ(i)>

concat(<t,i>,<t’,j>) ≈ <transfert(t,i,t’,0,j),i+j>
length(<t,i>) ≈ i
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Les axiomes d’imple´mentation des e´tiquettes d’exception peuvent alors eˆtre spécifiés comme suit :

add(x,<t,Maxlen>)∈ STRING-TOO-LONG
s ∈ STRING-TOO-LONG ==> add(x,s)∈ STRING-TOO-LONG

LesOk-axiomes de repre´sentation de l’e´galité peuvent eˆtre spécifiés comme suit :
<t,0> = <t’,0>

<t,i>=<t’,i> ......... t[i]=t’[i] ==> <t,succ(i)> = <t’,succ(i)>

Naturellement, puisqu’aucun traitement d’exceptions n’est pre´vu dans notre spe´cification des
cha înes, aucun axiome ge´né raliséd’implémentation des ope´rations ou de repre´sentation de l’e´galité
n’est nécessaire ici.
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Annexe 4.3

Implémentation deSET

par STRING

Pour spe´cifier l’implémentation des ensembles borne´s au moyen des chaînes borne´es, nous con-
sidérons des ensembles et des chaînes d’élé ments de sorteELEM quelconque. Naturellement, en
suivant les me´thodes de preuves de correction de´finies dans la partie C, chapitreV, on peut démontrer
sans difficulté que cette imple´mentation abstraite n’est correcte que si la longueur maximale des
cha înes (Maxlen) est supe´rieure au cardinal maximal des ensembles (Maxcard).

L’ opération d’abstraction est :
<_ > : STRING −implémente→ SET

Les formeOksynthétisées peuvent eˆtre déclarées comme suit :
length(s)≤Maxcard=True......... s∈Ok-Frm ==> <s> ∈ Ok-Frm

Nous spe´cifions une composante cache´e qui enrichit la spe´cification STRINGdes ope´rationsoccurs,
removeetdelete.
L’ opération occurs(x,s)retourneTrue si l’élé ment x est dans la chaîne s, et False sinon. L’opération
remove(x,s)retourne la chaînes privée de sa premiere occurrence (e´ventuelle) de l’e´lé mentx ; en par-
ticulier, si x n’est pas danss, alors la chaîne s elle même est retourne´e (removene correspond donc
pas directement a` l’opération ensemblistedel car elle ne retourne aucune erreur dans ce cas).Enfin
l’opérationdelete(d,s)retourne la chaînes privée de la première première occurrence (e´ventuelle) de
chacun des e´lé ments contenus dans la chaîne d ; en particulier, si d ne contient aucun e´lé ment en
commun avec s alors la chaînes est elle meˆme retournée, et si d contient tous les e´lé ments des (dans
n’importe quel ordre) alors la chaîne vide est retourne´e.
Ceci est obtenu par lesOk-axiomes cache´s suivants :
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occurs(x,λ) = False
occurs(x,add(y,s)) = eq(x,y)......... occurs(x,s)

remove(x,λ) = λ
remove(x,add(x,s)) = s

eq(x,y)=False ==> remove(x,add(y,s)) = add(y,remove(x,s))
delete(λ,s) = s

delete(add(x,d),s) = delete(d,remove(x,s))

LesOK-axiomes d’imple´mentation des ope´rations sont alors les suivants :

∅ ≈ <λ>
occurs(x,s)=False ==> ins(x,<s>) ≈ <add(x,s)>
occurs(x,s)=True ==> ins(x,<s>) ≈ s
occurs(x,s)=True ==> del(x,<s>) ≈ <remove(x,s)>

x ∈ <s> ≈ occurs(x,s)
<s> ∪ <s’> ≈ concat(delete(s,s’),s)
<s> ∩ <s’> ≈ delete(s,delete(s’,s))
<s> − <s’> ≈ delete(s’,s)
<s> ∆ <s’> ≈ concat(delete(s’,s),delete(s,s’))

card(<s>) ≈ length(s)

Les axiomes d’imple´mentation des e´tiquettes d’exception peuvent eˆtre spécifiés comme suit :

length(s)=Maxcard......... occurs(x,s)=False ==> ins(x,<s>) ∈ SET-OVERFLOW
X ∈ SET-OVERFLOW ==> ins(x,X)∈ SET-OVERFLOW

occurs(x,s)=False ==> del(x,<s>) ∈ ELEM-NOT-FOUND
length(s)+length(delete(s,s’)) > Maxcard = True ==> <s>∪<s’> ∈ SET-OVERFLOW

L’ Ok-axiome de repre´sentation de l’e´galité est particulièrement simple :
<add(x,add(y,s))> = <add(y,add(x,s))>

il traduit la commutativite´ de l’insertion ensembliste.
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Annexe 4.4

Implémentation deSET

par ARRAY

Rappelons que nous avons défini la présentationARRAYau-dessus d’une spe´cification RANGquel-
conque (munie d’un pre´dicat d’égalité et une relation d’ordre), et d’une spe´cification ELEM quel-
conque.

Nous allons conside´rer des tableaux de boole´ens, et la spe´cification RANGsera instancie´e par un type
“intervalle d’entiers” [min,max] (rappelons qu’avec traitement d’exceptions, spe´cifier un tel intervalle
ne présente aucune difficulte´).
Nous allons imple´menter des ensembles (SET) dont les e´lé ments seront des e´lé ments de cet intervalle
[min,max]. Un ensembles sera donc imple´menté par un tableaut de telle sorte quen (de sorte
RANG=[min,max]) sera élé ment des si et seulement sit[r] é gale True. Dans ce cas, il est clair
qu’aucun cas de “SET-OVERFLOW” ne peut être atteint, puisque tous les e´lé mentsOk (i.e. ceux com-
pris entremin et max) peuvent être en meˆme temps e´lé ment de l’ensemble imple´menté. Le seul cas
d’erreur rencontre´ sera donc une application de l’ope´ration ensemblistedel alors que l’e´lé ment à
enlever n’est pas dans l’ensemble.

L’ opération d’abstraction est bien suˆr :
<_ > : ARRAY −implémente→ SET

Les formesOksynthétisées peuvent eˆtre déclarées comme suit :
t ∈ Ok-Frm ==> <t> ∈ Ok-Frm

Nous utilisons une composante cache´e afin de définir les ope´rations suivantes :

init sera une constante de type tableau contenant uniforme´ment la valeur False entremin et
max(rappelons que le tableaucreaten’est initialiséen aucun rang).

OR sera une ope´ration effectuant le “ou” logique global de deux tableaux (rang par rang).
Cette ope´ration crée bien sûr des termes exceptionnels de sorteARRAYchaque fois qu’elle est
appliquée àdes tableaux contenant un rang non initialise´ entreminetmax.

AND sera une ope´ration effectuant le “et” logique global de deux tableaux, selon les meˆmes
conditions d’application que leORprécé dent.
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enfin ∆ sera une ope´ration effectuant la différence syme´trique de deux tableaux, selon les
mêmes conditions d’application que pre´cé demment.

LesOk-axiomes cache´s spécifiants ces ope´rations cache´es sont :

init = (..((create[min]:=False)[succ(min)]:=False)..)[max]:=False
init AND t = init

t’[r]:=T rue AND t = (t’ AND t)[r] := t[r]
init OR t = t

t’[r]:=T rue OR t = (t’ OR t)[r] := True
init ∆ t = t

t’[r]:=True ∆ t = (t’ ∆ t)[r] := ¬ t[r]

Les axiomes d’e´tiquetage cache´s, relatifs àces ope´rations, sont :

t[r] ∈ NOT-INITIALIZED ==> t’ AND t ∈ NOT-INITIALIZED
t’[r] ∈ NOT-INITIALIZED ==> t’ AND t ∈ NOT-INITIALIZED
t[r] ∈ NOT-INITIALIZED ==> t’ OR t ∈ NOT-INITIALIZED

t’[r] ∈ NOT-INITIALIZED ==> t’ OR t ∈ NOT-INITIALIZED
t[r] ∈ NOT-INITIALIZED ==> t’ ∆ t ∈ NOT-INITIALIZED

t’[r] ∈ NOT-INITIALIZED ==> t’ ∆ t ∈ NOT-INITIALIZED

ces axiomes signifient intuitivement que, par exemple pour le premier axiome,s’il existe un rang r
tel que t n’est pas initialise´, alors (t’ AND t) répond au meˆme diagnostic.

LesOk-axiomes d’imple´mentation peuvent alors eˆtre spécifiés comme suit :

∅ ≈ init
ins(r,<t>) ≈ t[r]:=True

t[r]=True ==> del(r,<t>) ≈ t[r]:=False
r ∈ <t> ≈ t[r]

<t> ∪ <t’> ≈ t OU t’
<t> ∩ <t’> ≈ t AND t’
<t> − <t’> ≈ (t ∆ t’) AND t
<t> ∆ <t’> ≈ t ∆ t’

card(<init>) ≈ 0
t[r]:=False ==> card(<t[r]:=True>) ≈ succ(card(<t>))

Remarquons que les valeurs synthe´tisées atteintes par les ope´rations ensemblistes sont celles de la
forme <t> telles quet est partout initialise´ entreminetmax.

Les axiomes d’imple´mentation des e´tiquettes d’exception peuvent eˆtre spécifiés comme suit :
t[r]=False ==> del(r,<t>) ∈ ELEM-NOT-FOUND

La représentation de l’e´galité est vide puisque deux tableaux ne repre´sentent le meˆme ensemble que
s’ils sont égaux.

Enfin, on peut imaginer la re´cupération suivante, spe´cifiée dansSET:
r ∈S = False ==> del(r,S) = S

qui se traduit au niveau des axiomes ge´né ralisés de l’implémentation par :
t[r]=False ==> del(r,<t>) ≈ t
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Annexe 4.5

Implémentation deQUEUE

par ARRAYet NAT

Récapitulons ici cette imple´mentation circulaire des files borne´es au moyen de tableaux borne´s, dé jà
spécifiée au cours de la partie C.

L’ opération d’abstraction est la suivante :
<_ ,_ ,_ > : ARRAY NAT NAT −implémente→ QUEUE

Les formesOksynthétisées sont déclarées comme suit :
t ∈Ok -Frm ......... i ∈Ok -Frm ......... j ∈Ok -Frm ==> < t, i , j > ∈ Ok -Frm

Nous utilisons une composante cache´e pour définir une ope´rationNexttelle queNext(i) é gale i mod-
ulo succ(Maxlength)(rappelons queMaxlengthest la longueur maximale d’une file.

Next(n) = succ(n) − (succ(Maxlength) × (succ(n) div succ(Maxlength)))

LesOk-axiomes d’imple´mentation sont les suivants :

i≤Maxlength = True ==> new ≈ <t,i,i>
add(e,<t,i,j>) ≈ <t[j]:=e,i,Next(j)>

eq(i,j) = False ==> remove(<t,i,j>) ≈ <t,Next(i),j>
eq(i,j) = False ==> first(<t,i,j>) ≈ t[i]

length(<t,i,j>) ≈ Next((j+Maxlength)-i)

Les axiomes d’imple´mentation des e´tiquettes d’exception peuvent eˆtre spécifiés comme suit :

Next(j) = i ==> add(x,<t,i,j>) ∈ OVERFLOW
X ∈ OVERFLOW ==> add(x,X)∈ OVERFLOW

i = j ==> remove(<t,i,j>) ∈ UNDERFLOW
X ∈ UNDERFLOW ==> remove(X)∈ UNDERFLOW

i = j ==> first(<t,i,j>) ∈ QUEUE-IS-EMPTY

Les axiomes ge´né ralisés d’implémentation sont e´videmment directement de´pendants des
récupérations spe´cifiées dans QUEUE ; se ré fé rer à l’exemple 5, partie C, chapitre II, section 6
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(page 183).

Enfin lesOK-axiomes de repre´sentation de l’e´galité sont :
<t,i,i> = <t’,k,k>

<t,i,j> = <t’,k,l> ......... t[j]=t’[l] ==> <t,i,Next(j)> = <t’,k,Next(l)>
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NOM : BERNOT

PRENOM : Gilles

TITRE : Une se´mantique alge´brique pour une spe´cification différenciée des exceptions et des
erreurs ;  application à l’implémentation et aux primitives de structuration des spe´cifications
formelles.

RESUME : Le but de cette the`se est de pre´senter un nouveau formalisme de traitement d’excep-
tions dans le cadre des types abstraits alge´briques, et de l’utiliser pour traiter l’imple´mentation
abstraite en pre´sence d’exceptions.
La première partie développe une nouvelle se´mantique pour l’imple´mentation abstraite, et permet
d’exprimer la correction d’une imple´mentation en terme desuffisante comple´tude et consistance
hiérarchique. Ainsi les preuves de correction d’une imple´mentation abstraite peuvent eˆtre traitées par
des me´thodes classiques telles que les techniques de re´écriture ou d’induction structurelle. L’idée
majeure de cette approche repose sur une distinction fondamentale entre spe´cificationsdescriptiveset
spécificationsconstructives. Des conditions simples et peu restrictives sont fournies pour que lacom-
positiond’implémentations correctes reste correcte.
La seconde partie de´veloppe un nouveau formalisme de traitement d’exceptions : lesexception-
algèbres. Ce formalisme autorise toutes les formes de traitement d’exceptions (messages d’erreur,
propagation implicite des exceptions et des erreurs, re´cupérations d’exceptions), tout en pre´servant
l’existence des mode`les initiaux et une approche fonctorielle simple. Nous de´finissons en particulier
une se´mantique fonctorielle desenrichissements, munie des notions deconsistance hie´rarchiqueet de
suffisante comple´tude.
Plus ge´né ralement, la plupart des primitives de structuration des spe´cifications alge´briques peuvent
ê tre étendues sans difficulté aux exception-alge`bres car les re´sultats fondamentaux relatifs aux excep-
tion-algèbres sont analogues a` ceux des types abstraits alge´briques “classiques”. La troisie`me partie
démontre en particulier que le formalisme d’imple´mentation abstraite peut eˆtre étendu aux exception-
algèbres sans difficulte´.
Plusieurs exemples d’exception-spe´cifications et d’imple´mentations abstraites sont donne´s en annexe.

MOTS CLES : spécifications alge´briques, traitement d’exceptions, types abstraits alge´briques,
spécifications hiérarchiques, imple´mentation abstraite.


