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INTRODUCTION

Le but de cette flse est principalement de psenter un nousau formalisme de traitement saep-
tions (les exception-algéres), de [l'utiliser pour traiter I'implenentation abstraite en fsence
d’exceptions, et plus ‘géralement de montrer que, leSsuttats fondamentaux obtenus pour les
exception-algeres ‘@ant analogues aux sdtats fondamentaux bien connus des types abstraits
algebriques “classiques”, la plupart des primé de $ructuration des spdications algériques
obtenues dans le cas sans traitement d’exceptions pétnecdgerdues sans difulté aux exception-
algébres.

Dans le cadre du traitement d’'exceptions, les questi@archiques (telles que la consistance
hiérarchigue ou la suffisante complde) constituent une part importante de rigaltats, mais nous
avons aussi eidie le probleme de I'implementation abstite. |l s'avére que, niene sans traitement
d’exceptions, les formalismes existants d'impémntation abstraite n'offraient pas des tetetotale-
ment satisfaisants pour prarvqu'une implenentation abstraite est correcte. Ces’ pegedaient
essentiellemergamnantiques fondes sur une descriptionxhaustve ce certaines algjares relatves a
limplémentation. Or il est clair que des critge principalement foridesur la speification de
'implémentation sont nettement ‘pégables sito que les gemples traite Nt complees, car une
description comple des algéres sous-jacentes est alors difficile.

Cette thee est constitue ck trois parties :

O La partieA déweloppe un nouveau formalismeirdplamentation abstite dans le cas “clas-
sique” (c’est-adire sans traitement dkeeptions). Ce formalisme a pour principabr@tage
d’offrir des critees fondse aur la speification de I'implenentation pour deder de sa correc-
tion. Nous pfeentons aussi une notion de correction “fortédquelle permet d’assurer la
compatibilitedes implenentations abstraites/ec la réutilisation. La notion de fetilisation
sera dénie dans cette partie; elle impliqgue en particulier que laompositionde deux
implémentations correctes reste correcte.

O La partieB expose le formalisme desception-algéres. Elle demontre que les seltats fon-
damentaux relatifs auxxeeption-algéres sont les fimes que ceux relatifs la theorie des
types abstraits alfpeques sans traitement d@eptions ;puis elle proue que, gf@e aceux-
ci, une approchhiérarchiquesimilaire acelle sans traitement d’exceptions péue efdinie.

Pa rapport aux formalismes existants de traitement d’exceptions, xtEpten-algeres
apportent une notion “dejuettes d’exception” qui mdotiee les messages d’errewte gdus,
ce formalisme fournit tous les aspects requis, ou utiles, pour le traitemeweutiens
(speification de structures boreg recupaation d'erreurs, traitement des valeurs efesne
elles menes, propagation implicite des exceptions et des errexisgeece de congruences
minimales, gistence d’'algbres initiales, spafications hiearchiques ...)Aucun des formal-
ismes existants ne permettait de tradétda foistous ces aspects.
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O La partieC traite I'implementation abstite en pfeence d’&ceptionsOn mnstate que le fer
malisme d'implenentation abstraite xposeen partie A est ‘éendu aux xception-algeres
sans aucune di€ulté. On peut alors spafier I'implémentation de structures bdeseau
moyen d'autres structures bdese et par emple deéerminer les rapports entre les bornes
respectres de @s structures pour que I'impientation soit correcte, ou encore @fier sim-
plement comment transcrire les messages d’erreur de la structurériempgmte” en mes-
sages d’erreur de la structure “implentes”.

Au debut de chacune de ces trois parties, le lecteur trouvera un’buefiedes rfeultats qui y sont
exposes, ainsi qu’'une table des matis plus dwillée cque celle fournie dans les pagesvantes.

Naturellement, I'implenentation abstraite en mence d’exceptions n'est qu'une extension possible
du formalisme desxeeption-algeres, parmi d'autres. De nombreuses autpdensions restent a
étudier, par exemple I'etude de critees simples pour assurer le suffisante cotodke ou la consis-
tance hiearchique, les rapports entre lesception-algeres et la réaiture, les approches non ini-
tiales, la parantesation ...

Cette thee aoncentre ses efforts sur I'impientation abstraite parce que c’est un sujet qui semble
dga dfficile sans traitement dkeeptions par consquent, le fait que I'on puissdendre les raultats
obtenus sans traitement déeptions au formalisme degoeption-algeres nous semble prouver que
ce formalisme deception-algbres est “prometteur’D’autre part, un formalisme d'imfabeentation
abstraite sans traitement d’'exceptions ne permet pasnéralyele traiter 'implenentation de struc-
tures bornes ; a il est clair que ceci ne pouvait que nuirkadcréadibilité pratique” de I'implenenta-
tion abstraite.

Introduction
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Résumé de aette partie A

Le but de cette partie est dévddopper un formalisme bthplementation abstite pour lequel les
preuves de coectionssoient simples aettre en ceuvre dans lesemples. Bien entendu, ce formal-
isme est orientde telle sorte qu’il S'éendra sans efforts majeurs aux types abstraitbrdges aec
traitement d’exceptions. Cette partie se scinde en deux chapdrpemier deeeloppe une approche
assez intuitie e l'implémentation abstraite en s&éent aux traaux anfeieurs qui ont inspir@otre
formalisme, le second deét notre formalisme.

Durant le premier chapitre, nousrvons que le probiee de limplémentation abstraite se pose de la
maniee livante :

O on dispose de deux ‘gfécations algériques :celle de la structure” ¢ implementee, et celle
de la structure que I'on veut iniphenter ;ces deux spEfications decrivent respectiement
les propri¢és connues de la structure jdeimplementee d@ les propriéés souhaites de b
structure’amplementer

O on cherche apecifier algebriquement une imphaentation ‘tonstructivé de la dructure que
I'on veut implanenter au noyen de la structure’ ¢k implemente ;la question est de proew
dans quelle mesure ceitaplementation abstiite estcorrectepar rapport da ecification
que I'on veut implenenter.

Nous verrons que deux’thedes principales sont connues :

O on peut chercher aynthéiser les sortes™ aimplementer au moyen des sortesjae
implémentess (@bstractior)

O on peut chercherdonner unegeprésentationde chaque terme fefn@mplementer parmi les
valeurs d¢a implementess.

Le formalisme que nous proposons dans le chapitre Il est famd@isagesimultanéde ces deux
notions (synthge et epresentation), ainsi que de la notion mprésentation de I'galité. Nous \er-

rons que cette approche’ggate, entre autres, Vantage de ramener le proble de la orrection
d’'implémentations “ades notions bien connues des types abstraitSbrdges : la sufisante
compldude et la consistance” héechique.

Résumé
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Chapitre | :

Premiere goproche

Ce chapitre contient 5 sections. La secfiomotive lapproche al@erique pour l'implementation
(implementation abstaite) et déait les buts poursuivis. La secti@expligue de manie intuitive les
notions dabstraction et de représentation La section 3 deeloppe le formalisme de [EKSD,
EKMP 80]en montrant ses cotegions &ec la motion d’abstraction. La sectighdéait brievement
[SW 82] qui propose un formalisme” da composition d'implenentations semble a priori promet-
teuse. Enfin la sectidh résume I'ensemble des iwdes gposes, et feapitule les points sur
lesquels ces formalismes ne sont pas mrtient satisfaisants.

1. MOTIVATION

1.1. SITUONSLE PROBLEME

Durant le deeloppement d’'un programme, il estdrénportant de manipuler des structures de
donnres bien adaptes aux besoins particuliers du probte traite. Le programme est alors plus aige
conceoir, et dus aisenent lisible.

Mais les structures de dorese ou le langage, dont on dispose apatiene sont pas’onessairement
assez puissants, ou bien adappeur I'application ewisage. Une bonne rithode est alors déeire
des primitves géecifiques au probleme traite. On crée ansi de nouvelles structures de doesieu
moyen de celles dont on disposait aypalt, puis on traite I'application gisage ai-dessus de ces
nouvelles structures.

Une telle méhode fcilite le dereloppement du probiee parce que I'on peutoeire le programme en
se féérant aux propfigsde ces nouvelles structures de “plus hawtani”. On laisse alors d€ &ola
“traduction” des opeations de plus hautveau en terme des ogaions de deart.

Prenons unx@mple simple. Supposons que 'applicationisages dive manipuler une structure de
piles, dont on ne dispose pas apate On a alors intéta ecifier d’abord les opeations primitves
des piles émpty push popettop). On peut ensuite se baser sur les pfogsiélérantaires bien con-
nues des piles pour deopper notre application. Lésdtat est beaucoup plus lisible, rapide et sim-
ple aobtenir, car la manipulation éctive ces piles au moyen des structures de plus hasunt est
uniqguement traite lors de la dnition des opeationsempty push popettop.

Le passage entre les structures de demde pus haut nieau et celles de plus bavedu est appéle
I'implementation Le r6le de limplémentation est donc la construction de reglies structures de

Partie A : Impl€ mentation sans traitement d’exceptions -12-
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donnes au noyen de structures existantes. Elle doit en quelque sortr tge manipulation des
opeaations de plus hautwvéau au moyen de celles de plus bagani ;et ceci en ne laissant visible
“de I'extérieur” que les propfig@spertinentes de ces naelles opeations. L'utilisateur d’'une struc-
ture de donhes implementee purra alors se reporter aux propéisintéressantes des agions qu'il
manipule, sans se soucier détads de leur implmentation.

Remarquons que la notion d'implentation couvre une largéemdue :cela \a de la smple
implémentation de quelques ap¢ions au moyen d'dpations de plus bas vs@au, jusqu'a
'implémentation d’un langage complet au moyen d’un autre langage (compilation, cf. [Gau 80]).

Les types abstraits dliggques permettent déecrire de maniere abstraite des structures de dorese
manipules par l'utilisateur De tlles speifications abstraites aident I'utilisateur parce gu’elles
ignorent les dmils d’implementation de ces structures. Paeraple, lorsque I'on spfie abstraite-
ment la structure de pile, ce qui’irgsse I'utilisateur sont des propiéstelles que :
I'acces aune pile fournit le dernieflénent empilé

Cette proprigé sexprime au moyen de I'axiome

top(push(x,X)) = x
De miame, lorsqu’on ajoute unl@rent dans une pile (6pation push, et qu’on la dpile ensuite
(operationpop), on retroue la ple de deart :

pop(push(x,X)) = X
De tels axiomes somtescriptifs: ils ne refléent geéralement pas la mamconstructivedont est
effectvement implenentee la gructure de pile. Souvent, on’fpéee implementer les piles au ngen
de tableaux une pile est caraatisée par un tableau (qui contient IéEaents de la pile) et un entier
(qui ddimite le haut de la pile dans le tableau) :

push( x [ X[ x| " [. ) =[x|[x]|x].
pop( | X [ Xxi [ | o ) = x| x| x| ..
op( [ X [ X [ %[ ) = x

Les types abstraits dligeques pfeentent I'avantage de fournir &'utilisateur I'ensemble des “pro-
priétéspertinentes” des piles. Mais le probile suivant se pose imhtiatement comment uafier si
l'implémentation des piles au moyen des tableaipomd bien ala specification algérique des
piles ?

Le but de cettepartie A est de traiter ce type de proivies au nieau des types abstraits abgigues.
L'idée est de se munir d’'unspeification algérique de I'implémentation elle-mme ; an pourra
alors utiliser les outils des types abstraits ldigies pour s#oir quels sont les crites de correction
et obtenir des frikodes grérales de preuves de correction. Cettmaehe est appedel implemen-
tation abstraite

Pa exemple, I'implementation des piles par les tableaux péxg speifiée ce la maniae suivante :

empty = <t0>
push(x,<t,i>) = <ti]:=x,succ(i)>
pop(<t,succ(i)> = <t|i>

t[i]

emptydenote la pile vide elle est implenentee par un tableau quelconque muni de I'entier 0, indi-
quant gu’aucurilément n’est empile Le tableaut, du wuple <,i>, contient les léments de la pile
(de0 ai-1), tandis que l'indicei pointe sur le rang du tableau doit &re placele prochain ément
de la pile. L'indice i est donc la hauteur de la pile. Les @fieations abstraites des piles et des

top(<t,succ(i)>

Chap. | : Premiere gpproche
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tableaux sont doriee en anexe 1 Pour simplifier nous aons ici ignofeles cas d’exceptions tels
guetop(empty)

Terminologie :

Dans toute la suite, pour féfencier la spefication “pure” des piles (cf.pop(push(x,X))=X de
celle caractesant [limplementation des piles au moyen des tableaux et entiers (cf.
pop(<t,succ(i)>)=<t,i> ) , nous qualifierons la prente de pécification descriptive et la £conde de
speification constructive Cette deomination est justifie par le fait que la premie Peécification
decrit les proprieés abstraites caraateant la structure de piles, alors que la seconde estecense
moddiser un “algorithme d’implmentation” des piles au moyen de tableaux.

1.2. LESBUTS POURSUIVIS

1.2.1. PREUVE(S)DE CORRECTION

Notre propos estvant tout de trouver des tedes pour prouver qu’une telle sfigation construc-
tive “simule” chaque opmtion de la spafication descriptivedes piles. Nous employons ici lerbe
“simuler” au sens frayais courant cette notion sera traduite alg@uement par la&orrection d’'une
implementation(en fait, la “simulation” est’gerement diférente de la notion de correction, elle est
seulement incluse dans la correction d'une immeletation ;la notion de simulation até
systenatiquement deeloppe dans [SW 82)).

Le seul fait de dnir cettecorrectionn’est pas simple. En fet, on pourrait penser qu’il suffit de
vérifier que les spafications descripties et onstructves ont la mene £mantique. Il n’en est rien.
Pa exemple, deux tableaux distincts munis de I'indis® representent la mme ple (empty ; plus
genéralement deux tableaux distincts mais contenant lesam@énents entré eti-1 representent la
méeme ple. Ainsi, on constate que deux objemnstructifsdistincts peuvent repsenter le mme
objetdescriptif Pour prouver la correction d’une impfentation abstraite il faudra donc d’abord-car
actaiser les objets constructifs répeamtant le mme dbjet descriptif. Nous verrons plus loin que ce
probleme nest pas le seul souléyar les preuves de correction d’implentations.

Une autre approche pouffider la correction d’une impleentation peuftee la suvante : mene g

les deux Smantiques sont diérentes, I'implenentation sera correcte pourvu que “ce que l'utilisateur
en observe” ne lui permette pas des les distinguee telle dénition de la correction d'une
implémentation conduif @les Senantiques “terminales” ([KarB80]). Malheureusement, les presv
de correction sont alors geifficiles amettre en ceuvre. De plus, la notion de correctiopedd de
I'étendue des “observateurs” que I'on donnkutilisateur ; on est alors en particulier confrérae
probleame wivant : que se passe-t'il si I'on enrichit une structure de demréja implementes ?
(sachant qu'un enrichissement peut fort bien ajouter désatires d’observation). Cette question
entre dans le cadre plusSrgeal du problene de réutilisation d'implémentations dg faites.

1.2.2. REUTILISATION D'IMPLEMENT ATIONS

Supposons que les piles soient innpdatees au noyen des tableaux, comme pgeemment. Un util-
isateur de cette structure de doesEincluera probablement dansveis programmes. Au wéau des
types abstraits al@peiques, ceci signifie que l'utilisateuravaoncevoir divers enrichissements au
dessus de la Spification des piles (un enrichissement pantvmodéser un “programme abstrait” au
dessus de la structure de doeménplementee). Mais I'utilisateur n’est nullement tenu devem
comment est faite I'implaentation des piles. En d’autres termes, il connaspkaification descrip-
tive des piles, mais il ne connait passf#ification constructivale son impleentation. llen resulte

Chap. | : Premiere gpproche



Partie A : Impl€ mentation sans traitement d’exceptions -15-

gue toute prew mncernant cet enrichissement seabbe en fonction de la Spification descriptre
usuelle des piles, et non de celle utilisant les tableaus. I¥s, rien ne proww a priori que
I'enrichissement en questionfedftueau dessus de I'implmentation, fournisse lessdtats attendus.
Un cas particulier de ce prolhe est lacomposition d'impleentationgc’est-adire une implenenta-
tion faite au dessus de structures de demmeecédemment implenentess). Toutes les preuves de
correction sont faites en gad de la spefication descriptive des structures pcédemment
implémentess. Laencore,a priori, rien ne proue que la composition de ces impientations soit
correcte, mme si chacune des impheentations est’gparanent correcte. Parxemple, le formalisme
d’'implémentation abstraite ‘deloppedans [EKP 80] et [EKMP 80] n’est pas compatibleala
composition d'implenentations : la compésak deux implanentations correctes peut ne pasrée

1.2.3. LETRAITEMENT D’EXCEPTIONS

Le traitement d’exceptions est particuéement crucial pour Spdier des implenentation abstraites
rédistes. Prenons encore unemple simple. Si I'on veut Spiier I'implémentation dediles au
moyen de tableaux.’absence de traitement d’exceptions nous condujteaifier des files et des
tableauxnon borrie (appliquer I'opeation add_ to_a wne file pleine taultant sur un cas deep-
tion). On peut hanmoins donner une Sgécation constructie ces files comme suit :

emptyqueue =  <t,i,i>
add xto <t,i,j> = <t[j]:=x,i,succ(j)>
remove(<t,i,j>) = <tsucc(),>
first(<t,i,j>) = {[i]

Une file est alors repsentee par un triplet<t,i,j> . Le tableaut contient les Ements de la file entre
l'indice i et l'indice j-1. L'indice i pointe sur le premierlément de la file, alors que l'indigepointe
sur le rang du tableau aloit &re placele prochain’émnent de la file. lopérationadd_ to_ affecte
'élément ajoutea la pacej du tableau et inCmentej de 1, tandis que I'opeation remove
incremente simplemeritde 1.

Hormis les mauvais’saltats obtenus\wac removeet first lorsque la file est vide (on peut y redier
ici en ajoutant un prdicat is-empty mais la speification est alors incomple, cf. [Gau 80]),on con-
state de plus une “fuite vers l'infini” de la file au fur etnasure de I'application de I'Gpation
remove Pour remiglier ace probleme, on est conduit imiter la taille des files (en sgéant des files
bornees), afin de pouvoir en donner une irmpéntation “circulaire”, dans des tableaux bane

On constate donc sur cetemple que le traitement dteeption est heessaire si I'on veut Spiier
des implenentations abstraite$destes, aptes gérer des structures boree C'est Id’un des lts de
cette thee : déwelopper un formalisme d'impieentation abstraitevac traitement d’exceptions. La
troisieme partie de cette thee (partie C) feoud cette question.

On verra que l'on peut en particulier ‘sifer une telle implenentation circulaire ainsi que
'implé mentation des &ers messages d’erreur s'yf@dant, et prougr qu’elle est correcte (si et seule-
ment si la taille maximale des tableaux est au majakeéla longueur maximale des files, bieir)su

2. ABSTRACTION ET REPRESENTATION

Suivant la discussion faite en section 1.1, nos desde é&part sont les suantes :
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O on dispose de la Sgécation algdrique de la structure” ¢ implementes, dite speification
résidante(par exemple les entiers natureAT et les tableauARRAY

O on dispose de la Sgécation algérique descriptivede la structure que I'on veut iniphenter
(par xemple les pileSTACK)

O on veut speifier algeriquement 'implenentation deSTACK au myen deARRAYet NAT et
lui donner une ‘smantique, ce que nous appellons implamentation abstraite

Figure 1: implementation et types abstraits

structure ~ implémentation- structure (Structures
dga impleamentes aimplementer | dedonnies)
O O
! !
speification implementation speification
dga implementee ~ abstraite - a implementer | (ypes
(résidante) (constructive) (descriptive) || abstraits)

Deux mehodes se psentent naturellementraous :

- 0n peut partir des dohee déja implementess, etsynthigiser les donnes aimplementer Cette
méthode est appétel abstraction parce gu’elle permet “d’abstraire” des n-uplets de desne
résidantes (parxemple des couplestableau,entiery en ces donhes aimplementer piles).

— symdriquement, on peut partir des termegrglementer et leur associer les valeurs qui les
implémentent. Cette fibode est lareprésentation puisqu’elle fournit ‘achaqueterme a
impléementer (de sorte STACK) les objets qui le repsentent (ici des couples
<tableau,entiery.

2.1. ABSTRACTION

Poursynthdiser les sortes amplementer (piles) au moyen des sortésdantes (tableaux et entiers),
on utilise une ofration d'abstraction, nogeA .

Exemple 1:
Pour notre gemple, I'aritede 'opération d’abstraction est :

A ARRAY NAT - STACK.
Les axiomes constructifs ‘spiant I'implémentation abstraite sont alors lesvsnts (on supposera
qu’il s'agit de piles et tableaux d’entiers naturels afin deipecompléement I'opeation top, cf.
cinquigme aiome) :
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QD empty = A(,0)

(2) push(x,A(t,i))) =  A(t[i]:=x,succ(i))
(3) Pop(A(t,0)) = A(t0)

(4) pop(A(t,succ(i))) = A(ti)

5) top(A(t,0)) = O

(6) top(A(t,succ(i))) = i

Suiant les troisiene et énquieme aiomes, nous posons que les casxckEption pop(empty)et
top(empty)sont respectement ‘gaux aemptyet 0; la partie C traitera compleement les rapports
entretraitement d’exceptionstimplementation abstraite

Remarques 1 :

O Ces axiomes fournissent succeasient 'implamentation de chacune des’ogt#ons sur les
piles : (1) pour I'opeation empty (2) pour I'opeation push (3 & 4) pour I'opération pop,
(5 & 6) pour l'opeation top. Ainsi, toutes les opations sont traies si hen que I'on peut
determiner feursivement I'implamentation de tout terme de so8@ACK. Nous verrons que
traiter toutes les opationsse déinit au moyen d’un crite de orrection appé€ld opeation-
compléude(introduit par [EKP 80]).

O Remarquons que le premier axiome laisse toute lilgeidat au choix d’un tableau imphen-
tant la pile vide. Le fait que la hauteur de la pile 8aitifit pour caractaser la pile vide, peu
importe la teneur du tableau choisi.

La vision “abstraction” a un inceénient majeur. elle synthdise trop d'objets dans les sortes a
implémenter Par exemple, I'dément de sort&&TACK  A(create,4) ne repfeente aucune pilecfeate
est le tableau non initialiseEn effet, les 4 premies places du tableaueate (de create[0] a cre-
ate[3]) ne ont pas initialises ; a pour repfeenter une pile de hauteur 4, aut (au moins) que les 4
premiers’&ments empile ient ddinis.

Nous avions da sulignele fait que deux n-uplets distincts peuvent fepnéer le Mme djet a
implémenter ;et que par coriggent il faut caraétiser les n-uplets distincts qui imphentent le
méme djet afin de prouer la correction d’une impheentation. Nous venons dégdgler ici un sec-
ond obstacle aux preuves de correction d'imaetations :certains n-uplets ne remantent aucun
objet aimplementer Il faut donc aussi caraciser quels sont ceux qui sont “utiles”, afin de pexuv
la correction d’une implaentation.

On pourrait penser que ce second obstacle est uniquefmantrditement d’'&ceptions si I'on con-
vient que le tableau vidgeatecontient uniformenentO, la question ne se pose plus. Eitfil est de
nombreux memples sans cas exceptionnels dabstraction synthiése des n-uplets qui
n'implémentent aucun objet. En voici un grémple : 'implémentation des ensembleSKT) par les
chdnes ETRING.

Exemple 2 :
On suppose qUSTRINGest muni des opations “chane vide” note A, “ajolt dun @dénment”
add(x,s) “retrait d’'un’‘éément” remove(x,syui enlere toute occurence de’lérentx dans la chiane
s, et occurs(x,s)yui retourneTruesi x est dans la cfines, Falsesinon. Les spafications descripties
de STRINGet SETsont donfies en anexe 1
L’ arite de l'opération d’abstraction est alors :

A: SIRING - SET
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et les axiomes d'imptaentation sont simplement :

o = AQ)
occurs(x,s)=True = insert(x,A(s)) = A(s)
occurs(x,s)=false = insert(x,A(s)) = A(add(x,s))
delete(x,A(s)) = A(remove(x,S))
x OA(s) = occurs(x,s)

On constate quiasert(x,X)est constructiement speifié de telle sorte que sillémentx est dga dans
la chdne s implémentantX, on Hajoute pas d'occurence inutile dedanss. Il en resulte que les
chdines redondantes n'imptentent aucun ensemble. Ceci fournit donc xemgple oul’abstraction
synthdise certains objets de so@&Tqui ne sont pas requis pour I'imphentation (ici les valeurs de
la formeA("une thaine redondante?)

De mene, les axiomes d’imphaentation speifiés ici n'impliquent nullement la commutstié de
I'insertion ensembliste : les objets syfithes A("ab") et A("ba") sontdistincts

Cet xemple est donc’r&lateur des deux probies que nousvans souligne :

O Lorsque I'on speifie une implenentation, on cre certains objets “inutiles”, qui ne sont pas
atteints par les Opations ‘aimplementer Ceci impose de cardctser les objets utiles a
'implé mentation &ant de pouvoir prouver sa correction.

O Deux objets distincts pour la ‘spiécation constructie de limplémentation peusnt
implémenter le Mme dojet. Ceci impose de caradter quels sont les objets qui regmetent
le mane dénent aimplementer &ant de pouvoir prouver la correction d'une iriientation.

En fait, ces deux prohtees sont les seuls obstacles rencenfur formaliser les implmentations
abstraites. Ils soldent cependant de nombreuses diffi@jitemme on le verra plus loin.

En ce qui concerne le premier obstacle, on peut tenter de ca&ctes objets “utiles” synthiees
par I'opaation d'abstraction. Cette caradsation s'appelldes invariants de epresentation (cf.
[Gau 80)) :

O Seuls les couplest,i> tels quet est initialiseentre O eti-1 sont atteints par dpations des
piles.

O Seules les chimes non redondantes sont atteintes par leéstpes ensemblistes.

On peut aussi cardeiser les n-uplets refsentant le mme dbjet aimplementer Cette caractésa-
tion s’appellela representation de I'galité (cf. [Gau 80]). La repreentation de lgalité peut
s’exprimer algeriquement :

O pour les piles :
A(t,0) = A(t',0)
AtLD)=A,I) & t[i]=t[] = A(t,succ(i)) = A(t',succ(i))
ce qui impligue reursivement que les abstractions des couftgs et (t',j) sont ‘gales si et
seulement sEj , e t ett’ contiennent les fime dénents entrd eti-1.

O pour les ensembles :
A(add(x,add(®))) = A(add(yadd(x,s)))
ce qui implique que les abstractions de deuir@smcontenant les mes ‘éénments, mais en
ordres’@entuellement diffeents, sontgales.

Toutefois, lesnvariants de epresentationet lareprésentation de I'galité ne sont pas satisfaisants a
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priori, car ils sont"®&blis d'une manie totalement subjeate. Encore fudrait-il une mihode
géenérale pour les dduire de la spefication de I'implenentation, (ou tout au moins prouver qu'ils
sont corrects ; c’est ce que nous ferons dans le chapitre I1).

On peut raisonnablement penser querdarésentation résoudra le problme des irvariants de
representation. En effet, la repsentation fournit, pour chaque termeimplementer des objets
résidants qui I'implenentent ;en consguence, elle ne devrait pas erele nrouveaux objets parmi les
sortes amplementer.

2.2. REPRESENRATION

Puisque la repsentation associ€é ahaque terme ferm@ implementer les objets s#lants qui
l'implémentent, on la smifie recursvement par rapport aux opions ‘aimplementer Revenons ‘a
notre ekemple de l'implenentation abstraite dSTACK par ARRANAT. La representation associe
un couple<t,i> a tout terme fermeade type STACK ; on gécifie la repfeentation au moyen d’une
opéaation de repfeentationnotee p :

plempty = <t,0>
p(push(x,<t,i >)) <t[i]:=x,succ(i)>

p(pop(<t,03) = <t0>
p(pop(< t,sucdi) >)) = <ti>
p(top(<t,0>) = 0

p(top(< t,sucdi) >)) = T[]

Cette fois, nous rencontronsdigeil suvant : comment donner une intefpagion algérique ade tels
axiomes ?

O pour se placer dans un cadre”aligue, “<, >" doit'@re une opeation, quelle est son arife

O quelle est l'aritede p ?

On voit que I'on applique (paixemple) popa<t,i>. Par con$quent, la cible de I'ofration <, > est
STACK. D'autre part, la source de,< est un couple tableau+entiglonc on obtient heessairement
la mame aité que I'op@ation d'abstraction :
<,>: ARRAY NAT - STACK
De la mene manige, I'aritede p est ieessairement :
p: STACK - STACK (Y.
En fait, vu sous cet angle, I'ofion p devient inutile (c’est l'identit® et aun renommage p®
<, > nest autre que I'ofration d’'abstraction (comme on le constate en comparant les axiomes relat-
ifs al’abstraction sec ceux relatifs’da representation).

Une autre tentate de définition de la reprsentation pourraiftee de consider deuxopeations de
representation :
p1: STACK - ARRAY
p:. STACK - NAT
p1 (resp. p,) ferait alors correspondrechaque terme de sorte pile le tableau (resp. I'entier) qui le

(1) ou p: NAT - NAT, a ause des deux derniers axiomes

Chap. | : Premiere gpproche



Partie A : Impl€ mentation sans traitement d’exceptions -20-

represente.

Mais dans ce casp;(empty doit &re speifi€é comme un tableau particulier (pamxemple
p1(empty = creatd. En effet, si I'on eut speifier que p;(empty peut dre gal an'importe quel
tableau, wec p,(empty = 0 comme dans le cas de I'abstraction, on est condagtiee un axiome de
la forme: p;(empty =t. Or ceci a pour dét de rendre tous les tablealgaax entre eux. Il en
résulte que cette tentatt de inder la reprsentation en plusieurs ofions n'est pas slisamment
puissante dans la plupart des cas, et risque d’induire des inconsistances.

Il serait utile de diénir une opeation p; faisant correspondre éhaque termé amplementer non pas
un tableau, mais uensemblale tableaux. Un formalisme introduisant le ndtedminisme dans les
types abstraits algpeques (par eemple [Hes 85]) pourraiftee utilise mais les feultats obtenus
actuellement dans ce domaine ne sont pas encore assez puissantfipdesafritees simples de
correction d’une impleentation.

On voit donc que formaliser la notion de resgretation n’est pas simpldl serait pourtant tre uile
de pouvoir donner une formalisation rigoureuse de la septation, car elle ne psente pas les
inconvanients de l'abstraction (ell€ seud le problene des irvariants de reprgentation). En fait, on
aimerait une ofration de reprgentation dont la cible soit ysroduit Nous formaliserons ceci dans le
chapitre Il,et nous verrons qu'il est fégable d’utiliseren mene tempsles opeations d’abstraction
et de reprsentation. Pour commencenous allons @eclopper le formalisme de [EKP 80] et
[EKMP 80] (fondesur I'abstraction), car il contient les premi€igments d’'une relle formalisation
algebrique de I'implenentation abstraite.

3. IMPLEMENT ATION SELON [EKMP 80]

Le but de cette section n’est pas de decrire le formalisme de [EKP 80, BBMIans le dwil (une
analyse compte en st dga faite dans [Ber 84]), mais seulement de montrer comment les peble
liés aux invariants de epresentationet ala représentation de I'galité y sont traites e maniae
algebrique. De plus, nous’devons le formalisme de [EKP 80, EKMP 80] dans un espriémift
des articles originaux :

O Nous allons le deslopper sous une forme sysiaiquement fonctorielle (mais en montrant
I'aspect intuitif); car cette forme nous permettra viéeirement de mieux comprendre com-
ment ‘éendre la notion d'impl@entation abstraite aux types abstraits laligies aec traite-
ment d’exceptions.

O Nous allons inclure d’embéela notion de composante cd@hear nous pensons que la com-
posante cacleest en fait un outil indispensable pour sfier des implenentationsstruc-
turées (contrairement’ d’interpréation de [EKMP 80] qui place la notion de structuration
uniguement au meau de lacompositiordes implenentations). Voir la section 3.2 plus loin.

o De plus, nous verrons que ce formalisme es ti@ a la rotion d’abstraction, et nous
choisirons des notations cobates gec I'abstraction pour mieux faire ressortir ce fait.

L' idée grincipale introduite par [EKBO] et [EKMP 80] est la distinction entre ley@auxsyntaxique
et samantiqued’'une implenentation. Cette distinction foé une base solide poufgher les critees
decorrectiond’implémentation ; c’est pourquoi houswi#oppons brigement ce formalisme ici.
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3.1. LESDONNEES DU PROBLEME

Nous aons vu (figure 1) que I'on dispose de deuxcHjmmtions algériques “descripties” : celle
dga implementee (résidante) et celle que I'on veut imphenter En fait, il peut y &oir une partie
commune entre ces deux sifieations. Par xemple, lesélénentsmémorises dans les tableaux sont
ceux que I'on veut placer dans les piles. Cela signifie que lefisaions rfesidantes (tableaux), ét a
implémenter (piles) sont toutes deux dpeesentationsau-dessus de la ‘spication prédéfnie
ELEM. On peut scheatiser comme suit la situation depdet d’une implenentation abstraite :

Figure 2 : situation de dpart

présentation | implementation présentation
résidante — abstraite -~ | aimplementer
(descriptie) (constructve) (descriptie)

O u
U,F U,F
l l

I speification preléfinie (descriptie) |

ou U etF sont les habituels foncteurs d’oubli et de systhe

Notation 1 :
Dans toute la suite du formalisme [EKMP 80], on notera :

O P=<S$;, 2p, Ep> la goecification praléfinie (par @emple ELEM)

O PRES=<S,, 2j, Ep> la présentation (au-dessus & déja implementes (par exemple ARRAY
etNAT). PRES, est la pfeentationrésidante

O PRES=<S;,2;,E;> la présentation descripte (@au-dessus dB) que I'on veut implenenter
(par xemple STACK).

Ces ensembles de sort& €t gperations §) sont suppose dsjoints deux aeux, et le formalisme
[EKMP 80] ne considee que des ensembles’digations non conditionnelleg). On suppose de plus
guePRES, etPRES, sont toutes deux persistantes rapport da Pecification preléfinie P.

Remarque 2 :

Le formalisme [EKMP 80] vise @aemplacerla structure de dories résdante par la structure a
implémenter speifiee dgébriquement. Ainsi,partant d’'une structure (tableaux+entiéigpents),

on obtient une structure (piled€eents) ;la structure de tableau n'apptrplus explicitement dans
la structure finalement impigentee. C'est pour cette raison que l'on doit distinguer la partie
predéfinie ELEM car, contrairement aux tableaux, elle appadans les deux Spiications.

3.2. COMPOSANTECACHEE ET STRUCTURATION

Comme nous I'@ons d¢a uligneau dékut de ce chapitre, les apdions et spafications internes a
limplémentation abstraite ne seront pas “visibles” dext€geur Ce que [l'utilisateur d'une
implémentation conrid c'est seulement la $piication descriptivede la structure amplementer,
c’est adire P+PRES,, et ron la speification constructivede I'implementation.

On peut exploiter ce fait en faisant usagepd'ations cabées pour speifier 'implémentation : elles
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ne seront pas visibles pour l'utilisatewst ne purront ‘@re utilisees que “localement” dans
'implémentation abstraite. Ainsi, lors de la conception d’'une implgation abstraite, on n'bera

pas ‘agjouter autant d'opmtions caches qu'il peut sembler utile pour faciliter la sgécation de

l'implémentation ;ces opeations caches nencombreront pas la sgéication descriptie que manip-

ule l'utilisateur.

Revenons “al’exemple de l'implenentation des ensembles par lesinka (&@emple 2, section 2.1).
Nous &ons supposgue la spefication STRINGcontenait les opationsoccurset remove, ce qi
nous a permis une spfcation tres sSmple de I'implementation en utilisant ces apgions.
Supposons que la spication STRINGne soit pas munie de ces’og#ons ;une speification de
'implé mentation abstraite sans utiliseccurset removeserait alors plus compte & moins lisible.
Une “bonne methode” est de’spier ces opeations aant de speifier 'implémentation elle e :
occursetremovesont alors despeations cabées internes’d’implémentation qui facilitent sohce-
ture. On obtient ainsi une ‘gpkcation plus structure et donc plus lisible, de I'implmentation
abstraite.

Il se peut mme que, dans desxemples plus compies, les oprations caches réessitent elles
mémes l'intenention d’autres opations caches pour dre speifiées (Qui peuvent elles aussi eaire
intervenir d'autres ...etc..). De caif, unecomposante cd&e offre une nithode de structuration
interne de I'implémentation abstraite tsepuissante, et fimge indispensable. Ainsi, la composante
cachHe facilite la speification constructie de limplémentation, sans surcharger la cfieation
descriptve finalement implmentee P+PRES)).

Pa contre, il en feulte que ces dpations caches ne muvent pas &e réutilisées hors de
'implémentation. C’est pourquoi une composante Cacest un outil de structuratiotocale de
'implémentation. Elle n'offre aucune potentialite réuilisation. La structuration d’implenenta-
tions par le biais deéutilisations d'implémentations d@ faites est modesée par la composition
d’'implémentations abstites Pour implanenter une structure de “hautveau” au moyen d’une
structure de “bas weau”, on peut commencer par impienter une structure intefmii@ire au mgen
de la structure de plus bas/eau, puis implenenter la structure de plus hauvedu au moyen de
cette structure interhdiire ; ce qui revient &omposerces deux implmentations. Cette hieode
releve de la mtion deréutilisation, car on fetilise I'implémentation de la structure intefaiiaire
pour faire celle de plus hautveau.

Cette m¢hode de structuration paompositionn’est pas locale ane implenentation. La com-
posante caclee dune implamentation et la composition d'imptentations sont deux tiedes
complanentaires de structuration d’imphentations abstraites. ContrairemefE&P 80, EKMP 80,
SW 82],nous pensons que la composition d’ifmpémtations’ &lle seule n’est pas un outil de struc-
turation sufisant ;la composante catlesst un outil ‘apart entige, indispensable pour structurer
localement une imptaentation et la rendre plus facilement lisible.

Cette parenttse gant close, deeloppons le formalisme [EKM80]. |l se scinde en deuxvaaux :
le niveausyntaxiqueet le niveausamantique

3.3. LENIVEAU SYNTAXIQUE

Le niveau syntaxique (gc composante caClagest ddini comme suit :

Définition 1 :
Uneimplementation syntaxiquest un triplet IMPL =(Zgs,C,Eqp) tel que :
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O Zags est 'ensemble despéaations d’abstaction (appeles “opaations de synttee” dans
[EKMP 80]) de cible danS; 0S¢

O C est lacomposante cdée de I'implementation ;C=<S¢, 2, Ec> (sortes, opetions et
équations caches)

O Epp est I'ensemble degquations d’implenentation des opations (Eqp speifie récur-
sivement I'implamentation “constructie’ de toutes les ofrations amplementer).

On impose de plus les conditions syntaxiquegastes :
SORTimpl =P + PRES) + <S,0S¢,2 pgs,0>
et
OPimpl = (SORTimpl + <00,%¢,Ec>) + <1,%;,Eqp>
doivent &re des spafications. Ces conditions se traduisent comme suit :

O SORTimpl est une preentation au-dessus de |a sfieation residante. Elle ajoute les sortes
caches et ks sortes amplementer mais pas les opations caches ni les opeations "a
implémenter Elle ajoute aussi les opations d’abstraction, qui peuvent donc prendre leur
arite aussi bien dans les sortésidantes que les sortes caeheu aimplementer.

O <0,Zc,Ec> est une preentation au-dessus &RTimpl. Cest la partie majeure de la com-
posante caclee; dle ddfinie le rde exact des ofations caches.

o Enfin <0,%,,Eqp> est la speification proprement dite de I'impieentation. Elle ajoute les
op@ations que I'on veut impleenter et dait leur implementation via les @uations deEgqp
qui peuvent utiliser toutes les ‘apdons pfeédentes (entre autres les’ogions caches).

Tous ces ensembles de sortes ouratens sont suppodsekux adeux disjoints.

[EKMP 80] appelleimplementation standat une implenentation sans composante caghet re
developpe la notion d'implmentation &ec composante cackeque comme une extension possible de
ce formalisme. Nous pférons deelopper directement laevsion aec composante cackecf. sec-
tion 3.2 pfeédcente.

Figure 3: syntaxe déMPL

OPimpl :
<0,5¢,Ec> + <0,%;,Eop>
SORTimpl :
<5, 0S¢, 2pgs, >
PRES, :
<So, 20, Eo>
P:
<Sp, 2p, Ep>

On voit que la syntax de limplémentation abstraite contient toutes les parties désifigagions
invogquees, sauf lesguations descripties de PRES; (E,).

Remarques 3 :

O Dans la plupart desxemples, les offations deX g5 seront de cible dans les nalies sortes
a implementer Déslors, la vision intuitve e X555 correspond bien & notion d'opeation
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d’abstractionque I'on a brigement deeloppe pécédemment simplement, du fait que I'on
peut &oir plusieurs sortes amplementer §; n'est pas toujours deiit aun sngleton), on aura
aussi plusieurs dpations d’abstraction (une pour chaque solta@lementer).

O [EKMP 80] noteZSORT au lieu deZags, et rommeop@aations de synthee les opeations
d’abstraction (sans tne faire rédérence da notion classique d’abstraction). Ceci provient de
la remarque intuitie suivante. Une opeation d’abstraction (telle que celle des piles ayeno
des tableaux et des entiesgnthéise la sorte’@amplementer (piles) en la “remplissant” de n-
uplets tableau,entiery. Par consquent la composant8ORTimpl “implémente les sortes
nouwlles” au moyen des opions d’abstraction. Il estrater que dans le cas particulier ou
une opeation d'abstraction est unaire (cfexemple de I'implenentation des ensembles au
moyen des chaes), elle n'est autre qu’'une ‘@pgon de copie, au e fitre qu’un produit
monocomposante est une copie.

O Epp est exactement I'ensemble diations constructes que I'on a dga dait pour I'abstrac-
tion. Il indique feursivement la &ipon dont sont implenentees chacune des Gpations dex;.
Ainsi la speification OPimpl indique d’abord comment est gée la partie cache &
I'implé mentation, puis fournit i aEqp la partie majeure de I'impieentation, asavar le
lien entre les oprations amplementer et celles qui le sontjde

Exemple 3 :
Revenant ‘al’exemple de I'implenentation deSETpar STRING I'ensemble des Jdpations d'abstrac-
tion g5 est feluit au singleton
{ A: STRING - SET }.
En ce qui concerne la composante cacBg est vide 2 contient les ofrations
occurs : ELEM STRING- BOOL
remove : ELEM STRING. STRING

etE¢ contient les guations swiantes :

occurgx,A) = False
occurs(x,add(y,s)) if eq(x,y) then true else occurs(x,s)
removéx, A) A
remove(x,add(y,s)) if eq(x,y) then remove(x,s) else add(y,remove(X,s))

Enfin Egp est I'ensemble dguations constructes déja pecifié dans I'exemple 2, section 2.1.

Comme on le voit, il n’est pas difficile de traduire dans le formalisme [EKP 80, EKMP 80] tous les
exanples d'implenentation utilisant I'abstraction.

3.4. LENIVEAU SEMANTIQUE

Le niveau senantiqgue de [EKMRBO] se partage en 3 foncteursynthee, restriction etidentification

Alg(PRES) -synth-  Alg(OPimpl) -restr-  Gen@pllX;) -ident-~ GenPRES)
TPRES] |-synth—» TOPimpI I_restr—> RERMpL I—ident_> SEMupL
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3.4.1. LEFONCTEUR DE SYNTHESE

SORTimpl+OPimpl est une preentation au-dessus 8PRES, . Cette pfaentation contient eraft
ce que nouswvans appe€lela speification constructivede I'implementation. Comme pour toute
présentation, I'efet semantique en est ddat au moyen du foncteur dgynthee qui lui est associe
(adjoint agauche au foncteur d’oubli). Il erigdte queTopimy Moddise la structure de dohese
effectivement construite apseque I'implémentation soit faite.

Exemples 4 :

Dans l'implementation des piles par tableaux+entiersegple 1), Topimp coONtient dans la sorte
STACK tous les coupleftableau,entier)De dus on sait quelle est I'action de chacune désatjpms
push pop... surces couples.

Dans I'ekemple deSET par STRING Topimp contient dans la sort8ET une copie des ciaes
d’élénments ; et on coniil’action des opetions ensemblistes sur ces’ictess.

3.4.2. LEFONCTEUR DE RESTRICTION

On sait que l'abstraction syritiise trop d'ééments dans les sorteésimplementer (cf.A(create,4)
pour les piles, et les chees redondanteg\("aa"), pour les ensembles).

Ces objets synftisés en trop sont “disponibles au sein de I'impientation”,maispuisque I'utilisa-

teur d'une structure de doneseimpleamente re doit pasfaire usage de I'ofration d’abstraction, il ne
les rencontrera jamais. Les seuleSrafiens laisses visibles pour I'utilisateur sont celles dg03p.

Cette “visibiliterestreinte” donhe al’utilisateur est traduite via le foncteur de restrictiotaction de
ce foncteur sur toute aligee A [0 Alg(OPimpl) consiste simplement en I'oubli des sortesSd@uis
en I'dagage des |éments de A qui ne sont pas engendrgar les opetions deZ;[1Z5. Ainsi,
RERwp. est ‘@al a I'ensemble des objets d€opimp qui sont atteints par les Qpdions “a
implémenter RERy;p. contient donc toutes les domse(syntheisees par I'implémentation) qui
représententdes objets anplementer.

De maniee précise : la speification OPimpl a pour signature
<S0$0S:0S; , Zp02 02 ass02Z:0%;>; dle contient donc la signature dé°RES,
<S:0S;, Zp0%;>. Le foncteur de restriction commence donc par fair@wini de OPimpl sur la
signature §:00S;, 2p02;>; puis il fait unélagage Cet dagage est le foncteuffile comme suit :

Alg(<Sp0S, 2p02>) —€élagage-  Gen(<Sp0S;, 2p02,>)
X [-élagage- initx(Ts,os,)

ouinity est le morphisme initial Ts_ ;s — X (cf. [Ber 86]).

Exemples 5 :

Dans I'exemple des piles, RERs. contient dans la sort8TACK les coupledA(t,i) tels quet[k] est
initialisé pour toutO<k<i.

De la mene fapon, dans I'eemple des ensembles, RgF. contient I'abstraction de la chree vide

A (representantempty , e les ch@nes non redondantes (par insertions). Par contre, il ne contient
aucune chime redondanteles chanes redondantes ne sont pas atteintes par [eatimpes ensemb-
listes.

On constate donc que le foncteurrdstriction résoud senantiquement le probiee desinvariants de
représentation
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3.4.3. LEFONCTEUR D’IDENTIFICATION

Au point ounous en sommes, RERB_ moddise exactement ce que fait I'iniptentation : les
donnes gérée par implémentation sont maodisees par Topimpi, €& REPyp. est lapartie utile de
Toprimpl - Toutefois la question de taprésentation de I'galité n’est pas encore traie dans I'exem-
ple des ensembles, les ternmesert(a,insert(b,empty)gt insert(b,insert(a,emptyjjenotent le niene
ensemble §,b} mais ne sont pas imptentes par les nienes chanes (‘ab" et "ba"). Les deux objets
A("ab") et A("ba") sontdistinctsdans RERp_ ; mais l'utilisateurne s’en aperevia pas Ceci est du
au fait qu’aucune ofation visible depuis l'utilisateur ne permettra de le$édiincier Le réle cu
foncteur didentificationest simplement d’amadgner les objets distincts de RgR qui repreen-
tent le mMene dénent ;autrement dit, le foncteur d’identificatiohsoeid Senantiquement le probiee
de lareprésentation de I'galité.

Nous aons d¢a é&oquece phenomane (section 1.2.1) c’est une question de choixatiiservabilité

Si I'on se contente des ap#ions visibles depuis I'utilisateur lorsque l'impientation vient d’'ge
faite, RERyp. caracteise bien l'implenentation abstraite (obs€mvepar rapport aux sortes
predéfinies deSp, cf. [Kam 80]). Maissi I'on vise une notion d'implaentation abstraite qui soit
compatible gec déventuels enrichissements uliaurs, de tels enrichissements risquent fort d’ajouter
des observateurs. On est alors contraint d’'inclure une Cesatien de lareprésentation de I'galité
dans RERp, -

[EKMP 80] n'a pas &it ce choix la notion d'implementation abstraite deloppe ici n'est donc pas
compatible gec les enrichissements.

Pour déinir la correctiond’'une implenentation, il faut comparer ld santique de I'implenentation
avec la £mantique de la spiication descriptre que I'on veut implenenter Il n’est pas simple de
comparer RERp. ave lalgebre initiale de PRES;. Il faudrait que RERp. Soit une
PRES;-algébre, ce qui n’est pas le cas (@Pimpl ne contient pak,). Qu'acela ne tienne, on peut
artificiellement transformer REfb,. en unePRES;-algéore : il suffit de quotienter RERp,. par les
équationss dé&; ; c'est lale réle du oncteur didentification

Le foncteur d’identification est doncfitld comme suit :

Gen($Sp00S,,2p02>)  —identification-  GenfPRES))
X [Fidentification- Xlg,

ou = E; est la congruence minimale s¥rassocie aE;. Le foncteur d’identification est I'adjoint a
gauche du foncteur d’oubli entrBRES; et sa signature. SElp,. = identificationRERyp. ) est
appeleeresultat senantiquede I'implémentation abstraite.

Remarque 4 :

Le foncteur d'identification utilise donc légquationss descriptes e E,, dfin de quotienter RERp.
en SEMyp. = (RERypL )/=¢,. Il faut bien voir que dans le formalisme [EKNB], ce foncteur n’est
gu’un outil therique pour faciliter les prews de correction d'impheentation ;il ne moddise rien
de concret. En effet, le but"me dune implanentation est de ne pas utiliser [egi&ions descrip-
tives de PRES; (sinon, autant faire directement de 1aa@ure surk;), on veut legsemplacerpar les
equations construets de limplémentation Egp). C'est RER s qui modéise la structure de
donnes dbtenue apre implementation ;le resultat senantique SEM,p. n'est qu’un outil therique
permettant des comparaisove@la dructure descriptie Tpges, -
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3.5. LESPREUVES DE CORRECTION

Pour qu’une implmentation abstraite soit correcte, il est clair que nomslons d’'une part que
limplémentation abstraite “dermine (feursivement) l'implamentation de tout terme fefma
implémenter (cf. remarque 1) ;nous voulons d'autre part que cette inmpdatation “simule” la
speification descriptie aimplementer Ces deux propfigss’appellent respectement l'opeaation
compléude(ou plus simplementdp-compléude, et laconsistancele I'implémentation abstraite.

3.5.1. LOPERATION-COMPLETUDE

L’ opaation compléude signifie que I'implmentation abstraite permet d’associgoat terme ferme
a implementer (c’est-adire tout terme fermeur la signature2p1%;), un terme synthese par les
opeaations d’abstraction3,gs) et les opeations faidantes Ep[1Z,). Rappelons que la signature de
SORTimpl est justementygs[12p1Z), et queOPIimpl speifie I'implémentation abstraite. Il en
résulte que I'op-compleide s’exprime comme suit :

Définition 2 :
L' implémentation abstraitéMPL est diteop-complée si et seulement si pour tol-[Z;-terme
ferme t (OTs,p3,), il existe un termea 0 TysorTimpiy tel quet est congru @ moduloOPimpl. Ce
qui s'ecrit :

YtO TZpDZp Ja DT)Z(SORTimpI) tel que t=a dans BPimpl

L' opegation-compléude n’est pas difficile’ aséiifier sur les gemples. Eneffet, elle concerne
'ensemble de& 1%, -termes ferms ; par consquent, il suffit de raisonner par induction structurelle
vis avis des opmations de>p[1%;. Cest d'ailleurs pour cette raison que cette pragrisappelle
I'operation-compléude: elle signifie que chaque Opion a implementer est comptement
speifiée.

Exemple 6 :

Notre implenentation abstraite d8ETparSTRING(exemples 2 & 3) est op-comjike:

O emptyest congru &\(A) moduloOPimpl.

O En ce qui concerne I'Opation insert; si x et X sont congrus aes X(SORTimpl)-termes,
alors x est fieessairement congru i Xp-terme (dison9), et X est rieessairement de la
forme A(s) Ainsi, insert(x,X) est congru "ainsert(p,A(s)) lui mame ngru a
A( if occurs(p,s) then s else add(p,s)et rotre conclusion rilte du fait que I'opetion
cache occursest compleement dénie dan<C.

O Le mame raisonnement vaut pour les ’opgons ‘delete et “ [1".

On dispose de plus de la propositionvanie, qui donne une conditiosuffisantepour I'op-
complaude :

Proposition 1 :
Pour que I'implenentation abstraittMPL soit op-complee, il suffitque la preentationOPimpl au-
dessus dSORTimpl soit suffisamment comjtie

Cette conditiom’est pas heessaire(cf. [Ber 84]). Il peut y goir des &emples qui soient opation-
complets, mais owette proposition ne s’applique pas. Ce fait n'est pas ¢géeant, la suisante
compla@ude se Vefiant genéralement par induction structurelle. Cette proposition est cependant utile
chaque fois que I'on peut utiliser un outil syntaxique tel que leept@tion gracieuses ([Bid 82]).
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Nous ne donnerons pas ici lanatnstration de la propositiah on peut la trouver dans [B&4] ; un
résultat similaire est de plus d®ntre dans le chapitrdd, dans le cadre de notre formalisme
d’'implémentation abstraite.

3.5.2. LACONSISTANCE DE L'IMPLEMENT ATION

Nous ‘oulons maintenant traduire alm&uement le fait que l'implaentation “simule” la spafica-
tion descriptve aimplementer Nous a&ons nofe(section 3.4.3ue [EKMP 80] traduit cette notion
uniquement par rapportla ecification praléfinie. Nous allons donc traduire le fait que, pour tout
2p002;-terme de sorte pdéfinie, la speification constructie de limplémentation Ilui donne la
méme valeur pfeléfinie que le ferait la Sp#ication descriptre que I'on veut implenenter :

O Remarquons que le ciite dop-compldude nous assure’ jdeque toutZp1%;-terme,t, de
sorte pfeéfinie, est congru an Xp-terme modulo I'implenentation. Soitp ce terme. On a
donct = p modulo RERp. -

O On sait d’autre part que le termeest congru aine valeur prééfinie modulo la spafication
descriptve PRES,, disonsp’ . Ce fait resulte de I'hypothese de mrsistance d€RES; par
rapport aP (cf. notation 1). On a dont = p’ moduloE;.

O Supposons un instant que l'impientation abstraite “impteente mal’PRES;. Cela woudrait
dire que, pour au moins un terrhep est diférent dep’ dansTp. Mais, apre passage du
foncteur d’identification (qui quotiente REfB, par E;), on auraitp =p’ dans le teultat
semantique SEM;p. . Ce aqui conduit ‘ace que SEMyp. Nne soit pas consistant par rapport

aTpres; -

Il suffit donc que le ‘multat senantique SEM,p. Soit consistant par rappoit Beres pour que
l'implémentation abstraite “simulé?RES; (relativement aP). C’est [ala définition de [EKMP 80].

Définition 3 :
L' implémentation abstraitbVPL estconsistantesi et seulement si le morphisme initiait

est un monomorphisme (i.e. injectif).

Remarquant que, d'une part SM est toujours finiment ‘géré par rapport ala dgnature de
PRES, + P, et dautre part SEM,s. est un quotient de R, , le theoréme aivant est intu-
itivement clair (une dmonstration ptreise se troug dans [Ber 84]) :

Théoreme 1:
Les conditions suentes sont deux deux ‘@uivaentes :

O IMPL est consistante

O SEMyp. estisomorphe #pges,

O SEMyp. estinitiale dans AIGIRES,)

O Il existe unzpl1Z;-morphisme entre REf et Tpres

O SideuxzplZ;-termest ett’ sont'@aux dansl opimpi, dors ils le sont aussi daferes

Malheureusement, en pratique, aucune de ces conditions n'est fawlére en euvre. En effet, ce
sont des conditiongurement Smantiques, elle supposent toutes de coffiitna une description totale
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de RERyp. ou SEMyp. , Or aucun outil formel simple (tel que la consistancedniehique) ne per
met de les daire facilement. Ceci est"dau fait que le foncteur de restriction est un foncteur n’ayant
pas de “bonnes proptis’ algébriques.

Pour certainsx@mples, il est possible d’appliquer la propositiorvanie, qui elle, fournit une condi-
tion utilisable plus simple :

Proposition 2 :
Pour que I'implenentation abstraitédMPL soit consistante, ibuffit que OPimpl+<0O,0,E;> soit
une pfeentation consistante au-dessusd®RES;.

On peut alors traiter la correction d’'une impkntation au moyen des outils habituels des types
abstraits algariques concernant leonsistance hi@archique

Malheureusement, il subsiste beaucouxeaigles pour lesquels cette proposition n’est pas applica-
ble, ce qui deuit souvent la possibilitde faire des preuves simples de correction d'imgetation.

En voici un (un remple similaire est exposians [EKMP 80]) :

Exemple 7 :
Il s’agit simplement d’'implmenter les entiers naturelsvéa Oy, sucg et un pfelicat d'agalité) au
moyen des entiers relatifs. On aura donc’lfagien d’abstraction suante :

A INT - NAT

ave les’guations d'implenentation suwiantes :
On = A0)

sucqy(A(2)) A(sucg(2)
eav(A(2), A(2)) et (z )

Les objets de sortdAT syntheises inutilement par I'abstraction sont ici ceux de la forf(g) avec
z<0. Il n'emp&he que cette imphaentation est correcte (I€$éeents rigatifs sont tagues par le
foncteur deestriction, si bien que RERp,. , et a brtiori SEMyp. , sont isomorphes &l).

L' ennui se situe auveau de la &cilité a prouver que cette implmentation abstraite est correcte.
Pour prouver qu’'elle est consistante, c'eslii@ que deux objets distincts ne sont pas implees
par le niene dément, le seul outil formel des types abstraits lafigeies apte #raiter cette propfigé
de maniee dmple est laconsistance hiarchigue Pour ce faire, on est obligde cnsideer la
speification contenand la fois la speification descriptie de NAT et la speification constructie de
l'implémentation (les 3 quations preédentes HNT) ; on peut alors tester si cette grosseé ciiea-
tion est consistante par rapportsagpecification descriptre (NAT). Ceci revient denter d’appliquer
la proposition 2 pregdente.

Voici la speification deNAT :

egy(On,Oy) = True

egy(Oy, sucg(m)) = False

eqgy(sucgy(n),0y) = False
eguy(sucgy(n),sucg(m)) = eqy(n, m)

et voici ce que I'on obtient vis\as de la consistance :
True = egy(Oy, Oy) = eqy(On, A(suce (—1))) = eqy(0y, sucg(A(-1))) = False.

Comme on le voit, la possibilitde faire des preuves simples de correction d'inm@etations
abstraites est fortement compromisecale formalisme [EKP 80, EKMBO] (et plus geéralement
avec la vision “abstraction”), acause de 'BEment A(-1) qui est inutilisepar I'implémentation
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constructve, mais cependant synttige par I'abstraction.

Nous ne deelopperons pas ici la notion @emposition d'implmentationsselon [EKMP 80]. Ceci
pour deux raisons principalesa composition de deux impheentations abstraites correctes (pour le
formalisme [EKMP 80]) ne fournit pas toujours ursukat correct, et de plus, [EKMP 80] cherche a
définir une notion de composition eirénent syntaxique, ce qui conduitiee ddinition assez com-
plexe ces critees correspondants.

Cette composition d'imphaentation pour le formalisme [EKM80] est deeloppe dans [Ber84].

Le fait que deux implkeentations correctes compesene dnnent pas un’saltat correct preient
encore du foncteur de restrictiphes ‘@énments indairables engendeepar les opeations de synttse
peuvent crer des inconsistances similaireselle derite dans I'eékemple 7 pfeécdent.

4. COMPOSITION D’IMPLEMENT ATIONS, ET [SW 82]

Cette section se scinde en deudle montre d’abord quelle est l'utilitale la cmposition
d’'implémentations abstraites, et dans quel cadre elle se plags elle derit de quelle &oon
[SW 82]formalise la composition (pour ce formalisme, la composition de deuxnmeplations cor
rectes reste toujours correcte).

4.1. LACOMPOSITION D'IMPLEMENT ATIONS ABSTRAITES
On peut schmatiser la composition de deux impientations de la manie suivante :

Figure 4 : composition d'impleentations

Structure
intermeliaire
Structue de -IMPL ; » | speifiée par | -IMPL 5 - Structue de
plus bas niveau SPEC, plus haut niveal
speifiée par speifiée par
SPEG —— Composition déMPL ; etIMPL , —- SPEG,

Lorsque I'on proue que I'implémentationIMPL , est correcte, on consigedune part la spefica-
tion descriptve SPEC, et d’autre part la syntaxde IMPL , au-dessus d8PEC;. On pgrouve donc
que OPimpl, + SPEC, en correcte vis ais de SPEC,. L'implémentation constructe IMPL ; de
SPEC, n'est nullement prise en compte dans cettaadehe.

Toutes nos preuves de correctiortiang faites en consident SPEC, uniguement, rien ne proawa
priori que l'implementation deéSPEC, n’'induise pas des “effets de bord”tdgsant ainsi la correc-
tion globale. Il se peut fort bien quSREG, etIMPL ;) implementent correctemer8PEC;, que
(SPEC, etIMPL »,) implementent correctement SPEG, ; mais que
(SPEG , et IMPL 4 suivi delMPL ,) n'implémentent pas correcteme8PEGC,. Des eemples de ce
malheureux pheomene ont derits dans [EKMP 80] ou [Ber 84].

Pourtant, la notion de composition d'impientations abstraitesv& une importance capitale.aP
example, considimns le compilateur deAL (%), qui fournit un t&te enC. Supposons que I'on axé
a pouver formellement que ce compilateur est correct, c’afiteaqu’il réponde ‘aune speification

(2) langagé.1sp actuellement desloppepar Patrick AmarL.R.l., Orsay.
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deLAL au vu de la spfication deC. Il est clair que I'on veut qu’il en soit encore ainsi apeempi-
lation du texteC !

Il est donc de premie importance que la composition de deux immatations correctes fournisse
globalement quelque chose qui impknte correctement la Spfication de plus haut weau. Il ne
s'agit pas la proprement parler d’'une notion de structuration interne d’'une’imgaiéation ;il s’agit
plutdt de pouvaoir réutiliser des outils dg implementes (cf. section 1.2.2).

Le formalisme d’implenentation abstraite psentepar [SW 82] semble particuliement Sduisant
vis avis de ce problme de omposition jpuisque la composition de deux immpientations abstraites
correctes y est non seulement correcte, mais fournit une syttdiimplémentation compose Mal-
heureusement, nous allons voir que cette notion de composition riisagmes la composition telle
que nous l'sons intuitvement déinie ici (elle modése plufd un passage pas pas d'un nveau
complaement “descriptif”aun niveau plus “constructif”).

4.2. LEFORMALISME [SW 82]

Nous aons vu que, dans le formalisme [EKMP 80], I'immientation deSPEC, = P+ PRES, au
moyen deSPEC, = P +PRES, se fait via la spafication constructie OPimpl. D’autre part, la
samantique devient probieatique en ce qui concerne les preuves de correction uniquémarttra
du foncteur de restriction ; le foncteur de systh@ spec, — Topimp) Ninduit aucune difficulte
[SW 82] simplifie la notion d’'implenentation en se concentrant uniquement sur la partiécade”
de I'implémentation :le passage d®Pimpl a SPEC,. L'enrichissement dSPEC, en OPimpl est
laisseau sins de I'utilisateur :

“we would say thaDPimpl implementsSPEC, and leave the enrienent fom SPEG, to OPimpl to
the uset.

(Pour une citationxacte, [SW 82] notd au lieu deSPEG,, T’ au lieu deOPimpl, & T" au lieu de
SPEQC).

Il reste donc daire le “pont” entre la spiication constructive(OPimpl) et la écification descrip-
tive (SPEC,). Ceci est fait au moyen d’'un morphisme de signatures entre cellIEEG, et celle de
OPimpl. Pour comprendre le lienvac [EKMP 80],remarquons qu®Pimpl contient la signature de
SPEC, le morphisme de signatures sera alors simplement cette inclusion.

u: Z(SPEC) - Z(OPimpl)
(d’'une maniee génénle, [SW 82] ne suppose pas quesoit injectif, mais I'aspect intuitif reste le
méme).

En ce qui concerne les preuves de correction :

o Il nest plus question d'op-comiilede, puisque celle-ci se place en amonT g&my . L'op-
complaude est donc laiSeala vigilance du concepteu€eci n'est pas g&nt car nous\ens
vu qu’'elle est facile aérifier.

O La notion de simulation est filgie dans [SW 82] d’'une mam&dmilaire a[EKMP 80] : elle
utilise le mene foncteur deestriction avant de procder aune identification L'identification
est efectuee dune maniee dus geérale que dans [EKMBO] (autorisant des $piications
incompldes), mais le foncteur de restriction” ggpte les mmes propriéés que celui de
[EKMP 80]. Il en resulte donc les rimees problenes pour prouer formellement qu’une
implémentation est correcte yec des tHeremes de correction toutfait similaires.
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On n’a donc rien ggriequant ‘ala facultede prouver la correction d’une impieentation. Butefois,
les principaux @antages de ce formalisme sont :

O On peut dénir des implenentationgaramérées, et les notions de correction resteafables
guelque soit le parartre. Nous ne deelopperons pas cet aspect, bien que ce soit une ques-
tion importante. Nous pférerons nous concentrer (partst C uivantes) sur la question
des implenentations en peence d’'&ceptions un axe utérieur de recherche pourra se porter
sur la pararfieisation en preence d’exceptions.

O La composition de deux impientations est toujours une implentation, y-compris au
niveau syntaxique (@demment :il suffit de prendre la compboseaks morphismes de signa-
tures). Mais surtout, la composition de deux im@atationscorrectesest une implmenta-
tion correcte

Il est temps maintenant deivde plus pre e que signifie la composition d'imfalentations compte
tenu des hypottses simplificatrices faites par [SW 82].

Figure 5: composition selofSW 82]

Speification Une Speification
de plus SPO speification SP1 de plus
bas niveau | —implémente~ | intermaliaire | —-implémente- haut niveau
SPO SP1 SP1 SP2 SP2
Signhatue Sgnature Sgnature
deSPO ——— U] —— deSP1 ——= Uy —— deSP2

On constate que les morphismes de signatwes en sens contraire de larsntique [EKMP30].
Ceci correspond Bidée suivante : ‘@ant donnes les opeationsop2, opletopOde SP2 SP1let SPO;

O opl = u,(op2) signifie que I'opeationopl representel’'opérationop?2;
O op0 = u,(opl) signifie que I'opeationop0 represente I'opeationopl;
O si bien qu’apre mmposition,op0 represente I'opeationop2

Il en est de rfi@e pour les sortes.

Il en resulte le fait nouveau swnt : toutes les sortes et apdions de la spfication de plus haut
niveau SP2 doivent necessairement posder des sortes et oions correspondantes au plus bas
niveau SPO. En effet, pour chaque oOmion op2 de SP1 il doit exister une op@ation
op0 = u1(u2(0p2)) quile reprfesente dansSPQ

Ce n’dait pas le cas pour 'impheentation telle que nous I'entendions jusqorésent. Rr exemple,

la sorteSTACK n’a aucune correspondance directecd’'une des sorte&RRAYou NAT ; a fortiori,
aucune des Opations des piles (cfpushou pop) n'a de correspondance directeea I'une des
opeations des tableaux.

A un renommage pee cela veut dire que la structure de plus basau contient d@ toutes les sortes
et opeations de celle de plus hauveau. Cette contrainte a un effet nuisible sur la notion de compo-
sition telle que nous I'entendions. En effet, il n’est plus question d’utiliser une structexestangte
dga implementee pour en implenenter une de plus hautveau : par exemple le langgeC ne con-
tient pas les fonctions primitts de Lisp. La notion de composition selon [SW 82] obligerait a
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étendre comenablement une imphaentation dia faite (C), avant de faire notre nouvelle imptenta-
tion (LispP). Ceci imposerait en particulier de refaire toutes les preuves de correctiongesdiati
limplémentation de plus bas veau, afin de prendre en compte les rafiens nouellement
speifiées. Ceci ne correspond nulleménteaque I'on entend faire.

Loin de nous l'ide e ous-estimer le formalisme de [SW 82]. Nowsrss simplement montrgue la
notion de composition d’'impieentations de [SVB2] n’'est pas la fimee que celle qui nous
préeoccupe. Notre but est ici de mdder sur le plan aldggique uneréutilisation. Le but poursuivi (et
atteint) par [SWB2] est, partant d'une gification de haut meau, d’aller pas pas vers une Spi-
cation de suffisamment basveau pour que l'on puisse (presque) erdudee l'algorithme qui
'implémente. Et ce, de telle sorte que la correction de chacuné&ajess dranchies assure que la
speification de plus bas weau simule bien la Sp#ication de plus haut wmeau. Autrement dit, la
composition pour le formalisme [SW 82] ne cherche pa®ddiser uneréutilisation, mais afournir

un outil hierarchiquede conception d’'une (seule) impientation ?).

5. RECAPITULATION

On peut feumer en trois points principaux les buts poursuivis ici concernant I'nmgigation
abstraite :

O On veut modeser algériguement I'implenentation d’'une structure de ddmsedont on
conndi la speification descriptive au noyen d'une structure de doreserésdante (i.e. d@
implémente) dont on connd aussi la speification descriptive

O On aimerait, autant que possible, disposer de preuves de corrections formelles smgiles a
tre en ceuvre.

O Un formalisme offrant des impieentations abstraiteseutilisables est de premie impor-
tance. Ceci est traduit dlggguement en deux cfites :les implanentations abstraites dent
ére compatibles \&c les enrichissementset la compositionde deux implmentations
abstraites correctes doit fournir ursutat correct.

Ceci ‘@ant, d'autres extensions sontvisageables ;citons par remple la paramérisation,
limplé mentation despeifications incomplies ou le traitement d'&ceptions Dans la parti€C de
cette thee mous concentrerons nos efforts sur le traitemenkadptions car de nombreuses
implémentations peuvent difficilemefitre speifiées de nanigre rédiste sans traitement dteeptions
(cf. section 1.2.3).

Les formalismes existants gant essentiellement I'une des deux approchesstés :

O On peut partir de la structureimplementer et donner leeprésentationde chacun de ses ter
mes. Cette repsentation peuttee principalement interptéede deux manies :

e On peut utiliser une seule fonction de régmetation ) qui fait correspondre un n-
uplet d'objets ftddants "a chaque terme que l'on veut iniptenter (cf.
pile +p— <tableau,entier>). On est malheureusement corifianfait qu’il est difi-
cile de donner un€ elle existence alg@ique aux axiomes qui en cmulent ;dans la

(3) C’est du moins ce que j'ai compris apree discussionvec Don Sannella.
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mesure oud’on veut traiter <... > et p comme des opations, leur ariten'est pas
évidente (en fait, < ... > ep ne sont pas des fonctions, cf. section 2.2 ou [Gau 80]).

» On peut elater la repteentation en plusieurs ogions (cf. pile +po, ~ tableau, et
pile tp,— entier). On est malheureusement confrantdes inconsistances (tous les
tableaux sont amalgdmef. section2.2). Laencore,p; n’est pas une fonction.

O On peut inersement partir de la structuréjdemplementee, et gnthdiser les n-uplets au
moyen d’une opration dabstraction On peut donner une formalisation algeEue complée
de cette dmarche ([EKMP 80]), mais on est alors confrorde fait que I'abstraction
synthdise “trop” d'objets produit. On est contraint d’utiliser un foncteur de restriction qui
presente de mauvaises profigsformelles, aussi bien eers la simplicifedes preuves de cor
rection qu’eners les enrichissements ou la composition d'immatations abstraites.
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Chapitre 1l :
Notre formalisme

d’'implé mentation abstraite

Ce chapitre contient sept sections. La preenieotive lintroduction d'un nouveau formalisme
d’'implémentations abstraites etali les choix efectues. Les section? a4 déaivent notre formal-
isme. La sectio® déweloppe les diers critaes de correction d'une imptentation abstraite. La sec-
tion 6 fournit des conditions suffisantes utiles pour’latiieation d’implementations abstraites. Enfin
la dernige sction rfeapitule les reultats obtenus et'dage quelques’deloppements ulteeurs pos-
sibles.

1. LA DEMARCHE SUIVIE

1.1. MOTIVATION

Nous &ons remarqu@u cours du chapitre poédcent que les formalismes propss® permettent pas
de prouver la correction d'une imphentation au moyen de chitss formels. lls fournissent tous des
criterespurement Smantiquesde correction ce qui impose que le concepteur d'une ifmpéntation
soit capable de donner une description plus ou moins ctangide @rtaines al(ares propres da
samantique de I'implenentation (RERp. ou SEMype. ). De tels critees n'apportent eraft aucune
aide au concepteuEn dfet, sifd que les gemples d'implenentations sont un peu comyds, une
description rigoureuse de ces diges est impossible (ou tout au moins source d’erreurs) car trop
complexe. Pour aider efficacementla amnception d’'une implaentation, il fiut des critees de cor
rection que I'on puisse’vidier de maniee formelle ;c’est adire directement @artir de la speifica-
tion de I'impleamentation (de tels crites sont principalement I'induction structurelle, lafisahte
compldude ou la consistance” héechique).

Le chapitrel a aussi montreque ces formalismes nép@ndent pas de mame stisfaisante aux>a-
gences deéutilisation d'implémentations abstraites. Pour des raisons similaires, tenter d'y inclure le
traitement d’exceptionsoulere de ombreux problmes (voir [Ber 84]).

Il nen reste pas moins que ces formalismes ont pesdases d’'une formalisation rigoureuse de
l'implémentation abstraite, et en ontgdgeles points clefs. Le formalisme que nous proposons
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maintenant s’en inspire fortement, et apporte quelgues ieivelles qui permettent désaudre les
lacunes preéécemment cites.

Nous aons choisi de nous placer dans le cadre des types abstraiiscalge &ec équations condi-
tionnellespositives, d'une part parce que leguations conditionnelles facilitent les sgeations (en
é\vitant certaines opations caches), d’autre part parce que la prise en compte” deat®ns condi-
tionnelles nous offre une premésgape vers I'implenentation abstraite en mence d’exceptions. En
effet, nous deeloppons en partiB une therie de traitement d’exceptions utilisant une extension des
axiomes conditionnels.

Notation :
Pa convention, nous noterons les axiomes conditionnels positifs de |a reanieante :
X1=Y1 A Xp=Yoy Ao A Xp=Yn = Xpr1 = Yon

tandis que, lorsque nousrizions une gquation de la forme :

u = if bthen v else y
(par xemple pour le formalisme [EKMBO] qui ne consitte que des quations non conditionnelles)
il s'agissait de I'opeation ‘if _then_ else” habituelle

if _then_else_: BOOL SORT SORT- SORT.

1.2. LESSOLUTIONS PROPOSEES

Comme nous I'@ons dgagedans la chapitre |, € te dune implamentation abstraite est principale-
ment d’assurer une correspondance entre chiqome ‘aimplenenteret unensemble de n-upletgi
'implémente. Ce faisant, on soutedeux problenes :

Restriction
certains n-uplets n'impteentent aucun terme ; il faut sestreindreaux n-uplets “utiles”

Identification
plusieurs n-uplets distincts peuvent impénter le Meme dojet ; il faut doncidentifier les
classes de n-uplets répeatant le Mmme djet.

Tous les obstacles rencomdrgroviennent de ces deux pointen peut donc raisonnablement penser
qu’apporter une “bonne solution”dhacun d’eux rsoudra la question. Les deux sous-sectiong- sui
antes motient, et derivent intuitivement, les solutions que nous proposons.

1.2.1. RESTRICTIONET PREUVES DE CORRECTION

Nous aons remarqueau cours du chapitré que, si I'on suit I'approche dbstractiori, c’est le
probleme de hrestriction qui interdit des critees simples de correction d’'une impientation. Rap-
pelons en effet I'eemple de I'implenentation des entiers naturels au moyen des entiers relatifs
(exemple 7, section 3.5.8u chapitrd) : c’est I'dénment indairable A(-1) qui empehe de ramener

la correction de I'impleentation’aun critére de onsistance hiarchique.

Le formalisme [EKP 80, EKMBO], dont I'approche est de type “abstration”, traite la restriction au
mayen d’'unfoncteur de estriction Pourtant ceci ne resoud pas la question des preuves de correc-
tion ; car le foncteur de restriction posise‘de mauvaises proptiesformelles”. Il serait prigrable

que la Smantiqgue d’'une impl@entation abstraite puisse s’exprimer auysm de foncteurs “clas-
siques” en types abstraits abggues (c’est adire en hit : foncteur d’oubli et/ou son adjoint a
gauche).

Intuitivement cela signifie qu’ildudrait refléer explicitement la restriction dda ecification de
l'implé mentation. Les approches que nouers derites ne traitent la restriction qu’auveau de la
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samantique, rien d'®nant donc que I'on ne puisse pafeetiuer des preuves de correction unique-
ment fondes aur la speification de I'implanentation.

Cette restriction pourraittee exprimée ar moyen desinvariants de epresentation (cf. [Gau80]),
mais nous connaisson§jden meilleur outil capable d’assurer cette restrictidareprésentation En
effet, la repfeentation p) fait correspondre des produits d’'objetgadieplementes & chaque termeé a
implementer; il en réailte que la regiEentation contient de mam&intrinsegue la notion deestric-
tion : la partie utile de I'implenentation est exactement son image.

Cependant, la refsentation est difficile” aformaliser algbriquement :il faudrait definir une
opeaation “produit” (nofe <..> dans le chapitre prédent, sectior2.2), or cette opation produit
conduit ‘ades speifications de typebstraction(cf. section 2.2 du chapitre méxknt). C'est racte-
ment ce que nous allonairfe ;nous allons utilisea la fois les approches “abstraction” et “répea-
tation”.

Intuitivement, aec I'abstraction, lorsque nolgrévons un axiome tel que

push( x, A(t,i)) = A(t[i]:=x,sucdi)),
on comprend bien que I'on ne sffe pas fellement une option sur les piles, mais plutane
op@ation qui traaille sur lescouples<tableau,entier. Autrement dit, I'opeation que I'on speifie
n'est pas relementpush mais plufd une opeation “constructivé push qui en est saeprésenta-
tion.
On commet donc une erreur d’approximation en disant que I'abstraction est de cib&TAaKs
elle est endit de cible dans la sorte “produiffableauxxNaturels; un terme A(t,i) denote simple-
ment un couple<t,i> .

push( x,<t,i >) = <t[i]:=x,sucdi)>
On voit bien maintenant awus voulons en venir :

O Patant des objetsésidants (dga implementes), les opeations d’abstractiosynthéisentdes
“n-uplets”. Ces n-uplets ne sont plus de sorte pile (gample), mais appartiennentune
sorte “produit” intermdiaire.

O Des lors, 'implementation abstraite ne spie plus directement les 6pions amplementer
(empty push pop, top), mais des opations traaillant sur ces produits (que I'on notera

empty push popetiop).

0 Enfin, la repfeentation sert simplement exprimer queempty represente empty, push
representepush..etc..
Recursivement, la reprsentation permet alors daife correspondre son imphentation "a
chaque terme fertmé& implamenter ;et son image est exactement I'ensemble des n-uplets
“utiles a I'implémentation”. Ainsila restriction est @rimee explicitementau niveau des
speifications. Intuitvement, les n-uplets ifdieables sont cette fois dans les sortes “produit”
et non dans les sortes implementer Si bien que ces sortes intetdiaires servent” a
“absorber” les Enents indairables.

Terminologie :
On dira que la sorte produiffableauxEntiers” représentela sorteSTACK, et on la mteraSTACK
Rappelons que nousans qualified’axiomesconstructifsdes axiomes tels que
pop(<t,sucdi)>) = <t,i>
par opposition aux axiomekescriptifstels que
pop(push(x,X)) = X
Pa convention, on qualifiera deonstructivedes sortes “produit” telles queTACK (sur lesquelles
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portent deormais les axiomes constructifs), par opposition aux sdessriptivegelles queSTACK

(sur lesquelles portent les axiomes descriptifs).

Enfin, la terminologie “options d’'abstraction” n’est plus “#eken choisie ici, puisque ces
op@ations ne retournent plus des objets “abstraits” de SIREK mais des n-uplets intefmiaires.

Pa contre, elles seent toujours asynthdiser ces n-uplets, c’est pourquoi nous les qualifierons
d’opeations de synttse (suivant ainsi la terminologie de [EKMP 80]).

Les idees que nous venons déddopper sont r&imees par la figure swiante :

Figure 6 : implementation abstraite : représentation + synthse

Speification
résidante
(ARRAYet NAT)

opeations de
synthee
!
Speification Speification
descriptve —représentation- constructve ce
a implementer I'implamentation
(STACK) (STACK

1.2.2. IDENTIFICATION ET REUTILISATION

Dans le cadre de leutilisation d’implémentations abstraites, nougoas nofequ’une implanenta-
tion abstraite doiftee compatible @ec lesenrichissementdour ce faire, il est fassaire d’'inclure
explicitementune notion deeprésentation de I'galité au sein Mme de limplémentation abstraite.
La raison technique en est lasaunite.
Consideons I'exemple de l'implamentation deSETpar STRING Lorsque I'on voudra enrichBET,
la presentation assoteemntiendra gentuellement un ou plusieurs axiomes de la forme

X=Y = U=V.
Pour qu’une implmentation abstraite soit compatibleea cet enrichissement, il faut en particulier
gue la Smantique de cet axiome conditionnel soit |&nmeau-dessus de la Sgfcation de
'implémentation qu'au dessus de ld gfieation descriptte e SET Il faut donc que chaque fois que
la pramisse est satisfaite au-dessusSd, dle le soit aussi au-dessus de I'ifplentation.
Une instanciation possible dun tel axiome estX =insert(a,insert(b,empty) et
Y =insert(b,insert(a,empty)) Au niveau de la spafication descriptie ce SET, X est'@al aY ; par
consguent cet axiome doit messairement s’'appliqueguelle que soit I'implenentation choisie de
SET Or, la representation deX est<"ab"> et celle deY est<"ba"> ; ces deux valeurs ne sont pas
éples pour la smification constructie de limplémentation. Il est pourtant “nessaire que
l'implémentation, quelle qu'elle soit, “sache” explicitement eulab"> represente le mme ensem-
ble que<"ba">, &fin d’appliquer cette instance d’axiome.
On reconnt |a rotre problene didentification On sit que lareprésentation de I'galité résoud ce
point (cf. chapitrel section 2.1,0u [Gau 80]), sous serve de pouver qu'elle est correcte (c'est ce
gue nous ferons).
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Ainsi, pour qu’'une implmentation abstraite soit compatibleea les enrichissements, #dt inclure
explicitement lareprésentation de I'galité dans sa smp#ication. Laencore, les formalismes’ dets
dans le chapitre peédent ne traitent l'identification qu’'auveau de la smantique de I'implenenta-
tion ; comme pour la restriction nous choisissons de I'exprimer explicitement darigifecapen de
'implémentation, nous obtenons ainsi un formalisme d’inmglietation abstraite” ppndant aux xa-
gences de la utilisation (compatibiliteavec les enrichissements et la composition).

Remarquons que pour mad I'introduction de la reprentation de 'galité nous aons utilisedes
axiomesconditionnels On pourrait penser qu’elle n'est pas utileea des ‘g@uations non condition-
nelles. En fait, on sait que, quitteamuter des ofmtions caches, on peut spfier les nienes
classes d'algares aec ou ans axiomes conditionnelpar consguent la reprsentation de l'galité
est encore utile pour les equations non conditionnelles si éahrgoondre aux exigences deutii-
sation d'implenentations abstraitesD’autre part, on verra que la répeatation de I'galité facilite
les preuves de correction d’une irnplentation.

1.3. PRESENATION DU FORMALISME

Nos principaux cheaux de bataille pour I'impleentation abstraite seront donc legaations de
synthee, la représentationet lareprésentation de I'galité. Intuitivement, ces outils correspondent
respectrement aux foncteurs de laresantique [EKMP80] : synthee, restriction etidentification; ils
presentent 'avantage de s’exprimer dde nveau des spafications.

Nous surons une tmarche similaire aelle propose par [EKP 80] et [EKMP 80]. Nous utiliserons
aussi les composantes de systh8ORTimpl et OPimpl decrites dans le chapitre fmédent, sec-
tion 3 ;mais nous leur ajouterons deux autres composantes correspondant aux deux outilesupple
taires que nous nous sommes daennlareprésentationet lareprésentation de I'galité.

Voici comment est dzite notre situation de’gart :

O La structure de dories résidante (dga implementes) est speifiee par la speification
SPEG, =< S5, 20,A0 > ; aU (Sp, Zp) est la signature, eA, est un ensemble d’axiomesofi-
ditionnels positif$*)). Pournotre implenentation des pilesSPEG, est la speification de
ARRAYet NAT ; pour celle des ensemble3PEC, est la speification deSTRINGet ELEM.
Remarquons queSPEG, est une sjmfication descriptive SPEC, decrit les propriétés
abstraites caracteisant la structure “sdante, maisTgpec, Ne reflée pas rieessairement
I'implé mentation construote (precedemment effecf®: des sortes’idantes.

O La structure de dories que I'on veut implenenter est spEfiée par SPEC, =< S;,%;,A; >.
SPEC, est une spafication descriptive Elle decrit les proprigesque I'on veut obteniapres
gue I'implementation soit faite (parxemple STACK+NAT, ou SET+ELEN).

O Les speifications SPEC, et SPEC, ne sont pas necessairement disjointes motera
P =<5 A> la péification commune entr6&6PEC, et SPEC,, P=SPECG,nSPEC,, (par
exemple ELEM).

Dans toute la suite, on supposera @REC, et SPEC, sont toutes deuypersistantesau-
dessus de.

(4) Dans la suite de ce chapitre, le mgiomesignifieraéquation conditionnelle positive
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Notre formalisme est exposelon trois mveaux :

O

2.

Le niveau tetuel decrit les informations minimales que doit fournir le concepteprapos de
limplémentation.

Le niveau des prntationsest automatiquement digit du niveau textuel. Il contient les
diverses pteentations au-dessus de la d@fieation residante EPEG,) qui ddinissent la
speification constructie e l'implémentation. On y retrowven prticulier les preentations
SORTimpl etOPimpl, smilaires au nieau syntaxique de [EKMP 80].

Enfin leniveau Senantiqueest automatiguement digit du nveau des preentations. Il derit
la semantique de I'implenentation abstraite au moyen de deux foncteusssmples.

LE NIVEAU TEXTUEL

Définition 4 :
Uneimplamentation abstraitenotee IMPL , est un quintuplet :

IMPL = <p,Zsynth » €, Aop s Agg >

dont les 5 composantes sonfidies de la manie suivante.

1)

2)

3)

4)

5)

p est 'isomorphisme de signaturedidecomme suit :

+ OnnoteS; une copie dé&; ; S, est I'ensemble desortes constructivespour chaque
sorte descriptie s de SPEC,;, on se @nne une sorte construai 5 qui la repfeente.

* Pour chaque opation deSPEC,, op (0 %, darité op: ;S --S, » S, On se @nne
I'opaation constructivequi la repfeente,op, dont l'arité est “translate” vers les
sortes constructes : Op: S;---S, —» S, oU lesS et S sont les sortes constru@s e
S, representant less; ets, comme déinies plus haut. On no®, I'ensemble de ces
opé&ations constructes.

p est simplement I'isomorphisme de signatures ert®,¥; > et <S;,¥; > qui fait corre-
spondreachaque sortes S, la sorte constructe S 0S; qui la repfeente, eta caque
opaation op 0 %; l'opération constructie op 0%; qui la repfeente. p est app€le la
représentation

2svnTh €St 'ensemble despeaations de synttse : pour chaque sorte constru@is, Zgynth
contient une (et une seule) ogion de synth&e <--->.:r;---r,, - §, ou les sortes; sont
des sortes sdantes (de&s,).

C est lacomposante cage. Cest une preentation C=<S¢,%c,Ac > au-dessus de
SORTImp| = SPEQ)"‘ < Sl' ZSYNTH >,

Aop est un ensemble d’axiomes sur la signatelr, + Sc +S;, 3o + 3¢ + Tgynty + 21 > . I
décrit I'implementation des opations constructives

Enfin, Agq est un ensemble d’axiomes pouvant utiliser toutes lesatipes de I'implenenta-
tion abstraite ; il dénit la représentation de I'galité.
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Cette déinition appelle quelques commentaires.

Les sortes constructivesle S; sont les sortes “produit” ‘ddtes en section 1.2.1 (paxemple
STACK) ; dles contiennent des “n-uplets” syhtises par les opaations de syntlse de Zgynth
(< _._ >srack. ARRAY NAT- STACK.

Chaque opmation aimplementer (par xemple push :ELEM SACK - STACK) est repfeente par
une opeation travaillant sur ces n-upletsplush. ELEM STACK - STACK), dont I'implamentation
constructve est speifiée par les axiomes de Aop
(push< X >giem » <t i >grack) =< t[i]: = X, sucdi) >s7ac). Notonsque cette spfication peut &ire
appel ‘ades opeations caches définies dans la&aomposante céée C (cf. section3.2 du chapitre
préecécent).

La représentation p exprime quelle sorte ou 6pation constructie (par exemple STACKou push
represente chacune des sortes olragien deSPEC, (par exemple STACK ou push.

Enfin la repfeentation de l'galité A speifie quand plusieurs n-uplets répeatent le mme dojet
a implementer par exemple :

<0 >grack = <, 0 >grack
<4i >grack=< i >grack ~ tli]=t'[i]] = <t sucdi) >srack = <t', sucdi) >srack

On peut ainsi facilement traduire dans notre formalisme tousédespées d'implenentation abstraite
dga wis ; voici celui de I'implenentation des ensembles au moyen demnelsa

Exemple 8 :
L' implémentation des ensembles par lesinka est ditnie comme suit au meau textuel.

1) La representation est I'isomorphisme de signatupeddini par :

SET |p- ET empty Fpo- empty
BOOL |p- BOOL insert Fp- insert
ELEM |p-> ELEM delete |p- delete
True |Fp-  True
False ftp-  False
eq fp- €7
autres opeations de ELEM ...

2) L ensemble des 6mtions de synttse, ZgynTH, CONtient les trois oppations
< _>47: STRING - SET
<_ >gem. ELEM - ELEM
< _>goo. . BOOL - BOOL
ce qui signifie que la sorte constrvetiSET est une copie d8TRING, et raturellement, la
sorte constructie associe@ achacune des sorteSsi@antes ELEM, BOOL) est une copie de
la sorte feidante elle mme (voir remarque 5 plus loin

3) L'ensemble des sortes caehdS:) est vide; les opeations caches () sont occurs et
removecomme dans Pdemple 3du chapitre pregcent, aec les axiomes cacBegAc) suiv-
ants :

Chap. Il : Notr e formalisme d’implémentation abstraite



Partie A : Impl€ mentation sans traitement d’exceptions -47 -

occurgx,A) = False
occurs(x,add(x,s)) = True
eq(x,y) =False =  occurs(x,add(y,s)) = occurs(x,s)
removéx,A) = A
remove(x,add(x,s)) = s

add(y,remove(x,s))

eq(x,y) =False = remove(x,add(y,s))

(peu importe queemoven’enleve que la premiee cccurence de danss, puisque seules les
chdnes non redondantes sont atteintes par lesatpes ensemblistes).

4) Les axiomes d'implmentation des opations Agp) sont les suwiants :

emply = <A >gy
occurs(x,s) =True = insert(< X >ggn ,<S>ge7) = <S>t
occurs(x,s) = False = inser(< X >ggy,<S>sr) = <add(x,s) >ger
deletd< X >ggy ,<S>ger) =  <Tremovéx,s) >ger
<X>gey O0<S>gr = <o0ccurgx,s) >gooL

5) La repreentation de l'galité est speifiée par :
Agq = { <add(x,add(y, s)) >ser = < add(y, add(x, s)) >ser } -

Remarque 5 :
L' isomorphisme de signaturess’applique uniformment sur la signature d®PEC,, sans distinguer
les sortes pragEfinies (celles dé®). Ceci nous conduit gynthdiser des “copies construets” des
sortes et ofrations pfeéfinies, bien qu'elles soient” jde implementess (cf. les sortesBOOL et
ELEM dans I'kemple pfeédent). |l en feulte que nos axiomes d'implentation ne sXpriment
plus exactement commeaat. Par @emple, on’erit
occurgx,s) = False => insert(< X >g v ,<S>cer) = < add(X,s) >ger
au lieu de
occurgx, s) = False = inserf(x,<s>g) = <add(x,S) >ger
Cette formulation unifie notre notion d'apdion constructie : une opeation constructie op ne
prend son aritguedans des sortes construet ; dle ne traaille pas directement sur la sofEEM,
mais sur la sorte construai qui la repfesenteELEM.
Pafois, cela peut paite moins naturel : 'axiome
< X >gew 0<S>ger = < 0CCUILX, S) >gooL
est un peu deutant. On prigrerait une sort8 OOL commune aux spdications descripties et ®n-
structives. Neanmoins, une telle systatisation simplifie notre formalismel n’est pas heessaire de
distinguer les sortes implementer qui sont ga résdantes de celles qui ne le sont pas (encore), ce
qui simplifie la dénition dep .
En fait, la motvation plus profonde de cette “copie construgtisystematique des sortes féfinies
est la suiante :nous voulons modiser la notion deestriction au moyen de leeprésentation; or les
produits synthiises “en trop” peuent induire, par contrecoup, dégments indsirables aussi dans
les sortes praefinies (cf.top(<create,4>)="). En conSgquence, il nous faut @ut prix faire porter la
restriction (donc la repeentation)aussisur les sortes pdéfinies. D’ouun traitement uniforme des
nouwelles sortes amplementer et de celles qui sontjdeésdantes. Quoqu’il en soit, pratiquement,
tout ceci ser@otalement transparent lautilisateur, comme nous l'allons voir ci-dessous.

On constate que I'isomorphisme de signatyrest assez pauvre en informationisse mntente d’'un
renommage des en S, et & op en op. De néne, les opmtions de syntlses assolms aux sortes
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predéfinies ne sont que des’opions de copie.
En fait, les informations que doit apporter le concepteur d’'une” mmpiéation pourraient s’ecrire de
manige pus reduite que notre dition textuelle. Les deux points fgécemment cite peuvent dre
laisses implicites, le contete permettant de les reconstruire. Ceci d’autant plus qu'ils nélrexie
pas fellement quelque choseimplementer physiqguement. La régemtationp n’est qu’un un outil
formel qui modésera larestriction. Prenons I'kemple deSTACK. On peut clairement laisser le con-
cepteur d'une implmentation dans I'ignorance des sortg5ét opérations ‘0p’, y compris pour ce
qui concerneSTACK La sule information que I'on ne puisse pasvénter” de maniee aitoma-
tique, c’est que les piles sont regetees par un couple tableau,entier ; Cest adire la partie
gauche de l'aritede <...>grack: ARRAY NAT- STACK. Information que le concepteur d’'une
implémentation pourra donner sous une forme telle que :

< _,_>7ack: ARRAY NAT--implamente—> STACK
En ce qui concerne la composante cachidaut ezidemment que le concepteur explicite Téerdes
opeations caches. Mais il peut le faire en sgéant des opeations caches darité dans les sortes de
S;. Il suffit alors de translater toutes ces aiters les sortes construgs (s devenants). Ceci aura
méme lavantage de nous assurer d'office une des conditions de correction de fiempéion
(comme prouvelans la proposition 3, section 5.2 plus loin).
Dés lors, les axiomes d&gp peuwent @re donns us une forme simplifeeomme suit (sansaire
intervenir les options ‘dp’ ni | es opeations de syntlee des sortes pEfinies) :

empty = <t, 0 >grack
push {x,<t,i>grack} = <t[i]: = X, SUCC i>grack
pop {<t, succ i>grack } = <t,i>srack
top {<t, succ i>grack } = t[i]
..etc..

ou la rotation ‘=" peut dre lue “est implenente par”; et la notation ‘{---}" peut d@re lue
“appligued” . Ainsi, le second axiome se lit “L’ operation pushapplique a ( X, <t,i >g7ack) €st
implémentes par <t[i]: = x, succ i>".

On obtient finalement la syntatrés smple utilisee dans les premies approches de l'impienta-
tion abstraite [Hoa 72, GMH 76, G&®& ...], mais nous powns maintenantaduire ces axiomes de
maniae aobtenir un nveau textuel ayant unéeake existence algeique.

On voit donc que modulo cette a@ntion qui laisse implicites les sortes constiestiet b represen-
tation, notre formalisme peuftee rendu totalement &mspaent al'utilisateur. On peut aisenent
reconstruire la danition textuelle comple dune impleanentation.

Tous les gemples d’'implenentations donre e annexe @nnees 2 @ 4) sont speifies en suivant
cette comention.

Patant du nveau textuel, nous allons maintenant montrer comment dnirdede maniee automa-
tiguele niveau des preentations, puis le néau sSenantique.

3. LE NIVEA U DES PRESENTRATIONS

Le niveau des praentations est dimi par cing preentations au-dessus de ld gfieation residante
SPEG, :
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Figure 7 : les presentations

EQ: Agg
REP: S -S,%;-X, 3rep, Arep
OPimpl: %;,Aop
C: Sc,2c,Ac
SORTIimpl: S, , ZsynTh
SPEG : S, %0, Ao |

SORTimpl est une preentation au-dessus d8PECG,; C est une preentation au-dessus de
SPEG, + SORTimpl ; ... etc.

Pa abus de bBngage, pour ne pas alourdir les notations, il nousvagaisouvent par la suite de noter
“EQ” au lieu deSPEG,+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ ; idem pour REP”, “OPimpl” ... etc.
Le contexte permettra de féifencier s'il s’agit de lgrésentationEQ seule, ou de lapeification
complae qu’elle domine.

Ces cing preentations refleent les cing composantescdiges au nieau textuel : SORTimpl pour les

opeaations de syntlee (Zsynth), C pour la composante cédée, OPimpl pour les axiomes
d’'implementation des opationsconstructves (Agp), REP pour lareprésentation(p), etEQ pour la

représentation de l'galité (Agq).

On constate que la partie de la systaxmprise entré&sPEC, et OPimpl est quasiment la inee que
celle de [EKP 80, EKMP 80]. Nous luv@ns ajoutedeux nveaux : la représentation REP, qui
traduit syntaxiguement la notion de restrictjaat la représentation de I'galité EQ, qui traduit syn-
taxiguement la notion d’identification. Ces deux notiorigaiest que smantiques dans le formal-
isme [EKMP 80].

Les partiesS;, Zsynth, C, 21, Aop, & Agq ont dga éé definies dans la sectidhprécecente. Il nous
reste donc déaire Zgep et Agep.

O 2XZgepest 'ensemble despeaations de epresentation Pour chaque sortes 0'S; , Zggp CON-
tient une (et une seule) opdon de repreentation dont l'aritesst :
Ds: S > § ou 5= p(s).

O Agep est 'ensemble deaxiomes deapresentation Il traduit syntaxiquement le fait que la
representation associe son imiphtentation constructe achaque opeation aimplementer.
Ceci signifie que pour chaque oaton op 0 Z; , Argpcontient 'axiome :

Ps(0p(Xg, -+, %)) = p(OP)(Ps(X1), - - - 5, (%)) ()
ousest la sorte cible dap, e s est la sorte de; .
Il faut encore spafier queps et <--- > ne sont que des ofions decopieslorsque s est
une sorte préefinie. Rar consguent, pour chaque sor$e1S, Aggp Ccontient 'axiome sw-
ant :

< x> = B5(x)

(par exemple cet axiome implique qué = < 0 >,; et que SUCE< N >,r) = < sucdn) >yar
dansNAT).
Ces axiomestant poss, il faut encore traduire le fait que si deux termdsnplementer

(5) rappelons qug(op) est notéop
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posséent la miene representation, alors ils apparaissent comigaux apre que I'implemen-
tation soit &ite. Rr con$quent, pour chaque sortesS;, Agrgp cOntient l'axiome
supplenentaire swiant :

Ps(X) =ps(y) = Xx=y

Exemple 9 :
Pour I'implementation des ensembles par lesioka,Zgzp contient les op@tions
Pser. SET - SET
PeooL . BOOL - BOOL
Peew . ELEM - ELEM
et Agrep COnNtient les axiomes :

Pser(émpty = emply
pser(insert(x, X)) = insert(pgem(X), Pser(X))
pser(deletdx, X)) = delet€pg ew(X), Pser(X))
Peool (XX = Deem(X) O 0ser(X)
Peooc(€AX,Y)) = €A Peem(X), Pecen(y))
DPeoo(True) = True
Peool(False = False

ainsi que :
PeooL(b) =< b >po0,
Petem(X) = < X >giey
Pse(X) =pser(Y) = X=Y
Peoo(b) = Peool(D) = b=
Peem(X) = Petem(y) = X=Y

Ces axiomes sont nombreux, mais il faut bien voir qu'ils ne tsmie rien de “rel”. Ce n’est
qu’une interpréation tHerique qui permet de Spéier explicitement larestriction (via la repfeenta-
tion). Approximatvement, la partie repsentation REP) sera efectuee en pratique par un “confie
syntaxigue”, qui ne laisseralatilisateur que le droit d'utiliser les Opations “reconnues” comme
implémentess (celles deSPEC,). D’autre part, soulignons quBsep et Agep S€ deluisentautoma-
tiguemente la déinition textuelle de I'implenentation, gpartir de I'isomorphisme de signaturgs
sans aucune sgécation explicite du concepteur de l'iniphentation.

Remarque 6 :

On pourrait penser que, du fait que notre formalisme impose uraficgt®n explicite de la
representation de l'galité, il ne peut s’appliquer que lorsque celle ci est exprimablébaigeement ;
et qu’il est donc moins ‘géral que les formalismes’ déts dans le chapitre peédents. En 4it, il
n‘en est rienEn dfet, rappelons que les axiomesAlg, peuent utilisertoutes les ofrationsinter-
venant dans la sjgdication de I'implementation. En particulier rien n'emgee de choisiAgg = Ay ;
dans ce cas, puisque la restriction efotfiee avantEQ (dans la composant®EP), on retroue
exactement le rimae réslltat senantique que pour le formalisme [EKP 80, EKMP 80].

4. LE NIVEAU SEMANTIQUE
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Puisque SORTimpl=<S,, Zgyn1>, lalgébre initiale Tsortimpi CONtient, en plus des sortes
résidantes, les sortesonstructivesde S, . Elles sont synthigsées par les opeations de syntises
<...>¢; et puisqueSORTimpl ne contient aucun axiome, ld€ents des sortes constries ont
seulement des “produits libreste snt les n-uplets que I'on utilisera pour effectuer l'ifmpéanta-
tion.
PuisqueOPimpl=C+<X;, Aop>, l'algébre initiale Topimp décrit 'implé mentation construate des
opé@ations au moyen des axiomesAlgy (avec l'aide de la composante Caeel opimp décrit donc
I'action des opeationsop sur les n-uplets d€sogrrimpl-
PuisqQUEREP=<S, -S, 2, - X, Zzep, Arep> , l'algébre initiale Trgp contient maintenant les sortes
a implementer §;) munies des opations amplementer &,). De plus, les opations et axiomes de
representation indiquent quelle est limplentation constructe e daque terme fermea
implémenter. REP ne contenant aucune ‘@péon de cible dan§;-S, hormis celles d&;, Tggp e
contient aucurilénment non atteignable dans les sortémplementer Ainsi, Tgep joue un foe Smi-
laire al'algébre RERyp. de [EKMP80], mais feoud la question deestriction sans faire appel au
“mauvais” foncteur de restriction.
Enfin, I'action de la repentation de l'galité EQ est “remonte” vers les sortes descrips (de S,)
grace aux axiomes dé\ggp de la forme

ps(X)=psly) = Xx=y;
si bien que deuw?;-termes ayant la fmee representation modulo la repsentation de I'gdité
posselent la niene valeur danSgq . Il en résilte queTgq traite I'identification

Tout ceci montre que I'algee initiale Teq moddise bien la S@antique de I'implenentation,” aceci
pres qu’elle contient encore les sortes constiegtiintermaliaires §;). Notre Senantique sera donc
tout afait simple, puisque’ deiite adeux foncteurs :

Alg(SPEG) -Fegg—» AIQ(EQ) -Ugss>-  Alg(<S;,2,>)
Tspeg, FFeq - Teo FUcs 55— SEMwmpL

OUSEM)yp. est lerésultat semantiquede I'implementation, SEMjp. = U<g 5 ,>(Teq) -

Les foncteurd=gq etU.g 5~ sont les habituels foncteurs de systhet doubli. C’est bien lde kut
gue nous noustiens assighe ne derire la senantique d’'une implmentation abstraite qu’au rpen
de foncteurs d’oubli et/ou leurs adjointg@uche, afin de disposer de yeas simples de viication
de correction.

5. LES PREUVES DE CORRECTION

Au vu de cette ‘smantique, les critees requis pour qu’une imptentation abstraite saiorrectesont
clairs :

O On veut que tout terme fefngeimplementer possge wne repfgentation parmi les n-uplets
synthieisees par les opeations de syntrse.

O On veut que la “vision utilisateur” de I'impieentation soit isomorphé la dructure derite
par la speification descriptie SPEC,. Ceci revient'aire que SEM,p, doit &re isomorphe a
TSPEQ .

Nous scindons ces deux conditions en 4 @#éen’ elatant la seconde condition en 3 or#s) :
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1) Le fait que tous les termes fermpsselent une regrEntation est bpeaation-compléude

2) SEMyp. doit &re finiment geéréepar rapport & ;. Ce aitére est laprotection des dories
prédéfinies

3) SEMyp. doit &re uneSPEC;-algdire c'est’adire qu’elle doit alider les axiomes d8PEC,;
(A,). Ce critee est lavalidité de I'implementation.

4) Enfin, parmi lesSPEC;-algébres, SENMyp.  doit &re initiale. Ce critee est laconsistancele
limplémentation.

5.1. LOPERATION-COMPLETUDE

Définition 5 :
L' implémentation abstraitéMPL est opaation-complée (ou plus simplemenbp-compi¢e) si &
seulement si la repsentation de tout terme fefmée implementer pos&de une \aleur parmi les n-
uplets synthiisées. Ce qui s'ecrit :

Yt OTs,, 3a OTsortimp t€l que Dg(t) = a dans kep
(ousest la sorte do

Remarquons que lorsque I'on teste I'op-corhade, on ne veut en aucuredn que la repreentation
de I'egalité soit prise en compte. En effet, |a’speation constructie ce l'implémentation est raur-
sivement déinie dans la composan@Pimpl (cf. remarque 1, section 2.1 du chapitgrécécent) ; la
representation de 'galité ne rt qu'aspecifier les dvers n-uplets qui impieentent le Mme djet
descriptif ‘aimplementer Il en résulte que I'op-complide doit ére ddinie dansTrep €t non dans
TEQ ou SEMypL -

Le theoreme alivant montre que I'on peut tester I'op-cormijplde directement sur les apéons con-
structives ; si ien que I'on est exactement ramstaga notion d’op-compléude de [EKMP 80].

Théoréme 2 : o
Pour qudMPL soit op-complee, il faut et il suffit que pour to;-terme fermet U Ty, il existe un
élenent a deTsortimp tel que T =a dansTopimp -

Preuve :

Soit p l'isomorphisme entrd’s, et Ty, deduit de I'isomorphisme de signaturgsentre <§;,2;> et

<S;,2;>. D'apres les axiomes dREP, il résilte que pour touk,-terme fermet, pg(t) est dans la
méme dasse d'quivalence, moduldREP, que le termd = 5(t) . Notre condition heessaire et stH

isante feulte donc du fait qu@ est un isomorphisme entfg, etTs.. O

Ce resultat nous assure que I'op-comfulde est simplé @érifier puisqu’elle peut se’vidier par indu-
tion structurelle sur les épations de;, exactement comme pour le formalisme [EKMP 80]. Les
exemples en sont aussi les mes, ‘aune translation prede op a Op.

Nous retrouvons de plus sans effort lanmgroposition que pour le formalisme de [EKMP 80] :

Proposition 1bis:
Pour que lI'implenentation abstraittMPL soit op-complee, il suffitque la speification OPimpl soit
suffisamment compte au-dessus dSORTimpl.

Preuve :
Supposons quédPimpl soit suffisamment compile au-dessus deSORTimpl. La affisante
compldéude nous assure que taOPimpl)-terme fermede rte dansS; est dans la classe d’un
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3 (SORTimpl)-terme. La conclusion salte donc du fait queX(OPimpl) contient 3;, et cu
theoreme 2 O

La suffisante comptade deOPimpl n’est pas une condition” oessairepour quelMPL soit op-
compléde. La raison intuitie en est la suvante :on sait que certains n-uplets ne sont pas i&ilBe
I'implémentation (cf. <create 4 >g1ac). Peut importe delors si I'on ne sait pas associer un couple
<t,i >grack @ N terme tel quEOP(< create 4 >1ack) ; ON a dors afectela auffisante complide de
OPimpl au-dessus d8ORTimpl, mais nullement I'op-comptade delIMPL (puisquepop(< cre-
ate, 4 >51,c) N'est jamais atteint par un terme fér@enplementer).

Voici un autre gemple pour lequel la proposition éente ne s’applique pas.

Exemple 10:
Il s’agit d'implémenter les cHaes (d'éénments de sortd&ELEM) par les tableaux (de ces"mes
éléments) :STRINGparARRAY L'implémentation se fait de la mamn@&eaivante :

O Les’déments de la cliae sont place mnseutivement dans le tableau qui la régete, gpar-
tir du rang O.

O La fin de la chime est marqieesur le tableau g@e aun dénment cached . L'élémentd est
bien su un nouvel dénent (cachide rte ELEM qui n'était pas preent avant (par éemple,
en langag&, d est’'@al a“\\0").

La composante cathgreut dre speifiée par :

Sc =0

3c={0J: - ELEM , firsto: ARRAY NAT- NAT }

Oul’'opération firsto(t,i) retourne le premier rang supeieur ai tel quet[j] est'gal aod.

Ec = tlijl=6 = firsto(t,i) = i
eqt[i],9)=False = firsta(t,i)

firsto(t, sucdi))

Les ‘@uations d'implenentation peuvent alors s’ecrire :

A = t0:=0o
add(< X >gem , <t >grrnd = < (t[sucdfirsts(t, 0))]: = o) [ firsta(t, 0)]: = X >srrinc

Ce qui signifie que la chae vide est repeente par un tableau auquel on deafté s au rang Q et
gue l'ajolt dun @énent aune chane repfeente part se fait en dectantx a la gdace ded (le pre-
mier rencontralans le tableau), et enadant le repee de fin de bdine,d, dun cran plus loin.

Pour cet gemple, OPimpl n’est pas stfisamment complet au-dessus S®@RTimpl. En dfet, si le
tableaut ne contient aucune occurrence dledors le terme firstd(t,0) n'est &al aaucune waleur
prédéfinie de sorteNAT car I'opeation firstd n’est compléement dénie que sur les tableaux con-
tenant au moins une occurrencedapres lindice i. Il n'emp&he que cette impieentation est op-
complde, car tous les tableaux atteints par lesrajmns des cliaes contiennent au moins une
occurrence dé . Cest typiguement un cas dlon ne peut prouver I'op-comptiede que par induc-
tion structurelle :

O L opeation “chdne vide” A posséle wne repfeentation tous les tableaux tels qt[@] écple
J. De pus, ce tableau contient au moins une occurrence.de
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O Supposons ques soit une chine implementee par <t >4z OU le tableaut contient au

moins une occurrence de. Alors, le termeadd(x,s) est repfeentepar
< (t[sucd firsto(t, 0)]: = 9) [ firsto(t, 0)]: = X >strinG -
Il nous faut prouver que ce tableau est lément deTsorrimpi, CESt adire qu'il est @génment
de T array (car la partie dd sortimpi de SOrteARRAYest ‘@ale aT array). Pour cela, il stit
de prouver quefirsto(t, 0) est dément deT a7 ; €€ qui se denontre par induction sur le rang
de la premiee cccurrence dé danst.
Pour completer notre raisonnement par induction structurellauil dncore prouver que le
tableau
(t[sucd firsto(t, 0))]: = 9) [ firsto(t, 0)]: = x

contient au moins une occurrencedee qui est imnigiat.

5.2. LAPROTECTION DES DONNEES PREDEFINIES

Nous voulons que I€ seltat senantique SEM;p, soit Z;-finiment gméré.Le resultat suvant nous
donne la solution :

Lemme 1:
SEMypL estX;-finiment geéréesi et seulement €Q est sufisamment compte au-dessus de la
speification praléfinie P.

Preuve :
Immédiat car SEMyp. =Ucs 5,5(Teg) €t EQ ne contient aucune Ogzion de cible dan§, - S
autre que celles dg; . O

Définition 6 :
L' implémentation abstraittMPL protege les donhes prédéfniessi et seulement si la spfication
de I'implementation EQ, est suffisamment comptke au-dessus de la Sgification praléfinie P.

Théoréme 3:

Si la composante caohest suffisamment compke par rapport da ecification preléfinie, alors
IMPL protgge les donnes prédéfinies. Plus prasement, si la spefication SPECy+SORTimpl+C
est suffisamment compéeau-dessus de la sgécation praléfinie P, dors SEMyp,. estZ;-finiment
genérée

Preuve :

La speification d’une implenentation abstraite ne contient aucunérafien de cible dans une sorte
de S autre que les Opations deX; , X, et les opetions caches. Il en faulte que la siisante
complaude deC au-dessus de la ‘sphcation preléfinie P implique queTgq est finiment geerée
au-dessus d&p . O

En toute geénlité, cette condition n'est pas’ aessaire pour assurer que SEM soit finiment
générée: il suffirait que les axiomes Ulieurs @op Ou Agg) rendent les opations caches
complaement speifiées. Toutefois, sur un plan ‘nedologique, il est clair que I€lmde Agp et
Agq N'est pas de Spifier les opeations caches, si bien que ce theeme sra toujours appliguen
pratique.

La protection des doriee prédéfinies n'est pas difficile @tablir sur les remples, la sufsante
compldude se Vefiant par induction structurelle ou par des aa®syntaxiques tels que les geata-
tions gracieuses (cf. [Big2]). Par &emple, notre implmentation deSTACK protgge les donnes
predéfinies parce queC est vide; notre implanentation deSET les proige aussi parce que la
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speification deoccurset removeest une praentation gracieuse.

La protection des donee prédefinies signifie que la composante caelbit &re compléement
speifiée par rapport aux sortes @& nullement par rapport aux sortes constuesiceS :

Proposition 3 :
Si toutes les opations caches (de Z:) sont de cible dans une sorte constueet((S,), alorsIMPL
protege les donnhes prédéfinies.

Preuve :
Immédiat, puisque dans ce c&QRTimpl+C ne contient aucune oion de cible dans les sortes
deS, , et SPEG, est persistant au-dessusRien

Sachant que pour chaque sortédgfimie sIS, la orte S n'est qu’une copie dg, ce aultat est tre
utile chaque fois que I'on ne tient pagéfinir compléement les ofyations caches. C'est le cas de
'exemple 10 :pour que cette impileentation protge les donnes prédéfinies, il suffit de dénir les
opaationsd et firstd de cible dandNAT au lieu deNAT.

5.3. LAVALIDITE
Définition 7 :
L’ implémentation abstraitédMPL estvalide si et seulement si deux;-termes ferme eaux dans

Tspec, le sont aussi dans S, ; ce qui s’écrit :
\'/t DTzl ,V t' DTzl , (tzt' dans -EPECl = t=t danSSEMMpL )

Notation 2 :

On note IDimpl = SPEC,+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ+<[,0,A; —A> ; c'est adire que
IDimpl contient absolument tous Ieé€rments de toutes les ‘gpications, aussi bien descripgs que
constructves, invoquess dans notre formalisméDimpl ajoute les axiomes descriptifs (ndsidants)
a la géecification complée de limplémentation.

Le theoreme suivant montre qu’une impleentation est valide si et seulementTgi, valide les
axiomes descriptifs dSPEC,. Par consgquent, la walidité peut dre veifiée via des mehodes de
preuve de tharémes

Théoréme 4 :
LorsquelMPL protege les donnes astraites, les 7 conditions santes sonf guivalentes :

o (1) IMPL estvalide

O (2) Il existe unz;-morphisme dd spec, @ EMjypL

O (3) SEMyp. vaide les axiomes dA; (i.e. est un&SPEC;-algéore)
O (4) SEMyp. vaide les axiomes da; - A

O (5) Tegg vaide les axiomes da; —A

O (6) Lesaxiomes deé\; — A sont des tharémes deEQ (6)
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o (7) IDimpl est higarchiquement consistante au-dessuE@g®)

Preuve :

[1==2] resulte du fait que notre dimition de \alidité signifie qu'il existe unX;-morphisme de la
partie finiment geéréede Tspec, Vers la partie finiment geérésde SEMyp. . PuisqueTgspec, est

2 -finiment gmeré cela’guivaut al’existence d'urk;-morphisme entr&spec, €t SEMyp -

[2<=3] resulte de I'lypothese de potection des dories prédéfinies. En effet, SElp. étant alors
une ,-algdore finiment geérée I'existence d'unZ;-morphisme de l'algare initiale Tspec, Vers
SEMypL (1) impligue que ce morphisme est surjectif. || éaalde que toute occurence d'axiome
de A, est alidee par SEMyp. , puisqu’elle fesulte, via y, dune occurence du e axiome sur
Tspec,. Rédproguement, si SE|p. valide A, alors c’est une&SPEC;-algéore, donc l'initialite de
Tspec, fournit un morphisme d&spec, vers SEMyp, -

[3<=4] resulte du fait que SElp,. valide toujours les axiomes d&, car SEMyp. €st une
2,-sous-algbre deTgqg etEQ contientP.

[4<=5] resulte directement du fait que les axiomesAde- A ne concernent que les sortes descrip-
tives, or SEMyp. est I'oubli deTgq sur les sortes descripes.

[5<=6] est imnidiat.

[5<=7] resultent simplement du fait quBimpl = EQ+(A; — Ap).

Ceci cld notre preuven

Ce th@reme dénontre que la &lidité peut toujours étre vaifié via des conditions deonsistance
hiérarchiques C'est I'un des teultats majeurs de notre formalisme, car cela peogue le problene
de la correction d’'une impheentation peuftee rameneau probleme kien connu de la consistance
hiérarchique.

Exemple 11 :
Pour I'implementation des ensembles par lesinka,A; — A est:

insert(y,insert(x,X))

insert(x,insert(y,X))

delete(x,empty) = empty
delete(x,insert(x,X)) = delete(x,X)
eq(x,y) = False == delete(x,insert(y,X)) = insert(y,delete(x,X))
xOempty = False
x Oinsert(x,X) = True
eq(x,y) = False = x Oinsert(y,X) = x0OX

Prenons parnemple le premier axiome. Les axiomes de fepnéation montrent que

Pser(insert(x, insert(y, X))) = insert(pgem(X), INSert(oeg em(y), Pse(X)))

Pser(insert(y, insert(x, X))) = insert(ogem(y), INsert(og em(X), Pser(X)))
et puisque notre impigentation est op-comike, on sait qu'il exister, 3 etstels que :

Petem(X) =< a >giem  Peem(Y) =< B >giem €1 Dser(X) =< S>ger

Les axiomes d'implmentation des opations constructes donnent alors :

INsert(< a >g gy , INSEN(< B >gey , <S>geq)) = < add(a,add(B,s)) >ser

insert(< B >giey , INSEI(< a >gey , <S>ge7)) = < add(B,add(a, s)) >ser
(dans le cas oa#3 et oua et B ne sont pas darss mais les autres cas sont irhdieds)
D’autre part, la repientation de I'galité implique que

< add(a,add(B,9)) >ser = < add(B,add(a, s)) >ser -

si bien que pg(insert(x, insert(y, X))) = pse(insert(y, insert(x, X))) ; et nous pouans conclure

(6) plus pfeisement : SPEC,+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ.
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grace al’axiome qui “remonte” les identifications :

Psed(X) = Pse(Y) = X=Y
Les autres axiomes sérdentrent de la rimae fapon, suvant ces mthodes de preuves de’ tnémes
bien connues.

Remarque 7 :
Dans I'exemple prfeédent, on peut dacher deux raisonnements qui sont I€snae pour tous les
exanples :le passage aux omions constructes (Op) via la remarque que I'op-coniplele nous
assure que tout terme de la forg X) est ‘ggal aun terme de la forme & - - -t, >5; et le fait de
“remonter” les identifications via gsg(X) = pger(Y) = X =Y.
Dans de nombreux cas, ces raisonnements conduisergr@uver que les “translations” des axiomes
descriptifs vers leursgaivalents constructifs. Ainsi, le point clef de xemple preédent dait la
demonstration de I'galité suivante :

iNSert(< a >g gy , INSEr(< B >giey , < S >ge7)) = INSEM(< B >¢ ey, iNSEI(< @ >giey , < S >5e7))
On voit donc que souvent, il giafde traiter les axiomes descriptifs auxquels on aura fait subir la
transformation swinte :

O remplacer toutes les Ogions op par leur repreentationop

O remplacer toutes les variables, disofygar un n-uplet <, - - -u, >s correspondant deur
sorte, lesy; étant donc des variables de sortesdantes.

Pa exemple, pour I'axiome descriptibop(push(x,X))=X il suffit de prouver I'axiome

POP(PUSH< @ >yar s <t,i >srack)) = <t,i >srack
Ce qui revient gorouver que <t[il: = a,i >srac=<t,i >s1ack, €t résllte assezdcilement de la
representation de l'galité.

5.4. LACONSISTANCE
Définition 8 :
L implémentation abstraittMPL estconsistantesi et seulement sideux X;-termes ferme re ont

écaux dans SENjp. que s'ils le sont aussi dafigpec, - Ce qui s’écrit :
Vt O Tzl s \'/ t' O Tzl , (tzt' danSSEMMpL => t=t' dans -EPECl )

Le theoreme auivant montre que la consistance signifie que taltat senantique SEM,p,. est con-
sistant par rapport lzalgebre initiale Tgpeg, -

Théoréeme 5 :
Si l'implémentation abstraittMPL protege les donhes abstraites et est valide, alors les 6 conditions
suivantes sonfguivaentes :

o (1) IMPL estconsistante

0O (2) Lemorphisme initial d& gpec, dans SEMyp. €st un monomorphisme (i.e. est injectif)
O (3) SEMyp. estinitiale dans AIGPEC,)

O (4) Il existe unz;-morphisme de SEMp. dansTgpec,

O (5) Lemorphisme initial d8 gpec, dansUcg 5 >(Tipimpi ) €St UN Monomorphisme

O (6) IDimpl est hiearchiquement consistante au-dessuSEEC,
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Preuve :

[1<=2] Tout d'abord, nos ypotheses de protection des dormgrédéfinies et de alidité assurent
gue ce morphisme initial existe {tréme précédent). Il suffit alors de remarquer que la consistance
de IMPL revient adire que deux classes fiifentes deTspe, N'ont pas la mme image dans
SEMypL Via le morphisme initial.

[2<=3] resulte simplement duaft que SEMyp. est finiment grérée: le morphisme initial est
toujours un’ pimorphisme, donc un isomorphismm. (

[3<=4] resulte de l'initialite de Tgpeg, : Sil existe un morphisme de SElyb, vers Tgpeg,, Cest
necessairement I'iverse du morphisme initigldonc SEMy;p.  est initiale si et seulement si iste
un morphisme de SEMb, vers Tgpec, .

[2<=5] Leshypotheses de protection des domsgrédefinies et de alidité assurent qud e vaide
A;—A. Par consquent, Tgg est ‘@al a Tipimp . Or par ddinition, SEMyp. =Usg (Teg) , donc
SEMuipL :USL(TIDimpI)-

[5<=6] resulte simplement du fait que le morphisme initialTdgec, dansUs (Tipimpi) €St le mor
phisme d’adjonction assdcéela présentationlDimpl au-dessus d8PEC,.

Ce qui cla notre preuven

Pour vaifier la consistance hiarchique delDimpl au-dessus d&SPEC;, il suffit de vaifier
gu’'aucun des axiomes de l'imiphentation ne peut induire d’inconsistance sur les sortes degesipti
Nous venons donc d€ mentrer que le problee de la orrection d’'une implmentation peuftee
entieement rameheu probleme ben connu de la consistanceé faiechique. C’est’lain de nos resul-
tats majeurs.

Les seuls axiomes portant sur les sortes des@gpgdnt ceux-ci :

ps(X)=ps(y) = x=y (sds)
La pramisse de chacun de ces axiomes nous condwi¢radre un aun les axiomes portant sur les
sortes construates (cibles desog), et avéifier qu'ils n'induisent pas d’inconsistance dans les sortes
deS; . Les axiomes portant sur les sortes constregtont ceux deAcAqpAEq ; ce ont donc
eux qu'il faut consitieer unaun.

Exemple 12 :
Pour I'implementation deéSETpar STRING on remarque que les axiomes cashigfinissantoccurs
et removesont consistants par rapporPgpresentation gracieuse sahquations entre les construc-
teurs, cf. [Bid 82]).
En ce qui concerne Iégjwations déAqp , On rouve dabord, par induction structurelle, que la bia
"X1Xo+--X,"  (ou les x; sont deux "a deux distincts) repesente I'ensemble
insert(x,, insert(x,, ... ,insert(x,, empty. . ). (Facile mais long, nous ne le ferons pas ici).
Ensuite, il suffit de #éfier que chacun des axiomes Agp N'amalgame pas deux ensembles dis-
tincts, une fois mis sous cette forme. Paneple :

deletd< X >g gy , < S >ggr) = < rEMOVEX, S) >gey
signifie que I'opeation delete applique a I’ensemble repmente par la chéne "X;---x,"=s
retourne I'ensemble refsentepar la ch@ne removéx, "Xy - - - X,") .

O si x est diférent de chacun des;, dors on obtient la rimae chdine @) (via les axiomes
cache, par recurrence sur la taille de la dme s). Il en resulte quedeleteretourne le mme
ensemble, ce qui ne’ear d’inconsistance.

(7) Le fait gu’un morphisme lka fois mono et pi soit un isomorphisma’est pas vrai dans toutes cgteies C'est un
résultat particulier aux cagories Alg(...) ; cf. [Ber 86].
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O sixest'gal al'un desx;, disonsx;, dorsremove(x,spst la chene "X;. . Xj-1 Xj+1. . Xp" (récur-
rence sur la taille de la Chree). Elle repreente 'ensemble
insert(Xy, . .insert(x;_y, insert(X;,,, . .insert(x,, empty..). Ce qui ne cre bujours aucune
inconsistance sur les ensembles.

Les autres axiomes se traitent de lamadaoon ; celui concernantieleteétait le plus dicat (notam-
ment acause de la disjonction des cas).
Enfin la consistance de la répeatation de I'gdité est fort simple car 'axiome :

< add(x, add(y, s)) >sgr = < add(y, add(x, s)) >ser
traduit exectement la commutativitde l'insertion :

insert(x,insert(yX)) = insert(yinsert(x,X))

Remarquons au passage que la consistance des axiomgg signifie preisement que la repeen-
tation de I'gyalité n'est pas “trop forte”.

Exemple 13:
La consistance de l'impiaentation des piles par les tableaux et les entiers est encoreaples f
nous n’'aurons pas besoin de faire une disjonction de cas.
On proue dabord par induction structurelle que td >gack represente  la  pile
push(t[i-1],push(t[i-2],...,push(t[0],empty)..))
PuisqueA: est vide, il ne peut induire aucune inconsistance.
En ce qui concern&gp, prenons parxemple I'axiome
Pop(< t,sucdi)) >stack = <11 >srack
il se translate en :
pop(push(t[i-1],push(t[i-2]....,push(t[0],empty)..))) = push(t[i-2],...,push(t[0],empty)..)
ce qui ne cre kien sur aucune inconsistance sur les pilesaase de I'axiome descriptif
pop(push(x,X)) = X

Enfin la repfeentation de l'galité est clairement consistante :

<10 >rack = <t 0 >grack

<i >qrac=< U1 >grack A ti] = t[i] = <t,sucdi) >srack=<t', sucdi) >srack

Immediat pour le premier axiome. Pour le second, il suffit de raisonnef pareace sur.

Nous aons déaillé les quatre critees de correction d’'une imptentation abstraite. Nous pans
maintenant poser |a firition suvante :

Définition 9 :
L' implémentation abstraittMPL estcorrectesi et seulement si :
O elle estop-complée
O elle protege les donhes prédéfinies
O elle estvalide
O et elle estonsistante
Les miehodes de prewde orrection que nousvans donnes ici peuvent toutes se ramenedes
critéres tels que les fsentations gracieuses, l'induction structurelle, ou la consistancarthéue.

C'est en cela que sige lintérét majeur de notre formalisme, car elles reposent sur la connaissance
de laspeification de I'implémentation, et non sur des connaissances vetatisa £mantique.
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5.5. LACORRECTION FORTE

Cette section fournit des conditions suffisantes encore plus fasiéesier pour qu’'une implmenta-
tion soit correcte. Elle ‘deontre en particulier que les chigs deprotection des dories prédéfinies
et d'op-compléude sont tres liés. Pour ce faire, nous di@issons une notion deorrection fortequi
implique la correction. La plupart desemples usuels d’'impheentation abstraite sont fortement-cor
rects. Nous montrerons d’autre part que la correction forte est une nosailegoour dgager les
implémentations compatiblewvec la composition (section 6.2).

Définition 10 :
Soit IMPL une implenentation abstraite de la ‘gjification SPEC, au moyen de la $piication

résidanteSPEG, . On dra quelMPL protege les termes @dantssi et seulement si la spcation
deIMPL (i.e. EQ) est suffisamment compile au-dessus de la signature SBEG, (i.e. <5, 2p>).

Proposition 4 :
SiIMPL protgge les termes’sidants alordMPL protege les donnhes prédéfinies.

Preuve :
Immeédiat, au vu des dimitions 6 et 10.

Définition 11 :
L’ implémentation abstraittMPL estfortement correctsi et seulement si :

O elle est op-compte
O elle profge lestermes feidants
O elle est valide

O et elle est consistante.

Les ‘@onces suivants fournissent une condition fisénte tre Smple pour assurer la correction forte.

Définition 12 :
L' implémentation abstraitéMPL est ditefortement op-comple si et seulement si la Spfication
OPimpl est suffisamment compteau-dessus de Isignaturede SORTimpl.

Proposition 5 :
Les trois conditions suantes sont suffisantes pour giPL soit fortement correcte :

o IMPL estfortement op-comple
O IMPL est valide

o IMPL est consistante

Preuve :

Il suffit clairement de Wwifier que silIMPL est fortement op-compie dors elle est op-compie &
elle protge les termes’idants.

Le fait que I'op-complaide forte implique l'op-comptade feulte directement de la proposi-
tion 1bis.

Le fait queSORTimpl ne contienne aucune apéon de cible danS, impligue queSORTimpl est
sufisamment compte au-dessus de la signature 8PEGC,. Par consquent, I'op-compléude forte
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impligue queOPimpl est suffisamment compéeau-dessus de la signature SBEG, ; il suffit alors
de remarquer que les axiomes Agep impliquent queREP (et a fortiori EQ) est sufisamment
complde au-dessus de la signature @@impl. Il en réaulte que I'op-complude forte implique que
IMPL protgge les termes’sdants.c

Grace acette proposition, il n'est pas difficile dénfeer que les gemples d’implenentation donhe
dans ce chapitre sont fortement corrects, et donc corrects (leepraiatves al’op-complaude
n'utilisent jamais les axiomesgidants). Seul I'eemple 10 (section 5.1 : imfeentation des chae
au moyen des tableaux) n’est pas fortement correct, car la composarite gagteeun é&ment &
dans la sorte pdéfinie ELEM (mais cet gemple ne protge pas non plus les dohee prédéfinies,
voir aussi la proposition 3, section 5.2).

6. REUTILISATION D'IMPLEMENT ATIONS

Nous aons deermine(section 1.2.2lu chapitre preédent) que la question dédutilisation peut ‘@re
traduite par deux crites : compatibiliteavec les enrichissementset compatibilifeavec la composi-
tion.

6.1. IMPLEMENT ATIONS ET ENRICHISSEMENTS

Rappelons que si une “sifecation descriptie SPEC, est abstraitement implentee par IMPL ,
l'utilisateur de cette implaentation ne confitique SPEC, . Lorsqu'il speifie une pfeentation
PRES=<Spres Zpres, Apres™ au-dessus de cette structure immpéates, toutes les preuves relegs

a et enrichissement concernent donc I'digeTspec +pres - Pourtant, dans les faits, I'enrichisse-
ment sera éfctue au-dessus de l'imphaentation ;la structure de dories résiltante sera donc
moddisee par Teo.pres (rappelons quéeQ est la speification de I'implementation). Il est donc
souhaitable que la “vision utilisateur” @eqpres SOit isomorphe dspec +pres -

De la miene fapon que SEMyp. = Us, (Teg) est la “vision utilisateur” délgq, la vision utilisateur de
Teo+pres €st lalgdre Us .5 (Tegspres) - En efet, l'oubli Us .5 . supprime des sortes et
opaations internes de I'impfeentation, auxquelles ni I'utilisateuni I'enrichissement n’ont acse
(ces sortes et Opations sontocalesa l'implémentation).

Le theoréme auivant fournit une condition suffisante $refile pour qu’un enrichissement soit compat-
ible avec une implanentation abstraite.

Théoreme 6 :

Soit IMPL est une implmentation abstraite correcte &EC, . Soit PRES une pfeentation au-
dessus dSPEC, . S PRESestconsistanteaau-dessus d8PEC,, et si dle estsufisamment compte
au-dessus deSg, 2> dors :

Us, +5pnes( TEQ+PRES) ESt iSOMOrphe dspec, +pres

Pour denontrer ce thereme, nous utiliserons le lemme gant :

Lemme 2 :
Si P; et P, sont deux preentations persistantes, de signatures disjointes, au-dessus d'cifieaspe
tion SP, dors P, est encore une fgentation persistante au-dessusSter P;.

Preuve :
Puisque les sortes @& et P, sont disjointes, les axiomes Be ne peuvent induire aucune inconsis-
tance ou instiisante compgleide dans les sortes &g. Il suffit donc de véfier la persistance sur les

Chap. Il : Notr e formalisme d’implémentation abstraite



Partie A : Impl€ mentation sans traitement d’exceptions -62 -

sortes deSP. Or, puisqueP; est persistante, I'oubli d€sp,p, Sur les sortes d8P est isomorphe a
Tsp. De fdus, puisqu’il n'y a pas de surcharge entre leSrajpens deP, et celles de&sSP+Py, il en
résulte que les occurences d'axiomes Rjesont exactement les imes au-dessus deP que de
SP+P; ; ce qui prouve que P, a la méme £mantique au-dessus dgp qu'au-dessus d€gpp,. Par
consguent,P, est persistant au-dessus des sorteSRiee qui clot la preuve du Emmen

Preuve du théoreme 6 :

La correction ddMPL assure quéDimpl est persistant au-dessus $IREC,. Le lemme pfreécent
impliqgue donc quelDimpl +PRES est persistant au-dessus 82EC,+PRES cest adire que
Tspec,+pres €St isomorphe” s .5 (Tipimpi+pres)- Par consguent, il suffit de prouver que
Tipimpl +PrES €St isomorphe &gq.pres:

Prouwons d’abord qu&€RES est persistant au-dessusE®. PuisquePRES est suffisamment com-
plet au-dessus deSg 2,>, PRESest a fortiori suffisamment complet au-dessu&@e(qui contient
<Sl,21>). D’autre pal‘t, DUiSqUQJZﬁZpRES(TlDimpl +PRES) :TSPECL+PRE51 PRES est perSiStant au-
dessus deDimpl ; PRES est donc en particulier consistant au-dedsQ@s(car IDimpl =EQ+A,).
Ceci proue que PRESest persistant au-dessuskEig.

Maintenant, la correction déMPL assure quéDimpl est persistant au-dessus [H@. Le lemme
precécent implique donc quibdimpl +PRES est persistant au-dessusE®+PRES c'est-adire que
Tipimpl +PrES €St isomorphe &gqg+pres - O

Ce tHoréme résudrait totalement la question s’il imposait seulementRRRES soit une preenta-
tion persistante au-dessus®REC, . Malheureusement, il faut kifer que PRES soit sufisamment
complde au-dessus de lsignaturede SPEC, (c'est-adire sans utiliser les axiomes dg¢). Remar
guons nenmoins qu'il s'appliqgue dans de nombreux cas, pam@le les preentations gracieuses
([Bid 82]) repondent "acette condition car l'ordre sur les apdons permet de égrire tout
(Z1 + Zpreg)-terme fermeade orte dansS; vers unX;-terme, sans utiliser les axiomes SIeEC, . Il
n'en reste pas moins certaingemples de preentations persistantes qui ne sont pas compatibées a
une implenentation abstraite correcte :

Exemple 14 :
Consideons la spefication NAT contenant la sorteNAT, les opeations Q: — NAT) et
(succ: MAT - NAT), et aucun axiome.
Consideons la speification PEANOcontenant la sortBEANQ les opeations gero: — PEANQ et
(next: PEANO- PEANQ, et I'axiome swant :

next(x) = next(zero) = X = zero
Il est clair queTyat €t Tpeano SONt isomorphes (B). En particulier on peut implanenterPEANO
au moyen d&AT : il suffit de repfeenterzeropar0 et nextparsucc Cette implenentation est claire-
ment correcte.

Consideons maintenant la psentationPRES au-dessus deEANON’ajoutant aucune sorte, ajoutant
'opération constanter, et faxiome {nexi{r)=next{zerg}. PRES est persistante au-dessus de
PEANOcar I'axiome

next(x) = next(zero) = x = zero
impliqgue quer égale zera Cest donc cet axiome qui rend la”geatation PRES suffisamment
complde au-dessus dBEANQ
Pourtant, I'implenentation ddPEANOau moyen d&AT ne contenant pas cet axiome, lanaatique
de PRESau-dessus de I'impaentation difere de la ¢mantique au-dessus &&EANO(r n'y est pas
éaal azerobien que I'implenentation soit “iscleent” correcte).

On coneit cependant que de tels cas sont péguieats en pratique.
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6.2. COMPOSITION D'IMPLEMENT ATIONS ABSTRAITES

Supposons que I'on veuille iniplenter une spEfication SPEC, au moyen d’une structure ‘spi@e
parSPEC, ; et que SPEC,; soit dga implementee a1 moyen deSPEG,. La encore, toutes les prees
de corrections relates al’implémentation déSPEG, (IMPL ,) sont faites en rgard de la speifica-
tion descriptte SPEC,, et rullement par rapport d'implémentation construote ¢ SPEC;
(IMPL ;). Pourtant, la structurefettivement implenentee est speifi€ée par la rfeinion des spafica-
tions des deux impteentations, @avar :

SPEG, + (SORTimpl, + C; + - -+ EQq) + (SORTimpl, + C, + - - - + EQ»)

Remarque 8 :

Il est clair que la seconde imptentation (MPL ,) n'a pas acte aux sortes et opations internes de
la premiee IMPL ,). Par &emple, lorsqu’un textéaeit en LAL (%) est compilevers un tete C, puis
gue le tate C obtenu est lui e compilg I'implémentation se fait bien en deux tempe LAL
vers C, puisle sourceC est compile

Cela eut dire que les sortes et oagtions intermdiaires de la premie implementation (MPL ;)
sontdistinctesde celles de la second®PL ,). Ceci s’exprime par le fait que I'intersection des sig-
natures deRORTimpl; +-- -+ EQ;) et de SORTimpl, +- - -+ EQ,) est vide.

Le theoreme aiivant fournit une condition suffisante s&ratile pour que la composition de deux
implémentations fournisse urisd@tat correct du point de vue de l'utilisatelComme auparant, le
“point de vue de l'utilisateur” est obtenu par un foncteur d’oubli sur la signatu8€HE, .

Théoreme 7 :
Etant donfes une implanentation,IMPL ,, de SPEC, au moyen d&PEG,, et itne implanentation,
IMPL ,, de SPEC, au moyen dé&SPEC,. Consideons la speification IMPL(1,2) obtenue en som-
mant les spaifications des deux imfphaentations :
IMPL(1,2) = SPEG, + (SORTimpl, +---+EQ;) + (SORTimpl, +- - -+ EQ>)
SiIMPL ; estcorrecteet siIMPL , estfortement correctedors :
Us,(TimpL1,2)) €st isomorphe dspec,

Preuve :

PuisquelMPL , est fortement correcte, la‘antation SORTimpl, + - - - + EQ,) est consistante au-
dessus d&PEC, et suffisamment comitke au-dessus de Sq, Z,>. Par consguent, le theréme 6
pr,a:é(:bnt montre queUSpECl+SORTimp|2+__+EQ2(T|MPL(1’2)) est isomorphe‘ aTEQ2 . En partiCUIier,
Us,(TimpL1,2)) €st isomorphe &5, (Teq,) = SEMyp , - Or la correction deMPL , nous assure que
SEMyp , est isomorphe @Eigpec, ; d'ou la conclusiono

Ce tHeréme peut clairementtee dendu atoute composition finie d'impheentations, pourvu que la
premige it correcte, et les suAntes soient fortement correctes.

Remarque 9 :

Bien que la composition de deux impientations abstraites (fortement) correctes fournisse toujours
un resultat senantique correct, nous n’affirmons pas que la cormpdss deux dinisse une nowelle
implémentation abstraite. En fait, ceci ne serait pas difficibtanir avec notre formalisme il suffi-

rait d’autoriser que l'ariteles opeations de synttse prenne sa source dans des sortes @sofsest
d’ailleurs ce que font [EKBO] et [EKMP 80]). On pourrait alors simplement inclure lacHfmation

de la premiee implementation (MPL ;) dans la composante cdehee la sconde. Il n'est pas

(8) Langaged. isp actuellement desloppepar Patrick AmarL.R.1., Orsay.
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difficile de wir que tous nos mltats seraient encore valables (modulo la corredtae), car nous
n'utilisons jamais cette hypots®dans nos preuves.

Toutefois, ce que I'on veut, semble-t'il, c'est donner wegrésentationde chacun des termés a
implémenter sous forme de-upletsd’éléments “prfexistants” (i.e. feidants, non pas cat$)e Nous
preférons donc adopter ici une attitude prudente sur ce point. Dans le cas contraire, on obtient un for
malisme d'implenentation clos par composition (c’estdae que la compdse dun nombre fini
d’'implémentations est encore une immlentation). On peut alors parler de daus-catgorie des
implementations fortement cagctes.. plaisantpour I'esprit, mais il n'est pas certain que cela
traduise exactement l'ideque I'on se fait des imphaentations.

7. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le formalisme que nouwvens proposeepose sur deux ide principales feolvant respectiement les
problames de restriction et d’identification :

1) Nous introduisons des sortes intédiagres, contenant des n-uplets I[@'eents faidants (i.e.
dga implementes). Ces n-uplets sont construits au moyeapd'ations de synthee, tandis
gue des ofrations dereprésentation fournissent eplicitement la correspondance entre les
termes amplementer et leurs repsentation.

2) Nous speifions explicitement laeprésentation de I'galité.

Les resultats nouveaux apposgar ce formalisme sont :

O Contrairement aux formalismes existants, les pgsude correction ne reposent que sur la
connaissance de $&peification de I'implementation, et non sur sarsantique. Les crites de
correction s’&priment tous au moyen de concepts tels que la consistameechique ou la
sufiisante compheide, ce qui ranme la question de correction d’'une iniphentation ades
problames bien connus des types abstraitStalgaes.

O Ce formalisme dimplmentation abstraite se place dans le cadreédpations condition-
nelles positivesce qui facilite les spefications, et permettra une extension” aise traite-
ment d’exceptiongroir partie C de cette te).

O Des conditions simples et peu restriesi pour laréutilisation d'implémentations abstraites
peuvent &re deyjagees.

Le formalisme que nousemons de deslopper preente donc un certain nombre de potenfialiten
nagligeables, mais il pente aussi une certaine “lourdeur”, en ce sens que les sortes’ disérase
compliquent la syntaxe. Nousans montfg(remarque %t fin de la section 2) que cette symtqeut
étre simplifiee pour le concepteur d’'une imptentation. Mais il serait utile de systatiser ce
procalé ce smplification afin de [linclure dans un environnement “altggpie (de type
ASSPEGIQUHEBC 85, BCV 85]),et tester alors quels sont |€suktats obtenus en soumettant des
preuves de correctionum dénonstrateur automatique de themes.

D’autre part, en ce qui concerne la notionrétilisation d'implémentations, les selltats que nous
obtenons sont assez probants, mais il serait bon d’automatiser cet aspect, et voir quelles techniques de
gestion d’'une “bibliothgue de spefications” seraient les plus efficaces.
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Sur un plan plus purement “types abstraits ladgees”, notre parti€ montre que ce formalisme
d'implémentation abstraite est facilemeftemdu aux types abstraits aiggues aec traitement
d’exceptions. Ceésultat nous semble vélateur de la fiabilitet des potentialite ce ;es deux for
malismes, car les impleentations abstraites et le traitement d’exceptions sont tous deux des points
problematiques de la flagie des types abstraits dlg#ues. Le fait qu'ils soient compatibles laisse
espeer d’autres extensions sans plus de diffiaulte

Remarquons enfin que, bien que nous n'ayons pas (eritodd & point, il ne derait pas y @oir

de dificulté a éendre ce formalisme d'impheentations abstraites au cas des cHigations
parami¢rées, car notre ‘seantique est enttement fonctorielle et n'utilise que des foncteurs d’oubli
ou de synthee (rappelons que la notion de paransation repose essentiellement sur les pushouts et
les foncteurs de syntbe cf. [ADJ 80]).
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Résumé de cette partie B

Cette partie deeloppe dans le“d&il un nouveau formalisme de traitement d’exceptions dans le cadre
des types abstraits algeaues, que nous nommerons le formalismeedesption-algéres.

Les eception-algbres fgondent atous les critees utiles les spdications aldériques aec traite-
ment d'eceptions : delaration aise des valeurs OK’, speification du comportement desleurs
errones, speification de feupeations ‘@entuelles, propagion implicite des exceptions et des
erreurs, existence d’'une alge initiale, structuration des spfications, redénition des propfigsde
consistance hrarchique et suffisante complde. De plus, nous apportons deux reanfes pour le
traitement d’exceptions dans le cadre des types abstrditsiglges.

O Quitte ainclure un traitement d’exceptions dans les cBpations algériques, autant
moddiser aussi des “messages d’erreur”. C’est pourquoi nous incluons dans la signature
d’une speification un nouvel ensemble, 'ensemble déguettes d'&ception qui modeisent
les “diagnostics d'exception”. Unexeeption-algere est alors danie comme une alfpee
classique, &eci pres que ses valeurs peuveitteediquetess par diverses @quettes d’'&cep-
tion.

Cette technique &k une grande souplesse dédsieation car on peut alors inclure des con-
ditions sur cest@uetages dans les’pnesses des axiomes. On peut ainsi traiter Xegjgtions
d’'une maniee dfférenciee, selon les diers cas exceptionnels rencorgr€eci recouvre aussi
bien des techniques décupeaationsd’exceptions, qu’un traitement au seinmedes \aleurs
errones.

O Drautre part, nous montrons qu’il est de premidilité de pouwoir différencier les termes qui
sont ‘OK’ par le traitement “normal” de la structure de doemgpecifiée, de @ux qui sonOKk
parce gu’'ils ont & récupaés Les premiers peuvefitre entigement traite par les axiomes
usuels du type (lesCk-axiomes”), alors que les secondswent subir un traitementxeep-
tionnel avant de féntegrer le rang desaleursOk (par reupeaation). D’une manie duale, on
peut fesumer cette ide par le “slogan” swant :

Il faut bien distinguer leermes exceptionnetiesvaleurs aronées.
Ce n’'est pas parce qu'un terme estaptionnel (et donc hnige un traitement>aeeptionnel)
que sa valeur est erromél peut dre recupaé); et ce rest pas parce que lakeur d'un terme
est Ok qu'il n'est pas exceptionnel (toujours parce que sa valeur peuttenre d’'une
récup@ation, et par coriggient, ce terme peut demander un traitement en tantagggon
avant d'dre recupaé).

Ces deux ifles permettent de delopper une ‘seantique dont les proptiés sont tres groches des
proprigésclassiques des types abstraits bigpies (i.e. sans traitement gaeptions) elle est com-
patible aec la rotion de congruences, et surtout, on peut retrouver” kedtats classiques (ADJ)
d’existence deongruences minimales

Cette existence de congruences minimales ndtes &ibrs une moisson importante deuteats simi-
laires aux feultats connus sans traitement d’exceptions, principalement :

O La cafgorie des algeres (finiment geérées ou ron) validant une »xxeption-speification
posseéle ujours un objet initial (et un objet terminal).

O On peut structurer les eception-speifications gfae aux notions de prentations et
enrichissements. Et ceci de telle sorte que les foncteurs d’oubli et dessyaibtent, et sont
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adjoints.

O Lorsque I'on conside une prfeentation, on peut di@ir la consistance hiarchique et lasuff-
isante compleide de maniee smple (grae al’adjonction entre les foncteurs d’oubli et de
synthese).

O Plus deéralement, du fait que la santique des»>eeption-algeres peut seprimer d’une
manige entierement fonctorielle, les primites wsuelles de structuration des’sifieations
formelles peuvent, pour la plupart, ®€adre "anotre formalisme sans di€ulté majeure. La
partie C de cette thee en st un &emple : elle dend le formalisme d'impleentations
abstraites aux caset traitement d’exceptions.
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Chapitre | :

Introduction

Ce chapitre contient quatre sections. La preeiappelle les raisons pour lesquelles le traitement
d’exceptions est un sujet crucial. La secondgade les critees requis pour un “bon” formalisme de
traitement d’exceptions au sein des types abstraitbradges. La sectioB déait brievement les for
malismes existants sur ce sujet la ®ction 4 feapitule les rsultats dga dotenus ou encoreattein-

dre concernant le traitement d’exceptions dans les types abstraiisclgs.

1. MOTIVATION

Au cours de la partid, nous aons montfeque I'on peut efficacement utiliser les types abstraits
algdoriques pour traiter formellement le probie de limplementation Cependant, le “pouvoir de
moddisation” du formalisme que nous yams deeloppeest fortement limitepar le manque de
traitement d'&ceptions :par xemple on ne peut pas traiter les structures tesref. partieA,
chapitre |, section 1.2.3Rourtant, il est d'un intét majeur de pouvoir derminer quelles sont les
bornes des structures nouvellement imm@atess, en fonction des bornes des structures agigar
l'implémentation.

Plus geéralement, le processus de conception d'un sysiaformatique serait fortement ahwé s

le traitement des caxeeptionnels ®it prevu désl'étape pféiminaire de spefication formelle. En
effet, le traitement d’exceptions est le plus souvégtigelors de la conception d’'un sysie infor-
matique, ce qui conduit de nombreuses modifications faites a posteriori, et rend le traitement des
cas exceptionnels dendant de I'implmentation consid@e Il est clair qu’'une spafication formelle

du traitement des cas exceptionnels conduiraih@ conception plus strucfgeol la correction
d’'une implanentation prendrait en compte le traitement d’exceptions.

Le traitement d’rceptions est donc un sujet majeur des types abstraitriglges. On constate que

tous logiciels, mme les plus simples, ©essitent un traitement de caseptionnels ce traitement
d’exceptions doit" e prevu désl'étape pféminaire de conception, et par cégeent il est crucial

que le formalisme des types abstraits bigeies puisse mdtiser cet aspect. De plus, le traitement
d’exceptions est pris en compte dans les dgeg relatiement feents ;il serait dommage que les
types abstraits alpeiques ne swient pas cettéwmlution.

Sous cet angle, il semble que le traitement d’exceptions soit I'un des points les plus cruciaux pour
étendre le champs d’application des types abstraitbrdges. D’autres sujets tels que la paraime
sation, les spEfications incomplees, les aspects dééwture ..., sont aussi tout &ait cruciaux
cependant le traitement d’exceptions aura n@veuf car au noins pour I'implenentation abstraite,
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c’est I'absence de traitement d’'exception qui nuit le plua écredibilité pratique” des tsultats
obtenus.

2. LES CRITERES UTILES

Si I'on veut deelopper un formalisme complet de traitement d’exceptions, il todndre aun mini-

mum de contraintes pour offrir un pouvoir ¥fEession assez souple. Une partie de ces contraintes
est impose par ce que I'on veut pouvoir moliger ;a e aujet, les cing principesxpose par Goguen
dans [Gog 77] fournissent une bonne premapproche :

O Think about erros from the beginningfrom the preliminary design sgge .

O Include all exceptional state behavipespecially error mesgges, directly in the specifica-
tions.

O Provide maximum oppurtunity for the user to makrors of he sort whib reweal inconsis-
tencies in his conception of what he is doing.

O This implies that the lang@ designer should requer redundant” information of the user.

O As mub information as is hepful about what went “wrong” (oxceptional) should be p¢
vided, as a basis for debugging (or further processing in an exceptional state).

Ces cing principeslénentaires nous conduisent :

O a inclure le traitement dieeption de le niveau des types abstraits diggues (qui peuent
étre consideéscomme une dedapes prBminaires de conception),

O a daborer une notion de message d’erreur dans legfispgions, et apouwir speifier le
comportement degdas exceptionnels,

O a définir des speifications structures, munie d’'une notion de consistance appeesmdre en
compte le traitement d’exceptions,

O enfin adéfinir une notion de “spEfication complée” des valeurs errées ou eceptionnelles
(fournir “suffisamment d’'informations” correspondariaantion de speification complée).

D’autres critees facilitent les spfications :

O Pour ne pas deir caracteiser explicitement de nombreux cas effr®oe exceptionnels, il est
necessaire de disposer d’'upeopagation implicitedes erreurs et dexeeptions (asstecau
niveau senantique, simplifiant ainsi les specifications). Paengple, si succ(Maxint)est
exceptionnel (duMaxint est le plus grand entier non erfpnen amerait bien ne pas deir
declarer explicitement quesucc(succ(Maxint)) succ(succ(succ(Maxint))).etc.. sont aussi
exceptionnels.

O Dans le mme adre d'ides, si I'on declare que les valeursOK’' sont celles de la forme
succ'(0) avec 0<n< Maxint, on ra nulle envie de dgarer explicitement qued+0
O+succ(0)...etc ...sont eux aussiOK'. Par consquent, il est aussi tseuile de pouwir
declarer les valeursOK’ sous une forme “de’férence” (sous forme normale patemple, ici
les termes de la formmucc'(0)).
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O On aura envie dans de nombreux casédap@aer certaines xceptions. Parnemple, on peut
vouloir dans certains cas (pascassairement tous les cas) qu’un terme tel(lsxint+1)-2,
qui est exceptionnel (par propagation implicite), soit tout dmeréaipaé e la valeurMax-
int—=1 qui, elle, n'est pas erréreet ce, malgraine dape intermdiaire via la valeur errore
Maxint+1).

Enfin, pour a&oir quelques chances défaer des spefications structures munies de propfiges
telles que la consistance” faechique ou la suffisante complde (utiles pour l'implmentation
abstraite ou toute autre prirvé e dructuration des spéications), certaines contrainteSnsn-
tiques s’'imposent :

o Il faut ddinir unfoncteur d’oubliassociea une notion deprésentation

o |l faut aussi @&nir une notion déoncteur de synttse, (adjoint agauche au foncteur d’oubli)
sur lequel reposent les notions de consistaricarcigque et suffisante complee.

O Plus particulieement, on sait que I'existence d'un foncteur de syethest tres liée aux
notions decongruence minimalet d'objet initial (cf. [Ber 86]).
Ainsi les crifees qui nous permettront de juger un formalismélaigae de traitement di&eption
seront principalement :
O L aptitude’anoddiser la notion de message d’erreur.
O La facilite a pecifier les cas “normaux” et les cas exceptionnels.

O La facilite a déaire le comportement des cas exceptionnels (messages d'eépgemdances
entre les dierses exceptions ...).

O La possibilitede réaupéaer certains termes exceptionnels.
O La propagation implicite des exceptions et des erreurs.

O L existence de crites tels que la consistance raiehique ou la stifante compleide, de
telle sorte que les cazaptionnels ou les messages d’erreur soient pris en compte. Ce qui est
tres lié a l'existence d'un objet initial au véau Senantique.

Munis de ces crites, nous allons’dere quelques tnaaux concernant le traitement d’exceptions au
sein des types abstraits abggues ;et nous allons constater qu'aucun d’eux ne les satisfait pleine-
ment.

3. QUELQUES TRAVAU X EXISTANTS

Le but de cette section n'est pastdtier en dgil les formalismes de traitement gaeptions gis-
tants. Nous nous appuierons simplement suude faite dans [BG 83] pour montref\utdution de
ce sujet relatiement aux critees pfeédemment cits, et nous derirons tres krievement deux formal-
ismes algbriques deeloppe dus recemment : [GDLE 84] et [Bid 84].
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3.1. UNEIDEE SIMPLE QUI NE CONVIENT PAS

Tout d’abord, &ant de conceoir un nouveau formalisme de traitement d’exceptions dans le cadre des
types abstraits al@peques, remarquons que le formalisme “classique” des types abstralisclgs
ne permet pas désaudre le problme de naniae stisfaisante.

Une idee smple serait d'utiliser le formalisme dlgeque habituel, en ajoutant uhéeent errore
“UNDEF’ dans chaque sortePa exemple, on poserajired(0)=UNDEFet succ(Maxint)=UNDEF
Malheureusement, le seuwditf d'ajouter une telle valeur dans chaque sorte pos€ dmtaenent un
problame de compleudede la speification. Eneffet, il faudrait alors sair comment traiter tous les
surtermes d&JNDEF : succ(UNDEF) pred(UNDEF)...
Le fait que I'on veuille une propagation des erreurs nous condupagex :
succ(UNDEF)=pred(UNDEF)=UNDEF
Mais ceci conduit des inconsistances : compte tenu de I'axiome
pred(succ(n)) = n
on obtient :
pred(succ(Maxint)) = Maxint = pred(UNDEF) = UNDEF
d’ou I'on peut deluire que tout entier naturel €gjad aUNDEF. Ce rest certainement pas t& que
I'on voulait modéiser.
On pourrait encore tenter de posered(UNDEF)=Maxint, afin d'éviter I'inconsistance dwite
precécemment. Mais on obtiendrait aloped(pred(0))=pred(UNDEF)=Maxint ce cui n'est cer
tainement pas souhaitable.
Une autre tentate <rait-alors d'&oir plusieurs valeurs errdee par sorte (une pour
pred(0) = UNDEF;, une poursucdMaxint) = UNDEF,, une pourn div0=UNDEF;, €tc ...). Mais
cette fois, on est confrontie maniee encore plus aigue aux prolhes de compteide :quelle \aleur
donner AUINDEF; + UNDEF; ?

Pour g@iminer les inconsistances telles que cellerite plus haut Maxint=UNDEF), il est neessaire
de faire un traitement “plus fin” pour @eminer lorsqu’un axiome doit s’appliquer ou non. Un tel
traitement a & poposepar le groupe ADJ, au moyen d’axiomes conditionnels (cf. [RE}), en
introduisant un prdicat de “repartition” :

OK;: s - BOOL
permettant de poiser quelles sont lesaleursOk ou errories de dhiaque sorts. Ce pédicat est alors
utilisé dans les pmmisses d’axiomes (conditionnels) pour limiter leur application.
Une telle approche permet défide un formalisme correct du traitement d’exceptions dans les types
abstraits algariques. Cependant, comme le montre [BG 83], il condaiés speifications peu lisi-
bles oules cas “normaux” et les cas d’erreur sont cotephent mtange. De dus, hormis I'eis-
tence d’'une algwe initiale, cette approche ne remplit aucun desrestgue nous avions t@éeminé
pour un traitement d’exceptionsfiehce. Il est donc messaire de dimir un formalisme nousau
pour un bon traitement d’exceptions.

3.2. LESDIVERSES APPROCHES

[BG 83]montre que les derses solutions propoe pour resoudre ce problae peuwvent dre classes
en trois “&oles” principales :

O Les travaux qui abandonnent I'aspect atgejue au profit d’'une approche algorithmique ou
opeaationnelle ;c’'est le cas de [Loe 81, ERH]. Unetelle approche ne rencontfeigem-
ment plus les probiees derits precédemment, puisqu’un cas d’erreur se traduit simplement
par un cas d’aftedes algorithmes. Ofvée ainsi les phaomees d'inconsistance ou de non
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suffisante comptede, puisqu’ils se situent emahde I'erreur rencontre.

Toutefois, cela ne permet pas un traitement complet des exceptions. Puisque I'on $&oppe a
premige areur rencontre, on se efuse d'office tout traitement fettue sur les \aleurs
errones dles-manes (amalgame ou comparaison de plusieurs erreurs). Darisrie adre
d’idées, lorsque I'on se trowvdans une situation errbaeon ne ut pas faire de capeaation
ultérieure, ou alors au prix de complications assez importantes.

De plus, en abandonnant I'aspect aligrie, on perd toutes leadilités dfertes par les types
abstraits algariques. Ceci est'dau fait qu'il est beaucoup plus aide raisonner sur des rela-
tions d'e@uivalence (congruences) que de traiter directementaglésatences d'algorithmes.

O Les travaux fondes sur des algbres partielles. Dans une alge partielle, les opations peu-
vent ne rien retourner pour certainesleurs de leur arguments (les cas d’erreurs). Cette vision
de fonctions partielledait I'objet de plusieurs tnaaux actuels (pas ‘wessairement dans le
cadre du traitement dkeeptions). Le traitement d’exceptions au moyen desbedgepar
tielles a essentiellemefitéenitié par les traaux du projet CIPaMunich ;principalement par
M. Broy et M. Wirsing (voir par @emple [BW 82]).

Une approche similairevait dga éé suggeée par Guttag en 1978p(éconditions et cas
d’echeg [Gut 78]), et utilisee dans [Gau 80] pour la $piéication des cas d’erreur dans les
compilateurs. Maisucune formalisation”s@antique des ponditions et cas d’echec n’est
donne dans [Gut 78].

Bien que I'approche de type “adlyes partielles” soit fie omplée, elle ne rpond pas dous
nos crifees concernant le traitement d’exceptions :

» dle ne permet pas de d@&e le comportement des casceptionnels (cardu fait que
les algbres sont partielles, rien n'est’ prepour les opeations aésuiltat @rong

» pour les mMenes raisons, elle ne permet pas deifige de reupaations d’'eceptions,
en particulier il n'est pas possible d€ gfier des opeationsnon strictegtelle qu’un
if _then_ else_apte "aretourner une aleur Ok méme si fun de ses arguments est
errone.

o Enfin une dernie gproche consisté antroduire explicitement des valeurs erremenu
exceptionnelles dans les alges. C’est cette approche que nous suivrons démpree, car
elle permet alors de Sgiter le traitement des cas erfaneu exceptionnels. Elle a principale-
ment’@é introduite par Goguen, selon deuxthuales diffeentes [Gog 77, Gog 78].

» Leserreur-algéres de Goguen [Gog 77].
Au lieu d’'introduire une seule valeur erf@npar sorte UNDEF), les errewalgeres
sont scindes en cux sous-ensembleses \aleursOk et les valeurs errdes. Le for
malisme derit par [Gog 77], puis par [Pla 82], permet d€ dfier de maniee assez
simple les valeurs que l'oneut “Ok” et celles que l'on veut erroes; par
l'intermédiaire “d’Ok-operations” et “dErr-opeations”. Il permet aussi de c@e le
comportement desaleurs errohes gace al’introduction “d’Err-axiomes”, et d'goir
une propagation implicite des erreurs, augmentant ainsi le lisibéitespeifications.
Pa contre, la propagation implicite des erreurs et lmagtique des axiomeOk
axiomes olErr-axiomes) telles qu’elles sontfi@es ne permettent pas d€ cfier de
récupeaations d'ceptions. Deplus, il n'existe pas, en géral, d'objet initial assoCie
a we speification.
Cependant, les erreatgebres introduites par Goguen ont ménggil était possible
de fournir des spafications lisibles aec traitement d’'exceptions, et ont introduit
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plusieurs concepts repris dans plusieurs formalismésaults, en particulier [Bid4]
et [GDLE 84] que nous’dgvons brievement plus loin.

* Surcharge & coercionde [Gog 78].

Une autre ifle e Goguen, dans [Gog8], est d'utiliser des nirodes de surcharge et
coercion pour traiter le probiee des erreurs. Pour chaque sastéd'une speification,
on peut associer dewous-sortes spi et sg,, . Déslors, chaque opation de la signa-
ture subit unesurcharge Par exemple, I'ope@ation pred sur les entiers naturels a pour
arite:

pred: NAT - NAT.
On peut lui associgpar un pro¢dé de compleion, les opeations surantes :

pred: NAT - NAT

pred: NATox — NAT

pred: NATg, - NAT

pred: NATo, - NATy

...etc...

De cette &pon, on cfe dusieurs opeations modbsant les diers cas d’application de
I'opérationpred
Cependant, comme I'a mohtidBG 83], il est neessaire de consider que ces
opeaations complees ne ®nt que des opations partielles (i.e. qu’elles ne retournent
pas toujours uneakeurs, c’est le cas dpred: NATo — NATo, applique a0). Or
nous &ons dga remarquegue les oprations partielles n€ selvent pas comptement
notre propos.
Bien que [Gog/8] ne feolve pas compleement la question du traitement xtep-
tions, ce formalisme psente un inteét majeur car il feoud par contre les questions
de surchage et coercion. De plus, plusieurs formalisations rigoureuses de cette vision
sont actuellement’deloppe (par exemple au CRIN &angy, dans le cadre d’'OBJ2)
elles permettent de traiter de nombreux cas d’exceptions, etrdfmpes partielles.
Toutefois, cette approche conduides speifications assez comples.

Nous allons maintenant dée brievement les formalismes de [Bid 84] et [GDLE 84].

3.3. LESE,R-ALGEBRES

Le formalisme des E,R-alges (ErreufRecupeation-algeores), introduit dans [Bid 84], repose sur
l'idée qu'ils faut bien distinguer d'une part ld daration de ce que I'oneutOk et errorie & d'autre
part la speification desOk-équations et degrr-équations. |l offre une solution au probte de
récupeation d’'exceptions nonmlu par [Gog77] en donnant d’'une part unéfigkition plus souple
de la propaagtion d’erreurs et d’'autre part une meilleGmsatique degrr-axiomes. De plus, il per
met de delarer d’'une manie gructuree les cas d'erreur et les cas deuggations, ce qui clarifie
encore les smifications.

Ceci est obtenu de la maresivante.

O La signature d'une E,R-§gfication contient une signature classiqu§,x>, et les E,R-
algdores sur cette signature sont, comme dans [Gdgpartitionries en aux :une partieOk
et une partiéerr (plus preisement :chaque support de sorfg d’'une algére est partitionhe
en As,Ok et As,Err)-
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O Les cas errorent de plus dgarées dans la signature au moyen digslarations d’ereur, qui
se pfeentent sous forme d'un ensemble de termesc aariables. Les variables sont
éwentuellement “sighes” :

» les variables OK’, notees x+, ne peuwvent dre instancies que par des aleursOk
d’'une E,R-algbre

» les variables “errores”, notees x—, ne peuvent d@re instancies que par des aleurs
errones dune E,R-algere

Une XZ-algebre A valide ces dearations d’erreurs si et seulement si pour toute instanciation
saine(c’est adire compatible 2ec le “signe” des variables), la valeur obtenue est ésone
dans A.

O Une E,R-signature contient enfin uneldeation decas de feupeation, de la néme maniae
que pour les cas d'erreudne Z-algdre A valide ces ddarations de reupaation si et
seulement si pour toute instanciation saine de ces termes, la valeur obtékidazst A.

O On distingue le©k-égquations et le€rr-équations comme dans [GAJ]. La structure OK’
est derite au moyen dDk-equations. Cek-equations peuvent faire intezmir des termes
ave variables “signes”. Elle ne s’appliquent que si, apriastanciation saindgs deuxmem-
bres sonOk dans l'algére.

O LesErr-équations se prsentent sous la hnee forme. Elles derivent la partie errohe e la
structure spdfiée. Elles ne s’appliquent que si, aprinstanciation saindes deuxmembres
sont errone dans l'algdre.

Voici par xemple une sp&fication des entiers boragour le formalisme des E,R-alges :
S = { NAT}

2 = {0, acc, pred, Maxint , crash
ou 0, succetpredont les arite habituellesMaxint et crashsont des constantes de SOMIT.

Caserrois: el: succ(Maxint)
e2: crash
e3: pred(0)

Cas de feupegation: rl: pred(succ(Maxint))

Ok-quations: okl: pred(succ(n+)) = n+ ‘
ok2 : Maxint =  sucd®(Q)
Erreur-equations :  errl: pred(0) = crash
err2 ; succ(x-) = crash
err3: pred(crash) = crash

La semantique de cette Spéication peut ici“&re derite par [0...Maxint]C{ succ(maxint),crash
avec pour partieOk l'intervalle [0...Maxint], pour partie errohe {succ(maxint),crash et pred ou
succappliques acrashretournentcrash pred appliguea O retournecrash pred appliguea la valeur

Chap. | : Introduction



Partie B : Traitement d”exceptions -84-

errone succ(Maxint)est feupaé en Maxint, succ appliguea Maxint retourne la valeur errémre
succ(Maxint) et succappliquea succ(Maxintyetournecrash

Remarquons que la premegOk-équation s’applique en particulier lorsquer = Maxint .
pred(succ(Maxint)) = Maxint

Ceci peut pafigre contradictoire ec la propagtion implicite d’erreur. puisquesucc(Maxint)est
errone pred(succ(Maxint)devrait I'étre aussi. Cependant, ce dernier terme édideen tant que
récuperation; il n’est donc plus erronéFlus precisament, [Bid 84] introduit une nouvelle” figition
de la propagation implicite d’erreurgpour toute opeation op dela signatue, s I'un dest; est
erronealors @(ty, . ..,t,) I'est aussi SAUF siop(ty, .. .,t,) correspond ain cas de feupeaation.
Cette nouvelle daition de la propagation permet donc décier des cas d€ capaation d’erreurs.

Une remarque s'impose cependapour I'exemple que nousvans donhienous aons pu derire la
samantigue au mgen d'une E,R-algwe particulige qui est I'E,R-algére initiale associe ala
speification que nouswans derite. Malheureusement, comme le montrent [84d puis [CaB5],
cette algbre initiale n'iste pas pour toute E,R-gpiécation, ni niene pour toute E,R-signatureet
les conditions suffisantes pour qu’il existe une sont relattment restricties. Plus geéralement, il
n'existe pas toujours de congruence minimale asseauiee E,R-spefication. Il en feulte donc que
I'on ne peut pas dimir d’adjoint agauche au foncteur d’'ouliliet il n'est donc pas possible défiaér
des notions similaire$ lka consistance hmarchique ou da wffisante compgleide. En particulieril
semble difficile de danir une notion denrichissemerguffisamment gerale.

3.4. OPERATIONS 'SAFE’ ET '"UNSAFFE’

Le traitement d'rceptions proposear [GDLE 84] repose sur un’deupage de la signature en
opeations ‘safé et operations ‘Unsafé. Par exemple, dans le cas des entiers natunels borrig, les
op@ations0 et succsontsafeparce que leur application (sur dedeursOK) n'induit jamais de nou-
velle erreur tandis que I'opration pred estunsafeparce que son applicationla valeur O retourne
une valeur (hgative) erronee.

Les opeations safe ne peuvent retourner que desaleurs Ok lorsqu’elles sont applies a des
valeurs Ok, tandis que les dpationsunsafepeuwent retourner des valeurs erfeagniane si leurs
arguments sont touBk.

Il en resulte que I'on dispose toujours d’'un ‘yau” de termes ferfizequi sont rieessairemen®Ok :
ceux qui ne sont construits quée des opeationssafe Par exemple, tous les termes de la forme
sucd'(0) sont rieessairemendk.

La syntae des ‘guations repose sur unetension de la notion deaxiables :.un ensemble deavi-
ablesV est deoupeen variablesv telles queok(v)=Trueet v+ telles queok(v+)=False (correspon-
dant respectement auxx+ et x- de [Bid84] ; on ne dispose pas des variableSn&ales” x de
[Bid 84]). Mais les guations ne sont pas aripes en guationsOk ou Err comme dans [Bid 84], il
en resulte que la spafication des ca®ket des cas errésest compléement meange.

L'avantage majeur de ce formalisme est I'existence de congruences minimaleSeassarie
speification. Il en feulte qu'il existe toujours une algee initiale, et que les notions d’enrichisse-
ment, de suffisante coniplele et de consistance’ tdechique peuventte reddinies. Par xemple,
I'algébre initiale de la spafication des entiers naturelsjea I'axiome

pred(succ(x+)) = x+
contiendra pourlémentsOk ceux de la formeucc'(0) (la partieOk est donc isomorphe M), et les
éléments errohge £ront tous les surtermes de2d(0)
Remarquons de plus qu'il est possible décdige des cas de” oapeation : il suffit par exemple
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d’écrire des axiomes contenant des variables éasdan coteet des variable©kde I'autre.

Pa contre, le pouvoir d’expression de ce formalisme n’est pagsant pour traiter les structures
borness. Par gemple, on ne peux pas sjiféer les entiers naturels bomeEn dfet, dans le cas des
entiers naturels bofsgil n’y a pas d’opeationsafe(sauf0), car I'opeationsuccretourne une aleur
errone pour la aleur Ok Maxint Il en résilte que I'algére initiale deNAT ne contiendrait que la
constanté dans sa parti®k, ce qui n’est certainement pas ce que I'on veut hicde

Cette lacune est majeure, elle nuit dvedeppement de primites de éecification seieuses aec
traitement d’exceptions. Pakemple, pour pouvoir tendre la notion d’impimentation abstraite au
traitement d’exceptions de mareexédible, il faut au minimum pouvoir motiser des implmenta-
tions telles que celle des files boesgar des tableaux borael’intérét du traitement d’eceptions,
dans ce castant justement 'ide du passage de bornes entre les tableaux et les files (ainsi que des
rapports entre leurs messages d’erreur respectifs, telsuinad-rangeet stack-too-lage).

4, RECAPITULATION

En resumg parmi tous les formalismes que nous venons de, tétaeul formalisme algarique (sans
opeaations partielles) qui posde un pouwir d’expression assez puissant pour notre propos est
[Bid 84]. Mais la Senantique n’en est pas assez puissante car elle ne fournit pas de congruences mini-
males, donc pas d’algees initiales et pas de notion d’enrichissement, désante comgleide ou de
consistance hrarchique. Le formalisme de [GDL&] pos$de wne senantique “agfeble” (objet

initial, congruence minimale assoéeiatoute speification, donc existence de ‘gfecations hiear-
chiques) ;mais par contre il peente des diblesses de pouvoir d’expression (impossibitite
moddiser des structures boreg distinction peu claire des traitements “normaux” et des traitements
exceptionnels).

De plus, une critique majeure s’appliquoas les formalismes existants de traitemermxabptions :
aucun ne modese la notion de “message d'erreur”. Or il semble clair que, quittmstruire un for
malisme de traitement d’exceptions, autaftirodussi un moyen de diagnostiquer legeties &cep-
tions.

En conclusion, il appaiaclairement que pour traiter compdenent les xeceptions dans un cadre
algebrique, il faut d’abord introduire un noaau concept pour moliger “proprement” la notion de
message d’erreutn tel concept n'gait encore’ & poposedans aucun formalisme de traitement
d’exceptions jl permettra pourtant de Sgéer le comportement des cas exceptionneks deau-
coup plus de souplesse (rapport entres les valeurs’ estaf@eupaation des cas exceptionnels en
fonction du type d’exception Vée). De plus, on constate que l'geintroduite par [Bid 84], de
declarer les ca$Ok et exceptionnels explicitement dans la syateonduit ades speifications plus
facilement lisibles ainsi que le l'ide, introduite par [Gog 77], de scinder en deux les ensembles
d’équations (une partie traitant les caket une partie traitant les cas exceptionnels).

Nous a&ons aussi remardugue tout formalisme de traitement (abgigue) d’exceptions doiftee
soumis aux contraintes reantiques de propagation implicite d’exceptions et d’erreurs, et offrir des
notions hiearchiques (telles que la consistancadrnehique et la suffisante complde), ceci afin de
pouvoir dendre raisonnablement les primés usuelles de structuration des sifieations.
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Chapitre Il :
Vision intuitive

de notre formalisme

Dans ce chapitre, nous allons examiner unme les caractestiques utiles au traitement aeep-
tions (motvées en ction 2du chapitre preédent), et nous allons argumenter les choix faits dans
notre formalisme desxeeption-algéres pour y rpondre. Les caractistiques principales demanate
pour le traitement d’exceptions sont :

O L aptitude anoddiser simplement la notion deessges derreur.

O L aptitude adeclarer ce que I'on eut Ok (ou ce que I'on gut exceptionnel) d’'une mamne
structure, smple, mais assez puissante (cf. les structures esyne

O La possibilitede eécifier quand doit intervenir tel ou tel message d'errelgst a dire
“étiqueter” certains termes par un message d'ermumcorediagnostiquer les divertypes
d’exceptions

O La possiblitede déaire le comportement des valeuexceptionnelles les dgpendances entre
les dverses valeurs errdes, ou la feupaation de certaines valeurs exceptionnelles.

O Une propagation implicite des &ceptions et des erreurs, pour ne pasirad specifier
explicitement la propagation des cagceptionnels (ou des cas erf@pece qui feulterait en
un grand nombre d’axiomes.

O Enfin I'existence d’enrichissements, munis de cegetels que la consistancé raiehique ou
la sufisante compleide, d'une manme qui prenne en compte les cas exceptionnels ou
errones. Ceci impose une saantique odes foncteurs adjointsgauche aux foncteurs d’oubli
existent, donc une’seantique oua rotion de congruence minimal&iste. Enparticulier, il
doit exister une ald®e initiale.

On voit que les quatre premiers crée sont essentiellement desifites qui doivent &re ofertes ‘a
'usager au nieau syntaxiquelLes deux derniers ctites sont plutbdes contraintesemantiquesqui
doivent &re veifiées din de rendre assez puissant un formalisme de traitement d’exceptions (i.e. lui
donner les mme potentialites que le formalisme classique des types abstraifdatpes, en partic-

ulier au nveau d’extensions ulteeures telles que l'impleentation abstraite, la paratrisation, les
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speifications incomplees ...).

1. LASPECT SYNTAXIQUE

1.1. MODELISATION DES MESSAGES D’ERREUR

Dans le formalisme classique des types abstraifdrédges, la syntax est donrie par un triplet
<S,2,A>. La signature 8,Z> déait les dénents de base des alges :I'ensemble des sortesdecrit

le decoupage de chaque alge (par @emple, un ensemble de béetes, un ensemble d’entiers, un
ensemble de piles d’entiers ...), et I'ensemble désatipasX déecrit les fonctions traaillant sur ces
supports de sortes. L'ensemble d’axiomeenéralement un ensemble’djgations ou un ensemble
d’équations condionnelles posis) speifie quant-alui les propriéés que dovent valider les
opeaations (et les sortes) les unes par rapport aux autres.

Une algbre moddise donc d’'une part un ensemble de valeurSes/Eu moyen de ses ensembles
supports), et d’autre part I'action des” ogi@ns sur ces valeurs (au yem des fonctions assoese

aux opeations). Nous dens maintenant lui adjoindre des “diagnostics d’erreur”. La remarque que
nous voulons faire ici est qu’'un message d’erreur ne fiEutreoddise valablement ni par une sorte,

ni par une opetion :

O Un message d’erreur ne pétiteemoddise par une sorte.
Pa exemple, lorsque I'on applique I'Gpationpreda la valeurO, le résultat pred(0)est excep-
tionnel, mais ce n’est pas pour autant qu’il change de sorte. C’est encore un entier naturel (un
entier naturel xceptionnel) ce fait est spgalement gident lorsque I'on pensedéventuels
cas de reupeation. Par gemple, si I'on veut reupaer le termesucc(pred(0))en O, il faut
bien que I'on puisse appliquer I'o@ion succa pred(0) donc quepred(0)soit de sorteéNAT.
[Comme nous I'mons dga notivé, nous ne choisissons pas ici 'approche consistasur-a
charger I'opeationpred, afin d’obtenir des spfications plus simples].

O Un message d’erreur ne doit paseenodéise par une opration.
Pa exemple, le message d’erreur attaéheéhaque valeur rgative pourrait dre “NEGATIVE-
VALUE". Si I'on cherche de noddiser par une opation, on devrait ajouter I'Gpation con-
stanteNEGATIVE-VALUE(de sorteNAT). Dans ce cas, poutigueter toutes lesaleurs
negatives par NEGATIVE-VALUEoON devrait poser les axiomes :

pred(0) = NEGAIVE-VALUE
pred(NEGATIVE-XLUE) =NEGATIVE-VALUE

Pa consguent, on aurait amadgnetous les termes de la fornmed"(0) sur NEGATIVE-
VALUE. Ce qii nuit au pouvoir d’rpression :on pourrait @oir envie d'autoriser une
récupeaation desucc(pred(0)) mais faire tombepred(pred(0))dans un “crash” ifreupeable
(sans pour autant changer le disgnoSESGATIVE-VALUE Sans compter que I'on risque de
créer dors des inconsistances telles guec(pred(pred(0))) =0

Remarquons aussi qu'un”"me message d’erreur peut parfoisiqeieter deux valeurs de sortes
différentes. Panemple, dans le cas de tableaux Berdentiers, on peut vouloir associer le message
OUT-OF-RANGEA ks termes commdil:=x et t[i] (oule rangi est hors des bornes du tableau)
ces deux termes sont respeaent de sorteARRAYet NAT.

On constate donc que le message d’erreur dsacEigains termes exceptionnels dditeeindgoen-
dant de la valeur de ce terme. En fait, diagnostiquer des cas exceptionhasphaigt d'un
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“étiquetage’ de termes par des messages d’errdlmus modlsons ceci dans notre formalisme par le
biais détiquettes d'&ceptions Ces ‘giquettes d’exception htant ni des sortes, ni des oatons,
nous allons ®ndre la notion de signature en lui ajoutant un ensembliédidédtes d’&ceptions”
(tels queNEGATIVE-VALUEOU OUT-OF-RANGE Une exception-signature s’exprimera donc par
(SZ,L) ou L est une ensemble ‘diguettes d'exceptionL( pour exception Labels en ton
frangais ...).

1.2. DECLARATION DES VALEURS Ok

Il s’agit maintenant de dtarer ce que I'on eutOk et ce que I'on veut exceptionnel. Nowsms vu
gue la notion deleclarationsintroduite par [Bid 84] conduit des speifications plus structdes, ou
le traitement des cas exceptionnels est clairemgaresdu traitement des cadk Nous ne swiront
pas la mme méthode que [Bid 84] pour effectuer cescldgations, mais nous conserens l'ide
consistant atiliser unedeclaration dans la syntax(pour caracteser les ca®Kk).

Remarquons qu'il n'est pas cessaire de ‘dtarer les cas»eeptionnels il est clair qu’un terme dont
la valeur n'est pa®k sera exceptionnel.aP contre, notons que ladproque n'est pas vraiePlus
préecisement : nous disposons’fie ce la rotion d’'@iquette d’exception, et on pourrait penser qu’elle
suffit a distinguer les ca®k des cas erromse(un terme qui n'est padiqueteserait automatiquement
Ok). En fait, les"8quettes d’exception ne suffisent pas poltedriner ni les ca®k, ni les cas
errones. En wici les raisons intuities :

O Ce n'est pas parce qu'un terme (ou l'un de ses sous-termeS)gestfespar une &équette
d’exception qu'il est erroneCeci est duau fait que I'on veut pouvoir @ipaer certains ter
mes exceptionnels.aP exemple, le termesucc(pred(0)tontient le sous-termgred(0)qui est
étiquetepar NEGATIVE-VALUEmais il n'empehe que I'on peut vouloir (dans certains cas)
le recuperer sur la aleur0. De la méne fagon, mane si le terme t[i] (avec I'indice i hors des
bornes) est t@uete par OUT-OF-RANGE: on peut fort bien, dans certains caguloir le
récupaer (surO par exemple). De tels termes sont aloiqaetes par une’@quette d'ecep-
tion, mais leur valeur est pourtadk (par reeuperation).

O Ce n'est pas parce qu’un terme n'ésteete par aucun message d’erreur qu'il doitcas-
sairement ®e Ok En dfet, rappelons que nous voulongiban formalisme de traitement
d’exceptions pour lequel on puissderdre la plupart des acquis des types abstraits
algeriques classiques. En particuli@ous aimerions pouvoirtendre la notion de $péica-
tions incomplées. Lexemple le plus simple de Sgécation incomplée est celui du type
ensembleavec une opeation choose Consideons un ensemblga,b} tel quea soit Ok etb
soit errorie le termechoose({a,b})ne peut pastee diquetepar I'étiquette deb, car il est pos-
sible quechoose({a,b})soit eyal aa . Par ddaut on ne peut donc lui associer aucltiguette
d’exception, mais ce n’est pas pour autant qu’iast
Plus deéralement, de fmee que le formalisme classique n'impose pas fitef qu’'une
speification soit complte (par xemple par rapport ane quelconque forme normale), nous
n'avons aucune raison d’'imposer a priori que no<ifipations soient comptes par rapport
aux giquettes d’exceptions et aurleursOk Dans le mMme adre d’idee, contrairement aux
formalisme al§briques pfeedemment deeloppes, nous n'imposerons pas qu’unrception-
algdore soit toujours partitionreeen valeursOk ou errories. |l pourra y goir des valeurs qui
ne soient nOk ni errones. Par soucis de géralité, mieux vaut laisser ce genre de profEe
a we notion &argie de suffisante complele plufd que de “cabler” cette propté dans la
semantique de deart.
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Le seul'éiquetage d’exceptions n’est donc pas suffisant paeraéner quelles sont lealeursOk et

les valeurs errores.

Pa contre, si I'on connait lesaleursOk et les @iquetages d’exception, alors on peUtedminer les
valeurs errones. Il sufit de se servir de la propagation implicite des erreurs, sauf si elles sont
récupaées. Les valeurs errdee ront déerminees par la m¢hode feursive suivante :

O Un terme @quetepar une”@quette d'eception est erronesauf si sa valeur est unaleurOk
(auquel cas c'est qu'il @& réaipeeé).

O Pour tout terme de la formte=op(t; - - -t,), Si 'un dest; est erronedlors t est aussi errone
sauf si sa valeur e€k Ce qui traduit la propagtion implicite des erreurs, sauf en cas de
récupaation.

On reconntt 1a la méthode introduite par [Bid 84].

Pa conse@uent, connaissant tiguetage d'exception des termes, il suffit delater les aleursOk
pour connd#re les valeurs errdes. Nous n'utiliserons donc desabrations que pour Spiier les
valeursOk.

Comme nous l'eons d¢a remarqueil est clairement impossible d€ darer tousles termeOk I
nous faut donc les diarer sous une forme “standard” (paxemple sous forme normale). La
méthode que nous suivront est uneldeation feursive des “formesOK’. Intuitivement, il s’agira
dans la plupart desxemples d’'un sous-ensemble des formes normdkes formes normales dont la
valeur estOk

Voici par xemple comment on pourrait darer reeursivement I'ensemble des form€k des entiers
naturels borhe:
0 est une forme Ok
Si n esune forme Ok et si n<Maxint , alwrucc(n) est une forme Ok
(ouMaxintest la borne supieure)
Une autre possibilitest la delaration swante, qui pfeente I'avantage de ne pas utiliser I'Omion
hn -
sucd®®t) est une forme Ok
Si succ(n) eaine forme Ok, al@ n aussi

1.3. ETIQUETAGE D’EXCEPTIONS

Au point ounous en sommes, nous nitidens les messages d'erreur au moyen d'un ensemble
d’étiquettes d'&ception et mus caracteésons les aleursOk au moyen d’uneleclaration de formes
Ok De manige evidente, le comportement des cas “normau®k)(sera speifié au moyen d'Ok-
axiomes
Nous n'aons pas encorexplique quels sont les rapports entre les valeurs d’woegion-algere et
notre nouveau concept’tiguette d'eception ;autrement dit, il nous faut un outil poiticeieter cer
taines valeurs des alges aec les ‘diquettes d’exception. Ceci se faif srémplement :au niene
titre que les rapports entre les ogtons de la sighature sont sjfiées par des axiomes sur la signa-
ture, I'dtiqguetage se fera au moyensaxibmes d'etiquefge Ces axiomes sp#ient quand une
valeur de l'algdre doit appartenif #ensemble desaleurs d@quetees par un ‘éénent deL donne
Nous utiliserons pour cela des axiomes conditionnels, sous une forme telle que celle-ci :
pred(0) O NEGATIVE-VALUE
n ONEGATIVE-VALUE = pred(n) O NEGATIVE-VALUE
ou encore, dans le cas des tableaux :
i>Maxrange = True => t[il:=x OOUT-OF-RANGE
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i ONEGATIVE-VALUE = {[i:=x OOUT-OF-RANGE
i>Maxrange = True => t[i] OOUT-OF-RANGE
i ONEGATIVE-VALUE = t[i] OOUT-OF-RANGE
On voit que I'éiquetage des exceptions se fait de nanmaturelle aec de els axiomes.

1.4. TRAITEMENT DES VALEURS EXCEPTIONNELLES

I ne nous reste plus qu'déaire le comportement des valeurs exceptionnelles (amalgame de
plusieurs exceptions ou agpaation de certaines valeurs exceptionnelles). Le satldfavoir un
étiquetage des valeurs exceptionnelles offre une souplesse d’expressigarice.
Nous speifierons le traitement des valeurs exceptionnelles au moyen d’axiomes conditionnels, mais
ces axiomes seront “géralises’ en ce £ns que I'on pourra aussi utiliser deSmisses relaties aux
étiquetages. Parxemple, si I'on veut reupeer surO toutes les &leurs issues d'acse'OUT-OF-
RANGE a des tableaux bofseil suffit de speifier I'axiome suvant :
n OOUT-OF-RANGE = n=0

D’un autre été, si I'on desire amalgamer toutes les valeurggaives sur une constantectasH’, il
suffit de speifier :

n ONEGATIVE-VALUE = n=crash

On peut aussi faire un traitement d’exceptions plusdimpeut par @emple amalgamer surashles
valeurs rigatives inférieures ou gales a-2, et autoriser la feupaation sur0 du terme rceptionnel
succEl). Il suffit de speifier :
succ(ped(0)) = 0
n ONEGATIVE-WLUE et eq(n,md(0)) = False == n=crash

1.5. RECAPITULATION DE LA SYNTAXE

Nos critees de traitement d’exceptions se traduiront syntaxiquement comme suit :

O Les dvers diagnostics dception sont modises par un ensemble diguettes d’&ception
ajoutedans la signature.(, traduisant un ensemble de “messages d’erreur”).

O La declaration des valeurs que I'oreut Ok se fait de manie smple grae aune delaration
de “formesOK’.

O La speification de la structure “normale” (i.€@K) des eception-algéres est faite au nyen
d’'un ensemble @k-axiomes.

O Les diquetages des valeurs exceptionnelles pafliEsemts del se speifie simplement au
moyen d’axiomes di&guetage.

O Enfin le traitement des cas exceptionnels eStifspeau moyen d’axiomes conditionnels
“généralises’ aptes gorendre en compte |ésiguetages d’exception dans leurs premisses.

2. LASPECT SEMANTIQ UE
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2.1. TERMESEXCEPTIONNELS ET VALEURS ERRONEES

Jusgu'amaintenant, nousvans utiliseles mots “exception” et “erreur” sans expliquéellEment

quelle est la dference entre les deux. Emiff aucun formalisme pcédemment deeloppe ne

différencie ces deux conceptBune des ides majeures de notre formalisme est justement gadik f
bien differencier ledermes exceptionnetiesvaleurs earonées.

Intuitivement, un terme exceptionnel est un terme auquel on ne peut pas donngleun@kwia le
traitement “normal” de la structure ‘gjifiée. Autrement dit, un terme exceptionnel est un terme qui
ne peut paste amalgmeavec une \aleur Ok au moyen de®k-axiomes (rappelons que 163-
axiomes derivent le traitement de la partie “puremedK’ des &ception-algeres, et que I'on car
acteise les valeur®k par le biais de formedKk).

Remarquons tout de suite qu’'un term&eaptionnel peut raamoins &oir une \aleur Ok:: il suffit
pour cela gu'il soit reupaé Utérieurement (gree aux axiomes geéralises qui decrivent le traitement
des cas exceptionnels).

Pa ailleurs, nous wons dga epliqué intuitivement ce qu’est une valeur erfen@ection 1.2) : c’est
une valeur gquetee par un “message d’erreur”, ou issue par propagation d’'une vaieuete, et
qui n'a pas & reaipeée

Voici un exemple simple, mais raamoins important, qui montre pourquoi dut distinguer les deux
notions de termes exceptionnels et de valeurs &sone
Supposons que I'on veuille ‘spiger les entiers naturels bomesoit Maxintla borne Qk) supeieure.
On peut fort bien euloir recupaer toutes les valeurs plus grandes dlaxint sur Maxint lui-méme
c’est adire poser I'axiome de’ meipaation suant :

succ(Maxint) = Maxint
D’un autre ¢été, les Ok-axiomes, qui daivent la structure “normale” des entiers naturels, vont bien
sr contenir 'axiome suwiant :

pred(succ(n)) = n

La question est donc maintenant de donner Umarsique aces axiomes.
Si I'on donne une “seantique similaire” aoutes celles que nouwans cites dans le chapitre
precécent, unOk-axiome s'appliquera (au minimum) chaque fois que les deux membre®lkont
Mais ici, la valeur pred(succ(Maxint)est Ok, car succ(Maxint)est feupeaé sur Maxint, qui est lui
méme OKk; il en réailte quepred(succ(Maxint))est amalgme avec Maxint via notre Ok-axiome.
Mais l'axiome de reupe@ation conduit par contré succ(Maxint)=Maxintsi bien que I'on obtient
l'inconsistance swante :

pred(Maxint) = Maxint

En fait, il est clair que I'on neoudrait pas que Ok-axiome s’applique dans ce cas. Bien que le terme
pred(succ(Maxint)possee wne \aleurOk (parce qu'il 8’ & réaipeé), il n’en necessite pas moins un
“traitement d’eception”. C’est ici qu’intervient notre distinctiorle terme succ(Maxintgst excep-
tionnel, mais saaleurestOk (par reupaation).

Le fait que legermes gceptionnels’'ont pas neessairement dasleurs aronées, est simple gren-

dre en compte dans I'alige des termes feriseEn dfet, il suffit d’'appliquer leOk-axiomesavant
d’'appliquer les axiomes géralises @vant de traiter la'®ipeation). LesOk-axiomes agirons alors

en toute ignorance désantuelles reupeations ulteieures, gitant ainsi les inconsistances telles que
celle que nous venons déecdee.

Il peut pardtre plus complee ce réoudre ce point dans uneception-algere quelconque puisque

les amalgames relatifs auxcogpeaations y sont da faits. 1l nous faut donctablir une nouelle
notion devalidationdesOk-axiomes. La solution que nous proposons est somme toute assez simple
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pour toute rception-algere A, la validation deOk-axiomes est dmie grae al'algébre libre des
termes gec variables dans A (n0éeT5(4)), au lieu d'ére directement danie dans A Nous pouens
alors de nouveau faire la distinction entret&snes rceptionnelsie Ty, et leurvaleurdans A, qui
n'est pas heessairement errérele “transfert” des critees de validations est alors simplement
assurepar le morphisme canoniquesdaluationentreTy ) et A.

2.2. LESPROPAGATIONS IMPLICITES

Comme d@ epliqué la propadation des exceptions et des erreurs dwé ancluse dans la s&n-
tigue des eception-algeres afin d'giter de longues listes d’axiomes de propagation dans ledispe
cations.

Nous aons d¢a deait la propagation implicite des valeurs erfese

O Une diquette d’exception attachée ine valeur la rend errépesauf si cette valeur edk,
auquel cas c'est qu’elle estupaée

O L application de toute dpation de la signature propage les erreurs, sauf Ssldtaie estOk,
auquel cas nous sommes dans une situatiofcdpaation.

Il nous faut maintenant dere la propagation implicite des termes exceptionnels. Comme nous
I'avons remarqigles termes exceptionnels nedwit pas &e traites par lesOk-axiomes, mme Sils

sont feupeésultérieurement. Par cohgeent, la propagation implicite des termes exceptionnels est
plus simple que celle des valeurs efemes un terme est xceptionnel, alors tous ses surtermes le
sont aussi (sans aucune consatien de feupeation cette fois). Il est donc difficile d€ aliee la
propagtion implicite des termes exceptionnels directement dans uherelgeisque leslénments

des algbres sont desaleurset non desermes

Pour notre formalisme, la propagation implicite des termes exceptionnels sera traduite dans la notion
de validation de©k-axiomes :on imposera unévaluation deOk-axiomes “par les termes les plus
profonds d’abord”. Une tellévaluation est en faitqeivalente ‘aune propagation implicite des termes
exceptionnels. En effet, si un terme est exceptionnel, aloBKkexiomes ne pourront pas lui fournir
une \aleurOk. Sil'on considee maintenant un surterme quelconque de ce tesroepionnel, aucun
Ok-axiome ne pourra Iuitee appliquie puisque I'evaluation derait d’abord fournir une aleurOk a

tous ses sous-termes. Nous reviendrons pligsgneent sur cet aspect dans le chapitfésection4,
second paragraphe de la remarque 3).

2.3. LESOUTILS HIERARCHIQUES

Un formalisme al@erique offrant toutes lesatilités de traitement d’exceptions ne suffit paancore
faut-il qu'il offre les outils qui font l'infeétdes types abstraits algejues.

Le premier concept de base des types abstraitbrages est celui deongruencesCe ®nt les con-
gruences qui permettent des raisonnements simples sur les {@sgmmntiques (car il est plus sim-
ple de manipuler des classes gilizalences que deésgaivalences d’algorithmes). 1l est donc de
premige rnéessitede dsposer d’'une notiontendue de congruence prenant en compte le traitement
d’exceptions.

Ensuite, viennent les notiorgérarchiques (essentiellement la consistancérarehique et la st
isante compleide). Nous wons en particulier eu I'occasion de constater leur Utilites la partiéd
de cette thae, apropos de I'implenentation abstraite. Rappelons que ces notions sdimiete au

Chap. Il : Vision intuiti ve



Partie B : Traitement d”exceptions -95-

moyen du morphisme d’adjonction assoaix foncteurs d’oubli et de syntse Il est donc important
de pouvoir dénir le foncteur de synfise qui est adjoint ayjauche au foncteur d’oubli.

La construction du foncteur de syighaepose sur la notion dmngruence minimalécf. [Ber 86]).
Nous deons donc Btir la samantique des>aeeption-algeres de telle sorte qu'il existe toujours une
congruence minimale asséeiaune speification. Les notions de consistancérhiehique et st
isante compheide peuvent alor$tre reddéinies de manie a prendre en compte le traitement
d’exception.

L’ existence d’'une congruence minimale aura un corollaire idhepour toute Bception-speifica-
tion, il existe une xxeption-algere initiale asso¢e De méne, I'existence de congruences mini-
males permettra dtendre la plupart des primits de gructuration des spéications au casveac
traitement d’exceptions. En particuligous montrerons que I'oftend notre notion d'impleenta-
tion abstraite sans difficulte
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Exception-speifications

Ce chapitre deit la syntaxe de rotre formalisme de types abstraits “diggues aec traitement
d’exceptions. Swiant les choix motiés dans le chapitre poédent (chapitre Il, section 1), ureecep-
tion-speification sera dénie par :

SPEC = <S,Z,L , Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax > ‘

ou:

<S,X,L > estuneexception-signature

Ok-Frm est uneadeclaration de formes OK'Ok-forms”).
Ok-Ax est un ensemble @k-axiomes

Lbl-Ax est un ensemble @xiomes d'dquetage (“labelling-axioms”).

a w0 npoRE

Gen-Ax est un ensemble alkxiomes @eéralises (“generalized-axioms”).

Nous allons gaminer succesgment ces cing points, ef\dgdopper au fur et emesure I'kemple des
entiers naturels bofseD’autres eemples d’exception-sp#ications sont donmeen annexe 3

1. EXCEPTION-SIGNAT URES

Uneexception-signatur@st une signature classique munie d’un ensembligjdéttes d’exception :
Définition 1 :
Uneexception-signature 2-exc= <S,2,L> est ddinie par :

O S est un ensemble fini d®ortes

O X estune ensemble finiapaationsa aité dansS (c’est adire qu’'un mot non-vide sus est
associea chaque nom d’ofyation deX)

O L est un ensemble fini éfquettes d’&ception Pour des raisons que nousgpéciterons
ultérieurement, on impose qu’aucufté@aette de_ ne soit note “OK’ ou “err”.

Partie B : Traitement d”exceptions -97 -



Partie B : Traitement d”exceptions -98 -

Exemple 1:
L’ exception-signature demntiers naturels borrie peut’@re speifiée mmme suit :

0 S = {BOOL, NAT}

O X = {true false 0, Maxint, succ_, _<_,pred_,_+ ~— , x , dv_}
ave les arits wuelles gidentes

O L = { NEGATIVE-NUMBER , TOO-LARGE-NUMBER , DIV-BY-0-ERROR
L’ éiquetteNEGATIVE-NUMBERtiquettera clairement les valeursgaéves, TOO-LARGE-
NUMBER celles strictement plus grandes que la borne’rsegpe Maxint e DIV-
BY-0-ERRORtiquettera les cas de division far

La seule diference entre une signature classique et une exception-signature est I'ensemble des
étquettes d’exception, qui moligent la notion de messages d’errdigs ‘giquettes d’exception ne

sont ni des sortes ni des’ogions de la signature. Auveau de I'exception-signature, on n€ gfie

aucune condition sur Iésiguettes d’exception, sinon qu’aucune d’elles ne peatagale aOk ou a

err . Ceci est simplement™dau fait que I'on se servira de'tiguette ‘OK’ pour les \aleursOk d’une
exception-algére, et de la notatiorefr” pour les valeurs errdes dune exception-alg@e.

2. LES FORMES Ok

Cette partie de la syntevsert adédarer quelles sont les valeurs que I'osutOk. Par exemple pour
declarer les forme<k relatives aux entiers naturels borgeon est conduit de manie mturelle "a
utiliser une m#hode feursive :

0 est une forme Ok

Si n esune forme OK
. . .Oalors aucc(n) esune forme Ok
et si n<Maxint estvralD

De cette &pon, les formesOk des naturels bofisesront les termes de la forrmucd(O) ou
O<i<Maxint .

On peut ainsi caraateser assez facilement les valeurs que I'ewtOk dans une aldee (souent
sous forme canonique, patemple les termes de la fornseicc'(0)).

Définition 2 :

Etant donne wne ception-signaturez-exc=<S,2,L>, une declaration de formes Qknotee Ok-
Frm, est un ensemble fini d€ darations & nentaires de la forme s@nte :

t, DOK-Frm A --- A t, DOk—FrmB
A X Oy A~ x, 01,0 = tOOK-Frm
AOVITWL A A vpzwpg
oulest;, Xj, Vi, Wy, & t sont desz-termes gec variables VB lesl; sont des #quettes appartenant a

L O{Ok} ; evidemment,v; et w; doivent @re de mene drte pour chaqug (m, n ou p peuwent dre
égaux a0).

(1) nos variables sont desnables au sens courant, elles ne sont pas “@gneontrairement’ gBid 84] ou
[GDLE 84].

Chap. Il : Exception-spécifications



Partie B : Traitement d”exceptions -99 -

Cette déinition traduit formellement des caradsations feursives cmmme celle ferite precécem-

ment. On peut utiliser des ‘pnesses portant sur lediguetages. En pratique, les pieses de la
forme “x, O 1,” seront peu utilises, sauf lorsqué, égale Ok Ici, remarquons que’lfiguetteOk n'a

pas encorété dtée. C'est une”dquette “preléfinie”. En fait, son interptation sSenantique intuitve

est claire x 0Ok sera vrai si et seulement si la valeurxdest Ok dans I'exception-algére con-

sideée Nous reviendronSwiddemment sur ce point lorsque nousidieons la Seantique assoteea

une telle delaration.

Exemples 2 :
On peut delarer 'ensemble des form&k de NAT comme suit :

0 O Ok-Frm
n OOk-Frm A n< Maxint=True =  succ(n)JOk-Frm

Une remarque cependantans la delaration pfeédente, nous faisons usage de 'mpimn _ <_
Mais on pourrait fort bien ne pasdter speifier cette opeation dans une Spiication des entiers
bornes.

Il existe un moyen assez simplédter 'usage d’'un prdicat boolen pour delarer les forme©Kk:

il suffit de delarer une caractesation feursive “a lenvers” :

sucd"®t(Q) 0 Ok-Frm
sucdn) 0 Ok-Frm = n O OKk-Frm
Les formesOk sont encore les termes de la forsued(0) tels queO<isMaxint.

Maintenant que nous disposons d'unya® pour caracteser les aleursOk dans une »xxeption-
speification, nous ferivons lesOk-axiomes.

3. LES OK-AXIOMES

Les Ok-axiomes sont utilisepour speifier les cas puremerk “Purement” signifie “sans prendre
en compte la ipeaation” ; nous &ons montfeau chapitre pfeédent pourquoi il est reessaire
d’exclure les cas>eeptionnels du traitement d&k-axiomes (Mme sils sont reeupaéy. Nos Ok-
axiomes sont de simples axiomes conditionnels positifs :

Définition 3 :
Etant donfie uine exception-signaturex-exc= <S,2,L>, on note Ok-Ax un ensemble @©k-axiomes
de la forme swiante :

[Vi=wWy Ao V=W, = Vi1 = Wit
oulesv; etw; sont desX-termes gec variables,v; et w; de mane rte pour chaque (n peutdre
éanl a0).

[En fait, on peut aussi ajouter despigses de la formex; 01;” sans nuire aux’meiltats que nous
éroncerons mais ceci est peu utile dans leeraples, puisquék-Ax ne traite que les cas “nor
maux”].

Pa exemple, lesOk-axiomes relatifs aux entiers naturels Barravec I'exception-signature doree
en exemple 1, sont classiques :
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Maxint =  sucd/®in(Q)
n<0 = False
O<succ(m) = True
succ(n) <succ(m) = n<m
pred(succ(n)) = n
n+0 = n
n+succ(m) = succ(n)+m
n-0 = n
n—-succ(m) = pred(n)—m
nx0 = 0
nxsucc(m) = (nxm)+n
r<m=True = ((nxm)+r)divm = n

Ouvrons une petite parentee roter que Mme si ette speification ne fournit pas un syste de
rééaiture pour calculer la division euclidienne, elle n’en est pas moiribralgement correcte (elle
ddfinit divde maniee wffisamment compte). Si I'on préére, on peut biensspecifier la division
comme sulit :

0
succ((r-m) div m)

n<m=True => ndvm
n<m=False = ndvm

Naturellement, prouver que ces deuxdiiEations de la division ont la fTme £mantique relee de
mé&hodes similaires Bimplémentation abstraite. <fin de la parersdre

Remarquons aussi que le secofik-axiome ‘h<0 = Fals€ est parfaitement valide malgre
'opérationpred, car sin est rfigatif alors il est exceptionnel, donc @k-axiome ne s’applique pas.

Maintenant que nousrans les outils syntaxiques pour cafaiter les aleursOk (via les forme<K),
ainsi que ceux pour sgiéier le comportement desaleursOk, nous allons passer au traitement des
cas exceptionnels. Commans par les tiquetages d’exceptions.

4. LETIQUET AGE D’EXCEPTIONS

Lorsqu’une opeation est appligieades \aleursOk mais que le raultat est erroheu exceptionnel, il
faut attacher unétiguette d’exception appropeeau terme feultant. Par gemple, on eut attacher
I'étiquette d’xceptionNEGATIVE-NUMBER wn terme tel qugred(0) ou l'étiquetteTOO-LARGE-
NUMBERa succ(Maxint) ou encore I'diquetteDIV-BY-0-ERRORA (n div 0). Ceci est sfeifié grace
auxaxiomes d'dquetage:

Définition 4 :
Etant donhe wne eception-signaturez-exc=<S,x2,L>, I'ensemble deaxiomes d’&quetage, noté
Lbl-Ax (“Labelling-Axioms”), est un ensemble fini d’axiomes comme suit :

[tO A-mt O, A V=W A A V=W, = t Ol
out;, vj, w; ett sont desx-termes gec variables, led; etl sont desl&ments del [{Ok}. (v; etw;
doivent &re de mene nrte pour chaqug lesl; ne sont pas messairement distincts,ou m peuvent
étre eaux a0).
Intuitivement, I'diquette supplmentaire ‘OK’ dérote ‘&videmment les aleursOk d’'une eception-
algebre. Nous donnerons plus détaiés au sujet de Tguette Ok dans le chapitre seant (sur la
samantique desxxeption-algeres), il suffit de sair pour l'instant qu’il ‘@iquette toutes lesaleurs

Chap. Ill ; Exception-spécifications



Partie B : Traitement d”exceptions -101 -

Ok d’'une exception-algwe.

En pratique, on & uiliser I'étiquetage d’exceptions pour associer un “diagnostichaque terme
issu de I'application d’'une 6pation ades \aleursOk, mais retournant unealeur eceptionnelle.
Ceci n’est pas sans rappeler lescpraditions d’application introduites par Guttag [Gut 78]. Bit, fil

ne s’agit pas ici de dkrer des conditions sous lesquelles ungatmn peut s’appliquer ou non. Il
s’agit simplement d’attacher ungicuette d’exception” aertaines wleurs. On peut attacher une
étquette d’exception a'importe quel terme, parxemple pred(pred(pred(0))yépondraal’étiquette
NEGATIVE-NUMBERbien que I'opeationpredde la racine ne soit pas appliguaune valeurOk.

Exemple 3 :
L’ éiquetage d’exceptions assoeigx entiers naturels borageut dre speifié comme suit :

pred(0) O NEGATIVE-NUMBER
pred(n) ONEGATIVE-NUMBER
(n-m) ONEGATIVE-NUMBER
succ(Maxint)d TOO-LARGE-NUMBER
succ(n)0 TOO-LARGE-NUMBER

(n + 0) O TOO-LARGE-NUMBER
n+succ(m) TOO-LARGE-NUMBER
(nx 1) O TOO-LARGE-NUMBER

(nx succ(m))d TOO-LARGE-NUMBER
(n div 0) O DIV-BY-0-ERROR

n ONEGATIVE-NUMBER
n<m = True

n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n O TOO-LARGE-NUMBER
succ(n)+md TOO-LARGE-NUMBER
n O TOO-LARGE-NUMBER
(nxm + n) 0 TOO-LARGE-NUMBER

RN R

Ici, deux remarques s’imposent. Elles font malheureusement un peu’ dgsgezt Smantique de
notre formalisme, mais nous éspes que les choses sont suffisamment intsitpour pouvoir &ire
ces remarques deraintenant.

Remarques 1 :

O Remarquons que lediguettes d’exception ne dant pas se propager implicitementarP
exemple, pred(0) est ‘diquetepar NEGATIVE-NUMBERmais il n'y a clairement aucune rai-
son pour propager implicitement cettigaette ‘aun terme tel quesucc(pred(0)) Cest pour
cette raison que nous gifons explicitement des axiomes tels que

n ONEGATIVE-NUMBER = pred(n) O NEGATIVE-NUMBER

O Remarquons aussi que l@-axiomes ne s’appliquent pas sur toutes les valeurs debfalge
(ils ne s’appliquent que sur lealgeursOk). En consguence, sin+m > Maxint, aors lesOk-
axiomes n’amalgmeront pas un terme tel qeecc'(0)+ succ"(0) sur la forme normale
succ"™(0) c’est pour cette raison que nousales speifier un axiome d’d@quetage tel que :

succ(n)+mOd TOO-LARGE-NUMBER=> n+succ(m)d TOO-LARGE-NUMBER

Munis des Biquetages d’exceptions, nous pouvons maintendmtfigrde traitement proprement dit
des termes exceptionnels (amalgame de plusieurs valeur$estrondeupeaation de certains termes
exceptionnels).
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5. LES AXIOMES GENERALISES

Les axiomes g&ralises ont des axiomes conditionnels qui peuvent contenir des conditionsexlati
a létiquetage d’exception dans leurs pisses. Cette ‘geralisation nous offre un grande souplesse
de speification du traitement des valeurs exceptionnelles, puisque #qmwoir traiter les gcep-
tions de maniee dfférencies, en fonction du “diagnostic” qui leur est assacie

Définition 5 :
Etant donfe une eception-signature Z-exc=<S2,L>, on note Gen-Ax un ensemble fini
d’axiomes geéralises de la forme swiante :

[tl[lllﬁ"'ﬂtnljln A V1=W1.A.---Avn:Wn] =  Vpi1 = Wpst
oulest;, v; etw; sont de-termes gec variables, et le§ sont des l@ments de. [1{Ok}. Naturelle-
ment,v; etw; doivent &re de mene orte pour chaqug lesl; ne sont pas messairement distincts,
oumpeuvent &re ggaux a0 ; et 'étiquetteOk éiquette les valeur®k d'une exception-algwe.

Les axiomes g®&ralises dfrent de nombreuses possibiitee traitement d'&ceptions diferents dans
les entiers naturels bomeA titre d’exemple, on peut choisir le traitement gt :

O Ne faire aucune’ ceipgation des valeurs’gatives, et au contraire les amalgamer sur une con-
stante (disonsrash.

O Amalgamer aussi I€ saltat de toute division pdrsurcrash

O Recup@aer tous les termes qui rencontrent udeur trop grande dans leur “histoire” (mais
aucune valeur rgative), pourvu que leur valeur finale soit comprise eftetMaxint

O Associer sa forme normaletaut terme rencontrant un@beur trop grande dans son histoire
(mais aucune valeur gative), mane si ette forme est plus grande gu@xint

Exemple 4 :
Ceci peut se Spiier, par exemple, de la manre iivante, en supposant@ir ajouteune constante
crashdans la signature :
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n ONEGATIVE-NUMBER = n = crash
ndv0 = crash
succ(crash) = crash
pred(crash) = crash
crash+n = crash
crash—-n = crash
n-crash = crash
crashxn = crash
crashdivn = crash
ndvcrash = crash
n+m = m+n
nxm = mxn
nCOTOO-LARGE-NUMBER~ mOk => n<m = False
nCJOk ~ mOTOO-LARGE-NUMBER => n<m = True
sucgn) 0 TOO-LARGENUMBER —  succlm<suce(m) =  n<m
sucqm) 0 TOO-LARGE NUMBER? uce(ny<suce(m) =
succ(nITOO-LARGE-NUMBER => pred(succ(n)) = n
n O TOO-LARGE-NUMBER => n+0 = n
n+succ(m)d TOO-LARGE-NUMBER => n+succ(m) = succ(n)+m
n O TOO-LARGE-NUMBER => n-0 = n
n O0TOO-LARGE-NUMBER = n-succ(m) = pred(n)—m
n O TOO-LARGE-NUMBER => nx0 = 0
nxsucc(m)d TOO-LARGE-NUMBER = nxsucc(m) = (nxm)+n
r<m=True = ((nxm)+r)divm = n

Cet ensemble d'axiomes mymalises peut parétre long; en fait ceci traduit seulement le traitement
cas par cas de chacune des situatignemionnelles. Si ces axiomes sont nombreux, c’est seulement
parce que le traitement d’exceptions que I'ait est particulier a&haque cas d’exception. Si I'on
speifiait des structures plus simples, les axiomeasegrises eraient eux aussi plus simples. Si la
plupart des formalismes de traitement d’exceptions que nauns @ifes au chapitre Ine preentent
pas d’ensembles d’axiomes si longs dans lexemples, c’'est parce gu'ils n'isent pas un traite-
ment d’exceptions aussi tBfencieque le notre. lannexe 3offre des gemples d’&ception-speifi-
cations plus simples, des entiers Barree des entiers non-bofseou aucune feupe@ation n’'est
speifiée. On mnstate alors que ces spieations sont tre wurtes et simples.

Remarquons cependant que certains axiomes font double emgadeaOk-axiomes. Parxemple,
des axiomes tels que :

n 0 TOO-LARGE-NUMBER = n+0 =n
n+succ(m)C] TOO-LARGE-NUMBER = n+succ(m) = succ(n) +m

pourraient &re simplement@its sous la forme suénte danssen-Ax :
n+0 =n

n+succ(m)= succ(n)+m
des lors, du &it que I'on a supprimées prenisses, ces axiomes s'appliquértbates les valeurs des
exception-algeres, y compris lesaleursOk, si hien que I'on peut les omettre da@k-Ax. Nous
reverrons ceci de plus psedans la chapitre suant sur la $mantique assoceaux exception-speifi-
cations. On peut enfet difficilement entrer dans de telétaiés sans deire d’abord la Smantique
exacte de nos axiomes.
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Nous disposons maintenant de tous’|ésnents pour dienir totalement notre syntax les eception-
speifications.
Définition 6 :
Uneexception-speification est un n-uplet :
SPEC = <S,Z,L , Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >

ou:
O <SZ.L> estune exception-signature’{detion 1)
O Ok-Frm est une dearation de forme®k surX-exc(ddinition 2)
O Ok-Ax est un ensemble fini @k-axiomes suk-exc(déinition 3)
O Lbl-Ax est un ensemble fini d’axiomes ti(pietage suk-exc(dé&finition 4)
O Gen-Ax est un ensemble fini d’axiomeSngealises ur -exc(définition 5).

Le chapitre swiant decrit la semantique assoceeaux exception-speifications :les exception-algeres
et les notions de validation ass@si@une exception-sp#fication.
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Chapitre IV :

Exception-Algedres

Ce chapitre deit la semantique assoteeaix exception-speifications. Lesnoddes fgpondant aine
exception-speification s’appellent lesxception-algéres. Pour les derire, nous swions la denarche
habituelle :

O Nous commepans par dénir les exception-aldges sur une exception-signat@reexc.

O Pami les Z-excalgédres, nous denissons celles quialidentles delarations de forme®©k
(Ok-Frm).

O De miane, nous dienissons la validation de&3k-axiomes Qk-Ax)
O Puis nous dinissons la validation des axiomestitjaetage I(bl-Ax )
O Enfin nous dinissons la validation des axiomén@rlises (Gen-Ax).

Une Z-excalgeore validera la spefication SPEC si et seulement si ellealide Ok-Frm, Ok-Ax,
Lbl-Ax etGen-Ax.

1. LES 2-eXcALGEBRES

Les eception-algeres dovent contenir un certain nombre d’informations “en plus” de celles qui
sont classiquement incluses dans lesSkatese:

O Pami toutes les valeurs de 'alges, il faut conndre celles qui sonDk
O Pour chaquétmuette d’exception, il faut conftee quelles sont les valeurs qupoade "a
cette’diquette.
Il en resulte qu’une exception-altpee doit @re munie :
O d'un sous-ensemble contenant les val€@ksle cette algare,

O et pour chaque'tiguette d’exception, d’'un sous-ensemble contenant toutes alesiry
étiquetess par elle.
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C’est exactement ce que traduit [didigion suivante.

Définition 7 :

Soit Z-exc=<S,Z,L> une exception-signature. Umsception-algére sur Z-exc aussi app€le ine
2-exc-algére, est une X-algébre classique munie d'une famille de sous-ensemblesxérdear
L O{Ok}.

Ce qui signifie preisament qu'unez-excalgeore A estdéinie par :

O Le supportde A est un ensemble t@egee), noteA, partitionneen une famille de sous-
ensembles inde&eparS: { A;/sOS}. L'ensembleA est la fenion disjointe desA;, ou s
parcoursS.

O Pour chaque dpation ‘dénment dex :
op: S-S, —» S
'algébre A estmunie d’'une fonction :
opa: Ag X XAy - A,
Le plus souvent, par abus de lagg, on note encoap la fonctionop, associe al’opération
op dansA.

O Enfin, pour toute tiquette | O LO{Ok}, I'algébre A estmunie d’'un sous-ensemble quel-
conque A, de A. Ces sous-ensembley sont Héérogaes :il peuvent intersecter plusieurs
sortes ;de plus ils ne sont pasaassairement disjoints deuxdaux, et leur fenion n'est pas
necessairementgale aA.

Les dénments deAy, sont appéleles valeus Ok de A.
Pour toute equette d’exception del, on dt que les Bnents deA, sontéiquetes par |.

On noteraA = (A,{A}) une Z-excalgebre ; notation qui sous-entend qu’'udeexcalgére A est
uneZ-algebre classiqué, munie d'une famille de sous-ensembles f i ndexéeparL C{Ok}.

Remarquons qu'ae niveau de la spafication, rien n’est impaoseur les ensemblesy , ils peuent
étre absolument quelconques.

Exemples 5 :
Voici quelques gemples deX-excalgdores sur I'exception-signature deAT decrite en eemple 1
(chapitre preédcent, section 1) :

O L exception-algere des termes fermels, munie de :
Ts .0k = T5,NEGATIVENUMBER = T 3.TOO-LARGEVALUE = T5,DIV-BY-0-ERROR= [J

O L exception-algéere des entiers relati, avec z dv 0 = Maxint pour toutz, et munie de :
Zok = [0, Maxint]
ZNEGATIVENUMBER = ] - %, 0[
Z100LARGENUMBER = |Maxint, +oof

Zpyy-sy-0-ErRrOR = {Maxint}
Intuitivement, dans cette alges, les opeations traaillent de la maniee habituelle, mais les
résultats sont erroresils sont hors dg¢0,Maxint]. De dus, toute division pad est feupaée
surMaxint

O L exception-algere NO{crash} avec : pred(0) = crash = n div Q toute opeation applique
acrashretournecrash et munie de :
Nokx = [0, Maxint]
NnecaTivenumser = {crash}
NtooLareENUMBER = |Maxint, +oof
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Npiv-By-0-ErroR = {Crash}
Nous verrons que cettxaeption-algére est en fait I'alglere initiale assoéie ala éecifica-
tion developpe dans les gemples du chapitre peédent.

Nous aons preise que les ensembled; sont des sous-ensembles quelconqeesparticulier, leurs
intersections ne sont pascessairement vides. C'est le cas du derni@ample que nousvans
donne: la valeur crash est ‘ala fois diquetee par NEGATIVE-NUMBERet parDIV-BY-0-ERROR
C'est aussi le cas de Vant dernier gemple, Maxint est ‘ala fois diquete par Ok et parDIV-
BY-0-ERROR

D’autre part, les ensembled; peuwent intersecter plusieurs sortes distinctes. C'est le cas des
tableaux, lorsque I'on attache |a me giquette d’exception Hacces hors des bornes oulaffecta-

tion hors des borneddes termes tels qufi] outil:=x (aveci hors des bornes) recevront ldmee
étiquetteOUT-OF-RANGEbien que I'un soit de sorte piéfinie et 'autre de sorte tableau.

2. LES VALEURS ERRONEES

La ddinition d’'une &ception-algére fournit I'ensemble desaleursOk de l'algéore ainsi que les
ensemblesteuetes par des #quettes d’exception, mais elle nécde pas I'ensemble desaleurs
errones. Comme nous Rens d¢a remarque(chapitre Il, section 1.2)I'ensemble des aleurs
errones dune eception-algbre n'est pas rmessairement le complentaire de I'ensemble des
valeursOk.

De la mene fapon que la thHerie classique des types abstraits” Bigpies n’impose pas a priori que
les speifications soient comptement speifiées, nous ne voulons pas imposer d'office qué pante
tion des aleursOk ou errories it toujours comple (.e. il peut y aoir des \aleurs qui ne soient ni
Okni erron@s dans une exception-alige).

Pour déinir les \aleurs errohes dune exception-algere, il semble raisonnable de suivre T'&dgiiv-
ante :

O Une valeur g@quetee par une @quette d’exception est errogesauf si cette valeur esdk,
auquel cas on dira qu’elle eStupaée

O Les valeurs errores se popagent implicitement, sauf si elle font I'objet d’urieugaation,
c’est adire si I'on rencontre une vale@k lors de la propagation.

O Une valeur qui ne’sallte pas d’'une valeurtiguetee par une”@quette d’eception (y compris
par propagtion implicite d’erreurs), et qui n’est p&k, n'est ni Ok ni errornie (elle est en
somme incompkement speifiée).

La ddinition suvante traduit exactement cette @e

Définition 8 :

Soit A=(A{A}) une ception-algere. Lensemble desaleurs aronées de A, noté A, , est
par ddinition le plus petit sous-ensemblé t@egae) deA vérifiant les deux propriéssuivantes :

O Pour tout€ tquette d’exception élénent del, A, contient @& — Aoy).

O Pour toute opmation op(_,...,_ ) €lénent deZ, & pour tous ' &ments u; ---u, deA (de
sortes compatiblesvec I'arité de op) :
si 'un desu; est ‘éément de A, et siop(uy,...,u,) nest pas Enment de Ay, dors
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op(uq, ... ,u,) est encor€ k&nment deA,,,.

La premiee proprieté sgnifie qu’une valeur tquetee par une”équette d’eception est errore sauf
si elle a’& réapaée La sconde signifie que les erreurs se propagent implicitement, sauf en cas de
récupeaation.

Pour que cette “dimition soit valide, il faut bien"syrouver que ce plus petit ensembig,, existe.
C’est particuligement simple :

O La famille de tous les sous-ensemblesAderifiant ces deux propriésn’est pas vide elle
contient au moindA lui méme.

O Lintersection de tous les sous-ensembleA derifiant ces deux propriésvérifie encore ces
deux proprigés:

 Puisque chacun des ensembles de la famille contienAles Ay ), leur intersection
aussi.

e s l'un desuy; est’@éément de tous les ensembles dedmifle (i.e. est Ement de leur
intersection), et sbp(uy, . ..,U,) N'est pas Ement deAyy, dors op(uy, ... ,uU,) appar-
tient atous les ensembles de la famille, dohew intersection.

Exemple 6 :

Dans le cas de Beeption-algere N{crash} decrite en exemple 5,Ng,, est'@al a{crash}1]Max-
int,+o[ . Si 'on considee par exemple la \aleur succ(Maxint) elle est ¢éiquetee par TOO-LARGE-
NUMBER et du fit qu’elle n'est pas'rripaée(elle n'est paslénent deNgy), elle est errore Par
contre, si I'on consitke la \aleur assoCie au termepred(succ(Maxint))elle serait susceptible te
errone (par propagation implicite d’erreurs), mais diitfque sa valeur ek (récupeéesur Max-
int), elle n’est paslément deN,,.

L’ exemple 5fournit aussi un cas dkeeption-algere oules valeurs sont incompéament speifiées :
dans l'algére des termes ferisels, avec tous lesTy, vides, aucun terme n'est comigment
speifié, puisqu’aucun n’esDk ou diquetepar une”équette d’exception.

Cette construction desaleurs errohes dune exception-algére nous sera utile dans le chapktié
pour ddinir la suffisante comptade en tenant compte du traitement d’exceptions.

Nota :

Rappelons que dans lafation 1 du chapitre pregdent, on impose qu’aucuriéiquette del ne soit
notee “OK’ ou “err”. On comprend maintenant pourquaies deux notations sont utilesepour Agy
et A., ; d'ol un risque de surcharge sur cemjeettes.

3. LES FORMES Ok

Le but de cette section est ddide la validation deOk-Frm. Pour ce faire, nousvans remarque
gu’il fallait travailler sur degermes et ron directement sur les valeurs d’'uneeption-algére (car il
faut distinguer lesermes rceptionnelsiesvaleurs aronées, pour eviter des inconsistances induites
par la feuperation, cf. chapitre Il, section 2.1.).

Nous ne pouvons donc paswvaifler directement sur lesxeeption-algeres car elles ne molisent
pas des termes, mais des valeurs (des classgswdience). Une solution simple consisteratba-
jours travailler sur les termes ferhgemais ceci n’est pas satisfaisant car nooslons pouvoir aussi
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traiter les notions de validations dans Igseption-algeres non finiment ge&rées. Nous proposons
une solution qui permet de prendre en compte toutesxtEpion-algéres, miene mon finiment
géenérée : pour toute &ception-algere A, il sufit de travailler dans l'algdre Ts(,. Commenons
par rappeler la dition deTy 4, ; il est fondamental de bien la comprendre pour la suite.

Définition 9 :
Soit (S,2) une signature classiqueSoit V ={V¢};os un ensemble hérogene indexe par S.
L algébre libre desZ-termes avec variables dansnotée Ty, est recursivement déinie par :

O Pour toute sortes 'S, le support deTsy) s contientVs, et mntient toutes les constantesXle
de sortes.

O Pour toute ofmtion non constante d&, op(_,...,_ )JZ, et pour tous termed;---t,
élénents deTyy, (de sortes compatiblesex I'arité de op), le termeop(ty, .. . ,t,) est encore
un dement deTs .

L' exemple le plus courant est le cas ¥est un ensemble de variables. Mais remarquons que cette
definition ne suppose pas gifesoit fini; on peut donc en particulier I'appliquer au cas\dest en
fait une algére (classiquep. Dans ce cash et Ty, sont toutes deux desalgeores, et il existe un
morphisme canonique

éwal : TZ(A) - A
qui fait correspondre ehaque terme dé&s 4 sa \aleur calcule dansA. Le morphismeéal est donc
défini comme suit :

O Remarquons tout d’abord que [déreents deA sont desonstantesie Ts(,), par consguent,
pour tout’éementa de A (consideé comme une constante dg ), €\al(a) est canonique-
ment'@al aa (consideé mmme une valeur da).

O Puis, pour toute opationopdeX, ona:
éwal(op(ty,...,t,)) = opa(éwal(ty),... éwl(t,)) .

Exemple 7 :

Soit ¥={0,acc_, pred} I'ensemble des Opations des entiers relatifdNT). Consideons
l'algebre Z=]...,-2,-1,0,1,2,...[, l'algere Ty est alors’gale al'ensemble des termeves “vari-
ables” dans]...,-2,-1,0,1,2,...[ et le morphisme\al est I'application del'5) dansZ qui fait corre-
spondre lavaleur -4 adestermestels quepred(=3), pred(pred¢2)), succ(predt4)), ou encore la
valeur 1 autermepred(2)...etc.

Remarquons que le morphisrésal est intrinsguement déni par la structure d&-algeore deA.
aucune guation ou information supfiteentaire n'est requise pouffiar éval.

Nous pouvons maintenantfder les formesOk comme desermesde Ty .
Définition 10 :
Soit Ok-Frm une delaration de forme©k sur I'exception-signatur&-exc Soit A =(A,{A }) une

exception-algere. L'ensemble deformes Okde Ty, , noté Ok-Frmy, , est le plus petit sous-ensem-
ble (Weerogene) deTs () Vérifiant les deux propitéssuivantes :

0 Ok-Frm, contientAqy (rappelons que ledéarents deA sont desonstantesle Ty ), €n [ar-
ticulier les’éements deAq, sont des constantes @ig ).
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O Pour toute delaration @émentaire deOk-Frm

t, DOK-Frm A -+ Aty DOk-Frmg
Ao X Ol A X, O0ly,g =t OOK-Frm
AOVITW, A A vpzwpg
et pour toute substitutiowr a valeur dangs(5 ,0na:

si o(tj)) OOk-Frm pour tout i=1.m, e éwl[o(x;)] OA;, pour tout =1l.n, &
éwallo(vy)] = éwal[o(w,)] pourtout k=1..p, dors o(t) estdément deOk-Frmy .

La seconde proprié traduit simplement le fait que I'ensemble des for@&sle Ts ) doit valider les
declarations’&nentaires d®©Ok-Frm.

La premiee, quant-alle, traduit le fait que toutlémentOk de A doitétre une formeOk lorsqu’il
est conside mmme une constante dg . Il est en effet bien naturel que I'on veuille que les
valeursOkde A deviennent des form&kde Ty puisque ce ne sont que des constantdsgle

Pa exemple, si A=N est l'algéore des entiers naturels, on veut biefr e le terme
succ(succ(succ(0)poit une formeOk, mais on veut aussi que la constar®een it une. Ceci est
justement obtenu par la premgemondition.

Remarquons que l'existence @&-Frm, est claire cardune part, la &mille de tous les sous-ensem-
bles deTs(n) Vérifiant ces deux proptiésn’est pas vide (elle contiefi ), et d’autre part, l'inter
section de tous les sous-ensembles de cette farhiifeexancore les deux proptés(immediat).

Nous sommes maintenantréne de @&finir la validationde Ok-Frm :

Définition 11 :
Soit Ok-Frm une delaration de forme®k sur I'exception-signatur&-exc Une ception-algere
A=(A{A,}) valideOk-Frm si et seulement si :

éwal (Ok-Frmy) O Aok -

Ceci signifie que les forme3k de Ty ) doivent avoir une valeutOk dans A, apre evaluation.
Remarquons que linclusionvierse est toujours sat@fe carOk-Frm, contient toujoursAy, (par
ddfinition).

Exemple 8 :

Les formesOk de Ty , pour I'exception-algere N[{crash} decrite en eemple 5,sont les termes
de la forme succ(n) tels quei+n<Maxint. Leur &valuation donne laateur i+n dansN, qui est
comprise entr® et Maxint, si bien queN[l{crash}valide Ok-Frm.

Il en est de rfme pour I'exception-algbre Z decrite dans ce ritae exemple 5.

Pa contre, I'exception-algbere des termes fermsdtoujours derite en eemple 5),avec Ts o, vide, ne
vaide pasOk-Frm . En dfet, I'évaluation des forme®k de T, correspond aux termes de la forme
succ(0), avec O<i<Maxint, or Tx o est vide.

Nous allons maintenant fileir la validation de©Ok-axiomes en utilisant le sous-ensem®le Frm 4
deTz(A).

4. VALID AT ION DE Ok-AXx

Les Ok-axiomes permettent de ‘gjifier le comportement des cas non-exceptionnels. Remarquons
que nous n‘#ons pas encore caragtetous les terme®k ou exceptionnels dés 4 en ce point de
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la semantique. En effet, pour b@mple des entiers naturels bosnkes formesOk sont les termes de
la formesucc(n) tels que O<i+n<Maxint. Rien ne permet d'éifmer en ce point que des termes tels
que0+0 ou pred(Maxint)sont des termeSk

Le rde £mantigue de©k-axiomes est donc doublel'une part ils assurent les amaiges OK’ de
la structure spafiée, d'autre part ils permettent de caraiser les terme©k de Ty, . Ces deux
aspects de ld santiqgue de©k-axiomes peuvent sembler paradoxaux :

0 D’une part nous voulons que |&k-axiomes caractesent les terme©k de Ty, : se ®nt
ceux qui obtiennent une valeOk via Ok-Ax.

O Drautre part nous voulons que |&k-axiomes ne s’appliquent qu'aux term@k. Une ides
simple serait qu’'une occurrenceQk-axiome ne s’applique que si les deux membres de
I'égalité sont des terme®k; mais ceci supposerait dair caracteisé au prealable tous les
termesOk.

En fait, la méhode que nous allons suivireite cet’eueil. C'est la swiante :

O Nous connaissons jdewn ensemble de termes qui sont assweat Ok dansTy 4 : ce ont les
formesOk (Ok-Frm,). Cet ensemble nous munit donc d’un “noyau” de ter@les

O Sil'on considee maintenant une occurrenceQk-axiome de la formea =t , 00 a est une
forme Ok (OOk-Frmy,) ; s t n'est pas exceptionnel, il semble raisonnable de dirg gseun
termeQOk, et que sonOk-évaluation est la form®k « .

O Nous venons ainsi depfopager les termes Okd’un cran; nous pouvons continuer induc-
tivement. Si I'on consid® une nouvelle occurrenaOk-axiome de la formet=t’ , oUt est
le termeOk construit pfeédemment, et s n’est pas exceptionnel, on peut de lanmadaoon
propager la qualiteOK’ au termet’ ; et ©n Ok-évaluation sera aussi la forn@k o , viat. Et
ainsi de suite ...

La seule impteision dans la rithode que nousenons de dw@ire est: comment caractéser si un
termet de T, estexceptionnebou non ?
Pa exemple, considmns I'Ok-axiome

pred(succ(n)) = n
et supposons que l'algee A vaifie : succ(Maxint)=Maxint(par reeupeation) ;notre propos est de
traduire le &it que le termeucc(Maxint) et donc sa propagtion pred(succ(Maxint))est exception-
nel (pour que I'occurrengared(succ(Maxint))=Maxinhe s’applique pas). Ocomme on I'aait dga
remarque aussi biensucc(Maxint)que pred(succ(Maxint)pnt des aleursOk. |l nous faut endit
traduire I'idee suivante : puisquesucc(Maxint)ne possde pas de formeOk associe grace aux Ok-
axiomes il est exceptionnel ;et en particulier sa “propatjon” pred(succ(Maxint)est aussieep-
tionnelle.
La mehode pour traduire ceci est simpli¢ suffit d'imposer uneOk-évaluation par “les sous-termes
les plus profonds d’abord”.

Cette contrainte sur ld mntiqgue de®k-axiomes peut s’exprimer au yen d’'une congruence (au
sens classique). Puisqu’il estcessaire que cette congruence s’applique sutedeseset non sur les
valeursde I'algéore, une Ok-congruence” se construit daffig ) et non dan#\. Le morphismeé\al
nous permettra de porteens A lanotion devalidationdesOk-axiomes, gartir de cettéOk-congru-
ence suil ).
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Proposition 1 :

Soit Ok-Frm une delaration de forme<Ok sur une eception-signaturex-exc Soit Ok-AX un
ensemble dDk-axiomes suk-exq et Dit A uneX-excalgere.

Il existe une plus petite congruence $igfy), notee =g, verfiant la condition “SI..ALORS..suiv-
ante :

Pour toute substitutiom a valeur dang's,), et pour toutOk-axiome deOk-Ax
[Vi=Wwy Ao vp=wW,] = v=w
(ou w =v car nofOk-axiomes ne sont pas oriégjteen posant
a(v) = op(ty,...,tm) )

Sl les trois conditions suintes sont efiées :
o éwl[o(v,)] = éwllo(w;)] pourtout i=1..n
O il existe des forme®k a;---ay, (OOk-Frmy ) telles quet; =g, a; pour toutj=1..m
O il existe une form®©k a ( OOk-Frmy ) telle que o(w) =g a

ALORS og(v) = a(w).

Avant de donner la preevde @tte proposition, commenas par en donner I'explication intwié :

Remarque 2 :
Les trois conditions incluses dans ™ traduisent les faits seants :

O La premiee condition est simplement la validation desmigses de Dk-axiome (il faut que
lavaleurdeyv; soit egale alavaleurdew,; dans A).

O La seconde refte une ‘evaluation par “les termes les plus profonds d’abord”. Hetef
“t; =ok a;” signifie exactement que@k-évaluation de tous les sous-termes strictsr(
aboutit (c’est aire qu’elle retourne une form@k). C’estcette condition qui permet de lim-
iter I'action desOk-axiomes aux termes non-exceptionnels.

O La derniee condition enfin traduit le fait que Kaluation d’un des deux membres dey#kté
a déja aouti (ici o(w), mais on peut werser les ftes dev et w car nosOk-axiomes ne sont
pas orients). C'est cette dernie condition qui exprime lapgropagation des termes Qlpar
les Ok-axiomes, gartir des forme©k

Preuve de la poposition 1 :

Pour montrer qu'il existe une plus petite congruence By, satishisant cette proprié
“SI..ALORS”, nous allons consider la famille C de toutes les congruences Ji{, Satisfaisant
“SI..ALORS”, montrer qu’'elle n'est pas vide, puis montrer que l'intersection (i.e. la conjonction) de
toutes les congruences @eest encore uflément deC (i.e. satisfait encore SI..ALORS).

Pour montrer queC n’'est pas vide, il sfit d’exhiber une congruence suys satisfaisant
SI..ALORS. Il est immdiat que la congruence triviale sTif 5 est'@ement deC (la congruence Wi
iale @ant celle qui amalgame entre eux tous les termes’de ragte).

(2) mpeut’ére gal a0.
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Consideons maintenant la congrueneg,, definie par

t=gtt < V=0C, t=t".
Supposons quesg,, o et 'Okaxiome ([vi=w; A - AV, =W,] =>v=w) satisfassent les
trois conditions incluses dans le “SI”. Noumwlons prouver la conclusion de “ALORS”", c'éstliee
que o(v) =ok o(W) .
Sachant queg, est par dnition la conjonction de toutes les congrueneesle C, il suffit de prou-
ver que o(v) = g(w) pour toute congruence deC.
Sachant de plus que, paffidition de C, toutes les congruences dg vérifient la proprieé
SI..ALORS, il suffit de prouver que toutes les congruengesle C satisfont les trois conditions
incluses dans “SlI”. Rappelons que notre hypsshest que=q, satisfait ces trois conditions.

O La premige condition est indpendante du choix de la congruence By car le morphisme
éwal est intrinsgue al’algebre A. Par consquent, si cette condition est sasigé une fois (ici
pour =g, ), alors elle I'est intl@endament de toutes congruences, en particulier pour celles de
C.

O En ce qui concerne la seconde condition, le faitayue - a,, soient congrus (respeatéiment)
at, - - -t,, modulo=g, implique gu’il en est de imee modulo n'importe quelle congruence
de C. Ceci resulte simplement du fait qeg, est la conjonction de toutes les congruences de
C.

O Enfin la derniee condition tombe sous le & agument : si o(w) =g, a alors g(w) = a
pour toute congruence deC, car =g est la conjonction de toutes les congrueritésents
deC.

Ceci cld la preuve de motre propositiono

Munis de cetteOk-congruence suils(), nous pouvons maintenant fitér la validation des Ok-
axiomes Pour qu’une &ception-algére valide leOk-axiomes, il faut clairement que deux termes de
Ts(n Qui sont amalgmes via =g, posselent des valeursgales apre evaluation sur les valeurs de A.
C’est exactement ce que traduit [didiéion suvante :

Définition 12 :
Soit Ok-Frm une delaration de forme®k sur I'exception-signatur&-exc Soit Ok-Ax un ensemble
d’Ok-axiomes suk-exc UneZ-excalgdore A= (A,{A }) valide Ok-Ax si et seulement si :

Yt DTz(A) , YVt O TZ(A) , t =ok t = é\ﬂl(t) = é\al(t')

Nota : (important)
La congruence=g¢ sur Tx), associ@ ai morphismeéwal, ne veifie pas neessaiement la po-
priété SI..ALORS. La seule chose qu'impose la validation@ksxiomes est =gy [ S¢\y -

Voici un exemple dOk-évaluations swiant la congruencegy, :

Exemple 9 :

Rappelons Dk-axiome concernant les agions0, succet pred pour les entiers naturels bose
pred(succ(n)) = n

Supposons que I'oneville evaluer le termesucd pred(sucd'®"(0))) . Nous deons d’abord tester

si tous ses sous-termes stricts pdseaeune aleurOk, c'est adire possdent une formék dans leur

classe modul&g, ; c'est la seconde condition de notre proposition (la presmést immaliate car

'axiome que I'on veut appliquer a une’ piisse vide).

Le termesucd’®M(0) est d@ ne formeOk, il 'y a donc aucunévaluation rieessaire pour lui.

Le termepred(sucd’®"(0)) se féait en sucd’®1(0) via notreOk-axiome carsucd’®"-1(0) est
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une formeOK (troisieme condition de la proposition), astucd'®(0) est un term®k (seconde con-
dition). pred(sucd"®M(0)) est donc un term@k (congru asucd'®"1(0) modulo=gy).
Il ne reste plus qu'avaluer le termesucqsucc’®™1(0)), qui ne Aeessite endit aucune ealuation
car c’est une form®k (sucd'®"(0)). Par consguent, on obtient I’ saltat suvant :

sucd pred(sucd'®(0))) =g, sucd"®NQ) .
Pa contre, si I'on cherché avaluer le terme pred(sucdsucd’®M™(0))) , on doit d’abord ealuer le
sous-termesucdsucd'®(0)) . Or ce terme ne posde aucune formeOk (il est plus grand quislax-
int). Il en resulte que I'on ne peut pas appliquer no@&axiome, et par congaent:le terme
pred(sucqsucd’®"(0))) n’est pas congru aucc®™(0) modulo =g .
En fait, les axiomes dé gepeation que nousvans speifiés ai chapitre pfeédent (exemple 4)vont
récupeer le terme pred(sucqsucd’®"(0))) sur sa aleur Ok suc#®™(0). Mais il n’en reste pas
moins que le term@red(sucdsucd'®"(0))) estexceptionnel et par conéguent ce n'est en aucun
cas auxOk-axiomes d'ealuer sa gleur finale. La classe de ce terme modedp est reluite au sin-
gleton {pred(sucqsucd’®"(0)))} .

Ici, trois remarques sont importantes.
Remarques 3 :

O On constate que la “qudlitel’'un terme (i.e. s'il estOk ou exceptionnel) est” termines
uniquement par sori geltat, et celui de tous ses sous-termes. Un term@lesitet seulement
si le resultat de ce terme, et celui de chacun de ses sous-terwadse(@ moyen desOk-
axiomesseulementappartient aux forme®k declarees dansOk-Frm . Autrement dit, le dit
gu’une opeationop, sppliquee ades termesOK’, retourne une valeur exceptionnelle ou non-
exceptionnelle est'derminepar soncodomaine
On peut cependant limiter explicitement les domaines destiges lorsque cela est utile. |l
suffit pour cela d'utiliser les praisses de®k-axiomes. Br exemple, si I'on veut sjxifier
une structure d'entiers naturels b@nelle que Maxint>10, mais ou l'addition ne peut
retourner une valeudk que si le feultat est plus petit que 10, il suffit de sifier :

n<l1ll =True == n+0 = n
n+succ(m) = succ(n)+m

On interdit ainsi I'ealuation de tout terme de la formge+t, dont le feultat est plus grand
gue 10 en “bloquant” le cas de base.

O L éwaluation “par les termes les plus profonds d’aborCritee par la propositiod corre-
spond exactementume propagation implicitedes termes exceptionnels. Efegfsi un terme
t est exceptionnel (i.e. n’est congruaacune formeOk modulo =¢,), alors tout terme con-
tenantt parmi ses sous-termes est aussi exceptionnel (car il falahieet avant).
Ainsi, on peut denir les termegk (i.e. non-exceptionnels) commtaet les termetde Ty
tels qu’il existe une form®k a [ Ok-Frm, vérifiant t =g a. Et un ermet de Ty, sera
exceptionnels’il n'existe pas de form@k a telle quet =g, a. On mnstate de lors que les
termes exceptionnels se propagent implicitemsntn £rme estxceptionnel, alors tous ses
surtermes le sont aussi.

O Dans beaucoup dkemples, un“if_then_ else” non strict est tre uile. Or la propagtion
implicite des termes exceptionnels ne permet pas defisped’operations non strictes au
niveau desOk-axiomes.

En fait, speifier une opeation non stricte réle de la mwtion de feupeation, et par
consguent elle doit"#e speifiee a1 moyen d'axiomes de mipaation (pour nous, les
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axiomes geéralises). Nous verrons plus loin qu'il n'est pas di€ile de speifier des
op@ations non strictes gra aix axiomes geéralises.
Il existe de plus un mn fort simple d'obtenir la’seantique d'un if then_else” non
strict des le nveau desOk-axiomes. Le©k-axiomes &ant conditionnels, il suffit de remplacer
chaque axiome de la forme
v = if B then w else w

par :

B=True = v=w

B=False = v=w,

Il nous reste aéfinir la validation de 'équetage d'exceptiondbl-Ax ) et la validation des axiomes
géenéralises (Gen-Ax). Cesdeux notions de validation seront partictgiment simples, car elles se
définissent directement dans I'exception-aige A, et ron dansTsa).

5. VALID ATION DE Lbl-Ax

Les axiomes dEguetage servent attacher des tauettes d’'exception aertaines valeurs d'une
exception-algere. Ce qui signifie québl-Ax sert ‘aspecifier des proprigés relatves aux sous-
ensemblesA; d'une eception-algere A=(A,{A }) . Définir la validation des axiomes ‘diguetage
est donc tre smple.

Définition 13 :
SoitLbl-Ax un ensemble d’axiomes diguetage sur I'eception-signatur&-exc Une Z-excalgédore
A= (A{A,}) valideLbl-Ax si et seulement si pour tout axiomeld#-Ax

[tiOg Acmt O, A Vy=W A A V=W, = t Ol
et pour toute substitutior a valeur dan#\, on a :
si o(t;) estdement deA, pour touti=1..n, & o(v;) = o(w;) pour tout j=1..m, dors o(t) est
élénent deA .

Cette déinition traduit simplement que pour toute occurrence d'axiormgdetage, si les praisses
sont veaifiés dans A, alors la conclusion doif tte aussi.

Exemples 10 :

Reprenons lesxemples donhge en exemple 5 (section 1)aver I'exception-speification des entiers
naturels borf® que nous eons deeloppe durant le chapitre Il (Bquetage d’exceptions de Xem-
ple 3) :

pred(0) 0 NEGATIVE-NUMBER

n ONEGATIVE-NUMBER =  pred(n) O NEGATIVE-NUMBER
n<m = True = (n-m)ONEGATIVE-NUMBER
succ(Maxint)l] TOO-LARGE-NUMBER
n OTOO-LARGE-NUMBER =  succ(n)lJ TOO-LARGE-NUMBER
n O TOO-LARGE-NUMBER => (n+ 0) 0 TOO-LARGE-NUMBER
succ(n)+mO TOO-LARGE-NUMBER =  n+succ(m) TOO-LARGE-NUMBER
n OTOO-LARGE-NUMBER = (nx1) OTOO-LARGE-NUMBER
(nxm + n) OTOO-LARGE-NUMBER = (nx succ(m))l TOO-LARGE-NUMBER

(n div 0) 0 DIV-BY-0-ERROR
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O L exception-algere des termes ferfsel's, munie de

_ T):.,Ok = T3, NEGATIVENUMBER = | 5, TOO-LARGEVALUE = 5,DIV-BY-0-ERROR= UJ
ne valide’gidemment pa&bl-Ax ; par exemple le terme ferrmered(0)n’est pas urilément

de TZ, NEGATIVENUMBER

O L exception algbre des entiers relatifs, avec z dv 0 = Maxintpour toutz, et nunie de :
Zok = [0, Maxint]
ZNEGATIVENUMBER = ] - ™, 0[
Z100LARGENUMBER = ] Maxint, +oof
Zpiv-By-0-ERROR = {Maxint}
vaide clairementLbl-Ax. On mnstate en effet que chacun des axiomesigdietage
precécents est vrai dans cette dbge.

O De mane, I'exception-algbre N[I{crash avec : pred(0) = crash = n div Q toute opeation
appligue acrashretournecrash et munie de :
Nokx = [0, Maxint]
NnecaTivenumeser = {crash}
NtooLarGENUMBER = | Maxint, +oof
Npiv-By-0-erroR = {Crash}
valide clairement chacun des axiomeétidjeetage pregdents.

Remarque 4 :

Rappelons québl-Ax sert seulement amposer I'¢iquetage de certaines valeurs d’umxeeption-
algdore. Il ne cfe aicune valeur errdreLes sous-ensembled, , avec I[L, ne ont pas heessaire-
ment disjoints deAgy .

Si Lbl-Ax contient un axiome quitiguette une aleur Ok, par exemple un axiome de la forme
“O0UNE-ETIQUETTE, alors la waleur Ok en question (icD) est récupaée aussifo qu'elle a ‘@é
étiquetee, de naniae immadiate. Ceci ariie a&sez souent ; c’'est en particulier le cas du second
exemple @) : la valeur Maxint est une &leur Ok de Z, mais elle est pourtanttiguetee par DIV-
BY-0-ERRORERN fait, cela traduit intuitiement le fait qu’il existe un termétiguete par DIV-
BY-0-ERRORnais ayant & réaupeaé aur la valeurMaxint (dans notre xemple, tous les termes de la
forme z dv 0 sont feupaéssurMaxint).

En un certain sens, on pourrait dire gueidieette Ok est “prioritaire” sur toutes les autres (c’est la
récup@aation d’exceptions).

6. VALID ATION DE Gen-Ax

Les axiomes g®ralises ®rvent a traiter les valeurs xeeptionnelles. llspeuvent amalgmer

plusieurs valeurs errépe entre elles, ou Tup@aer certaines valeurs exceptionnelles sur ddesws

Ok On mnstate donc que les axioméan@alises doivent pouvoir manipuletoutesles valeurs d’'une
exception-algere (aussi bien les valeurs erfeseque les waleurs Ok ou celles incomplement

speifiées).

Ainsi, les axiomes g&ralises st une $mantique qui couvre toute I'algee. Ddinir la validation des
axiomes gréralises est donc tfe smple :

Définition 14 :
Soit Gen-Ax un ensemble d’axiomes igEralises sur I'exception-signatur&-exc Une Z-excalgdre

A=(A{A,}) valideGen-Axsi et seulement si pour tout axiome@en-Ax
[ty At O, A V=W A oAV, =W, = v=w
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et pour toute substitutior a\valeur dan#\, on a:
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si o(t;) estdément deA, pour touti=1..n, & o(v;) = o(w;j) pour tout j=1..m, dors o(v) est

égl a o(w) dans A.

Cette dénition traduit simplement que pour toute occurrence d'axionmérgkse d les prenisses

sont veifiés dans A, alors la conclusion doif ttre aussi.

Exemple 11 :
Avec les axiomes ge&ralises donnes en exemple 4 :

n ONEGATIVE-NUMBER

nOTOO-LARGE-NUMBER~ mOOk
nOOk A mOTOO-LARGE-NUMBER
sucdn) O TOO-LARGENUMBER!
sucqm) 0 TOO-LARGENUMBER?
succ(nITOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n+succ(m)0 TOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
nxsucc(m)dJ TOO-LARGE-NUMBER
r<ms=True

On constate clairement que :

=

U deed & v

n
ndv 0
succ(crash)
pred(crash)
crash + n
crash—n
n - crash
crashxn
crash div n
n div crash
n+m
nxm
n<m
n<m

succ(n)<succ(m)

pred(succ(n))
n+0

n + succ(m)
n-0

n - succ(m)
nx0

n x succ(m)
((nxm)+r) divm

crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
m+n
mxn
False
True

n<m

n
n

succ(n) + m
n

pred(n)— m
0

(nxm)+n
n

O Notre xemple des termes ferraae valide pasGen-Ax, par exemple parce que les termes
n+m et m+n sont diférents chaque fois que I'oravinstanciemm et n par des termes dis-

tincts.

O Notre xemple des entiers relatifs@ z dv 0 = Maxint) ne \alide pas non plu&en-Ax;
par xemple parce quered(pred(0))et pred(0)sont distincts dang, et ne puwvent donc pas

étre tous deuxgaux acrash

O Pa contre, notre xemple NO{crash} valide clairement ces axiomes ngealises. Il en
résulte que c'est le seul parmi ces troiemples qui valide notrexeeption-speification
(SPEQ) des entiers naturels bome'est uneSPEC-algéore.

Les SPECalgébres ‘d¢ant déinies comme suit :
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Définition 15 :
Soit SPEC= <Z-excOk-Frm ,0k-Ax,Lbl-Ax ,Gen-Ax> une &ception-speification. UneZ-exc
algdore A estuneSPEGCalgédre si et seulement si ell@de Ok-Frm , Ok-Ax, Lbl-Ax et Gen-Ax.

Revenons'da £mantique des axiomes igialises. Une petite remarque s'imposéa smantique des
axiomes geéralises est ddinie surtoutesles valeurs d’'unexeeption-algére. Elle peut aussi s’appli-
quer si les deux membres dégidité sont Ok. |l faut donc manipuler les axiome$ngalises en
prenant bien garde de ne pasecrdinconsistances. Ce sont les’mieses de chaque axiome
genéralisequi doivent limiter son application aux caselement souhaite; si on laisse les praisses
vides (comme l'axiome de commutaté de laddition dans notre x@mple), alors I'axiome ne
s’appliquera pas seulement aux valeurs exceptionnelles ou @yromas aussi aux valeudk

Cette remarque est parfois utile pour limiter le nombre d’axiomes dkoepton-speification. Rar
exanple, les axiomes fi@issant 'opeation “+”

n
succ(n) + m

n+0
n + succ(m)

sont vrais partout (aussi bien sur ledeursOk que les valeurs erroeg nene 9 mou n est'gal a
crash. On peut donc les sgéier dansGen-Ax et les omettre darGk-Ax.

On pourra effectuer cette simplification chaque fois qu’uneatioe peut”&e compléementdéfinie
uniqguement &'aide des axiomes'géralises : il est inutile de la redair au nveau desOk-axiomes.
On gagne ainsi sur la taille des sfieations (mais il n’est pas certain que I'on gagne en lisibilite

Nous allons maintenant delopper I'aspect cageriel des &ception-algéres, et ses rapportset la
notion de congruence.
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Chapitre V :
La categorie

des exception-algeres

1. DEFINITIONS ET RESULTATS ELEMENTAIRES

Le chapitre preédent nous a permis d€ fildr les exception-algeres sur une »e&eption-signature
2-exG et les &ception-algéres qui valident unexeeption-speification SPEC. Nous connaissons
donc d¢a la dasse deZ-excalgdores et la sous-classe deBEC-algdores. Pour dénir la categorie
desZ-excalgdores et celle deSPECG-algdbres, il suffit de dfenir lesexception-morphismes

Cette section donne les fifdtions des capories AlgE-exd, AIg(SPECQ, Gen@EZ-exg et
GenSPEQ ; ainsi que quelques proptésimmediates.

Définition 16 :

Soient A=A,{A}) et B=(B,{B}) deux eception-algeres sur la signatur&-exc<S,z,L>. Un
exception-morphismeh: A - B, est unX-morphisme classique qui arve les gdiquetages. Plus
préciseament, h est une application dedansB telle que :

O Pour toute sortes deS, h(Ag) estinclus dansBg .

O Pour toute opration op deX,ona:

O Pour tout€ iquette | élément de LO{Ok}, h(A;) estinclus dansB; .

Cette dénition est particulieement simple elle exprime qu’un eception-morphisme est un mor
phisme classique (i.e. arvant les sortes, et compatibieea les opeations), qui de plus ne “perd”
aucun’équetage (si une valeurs edtgeetee dans l'algdre de deart, alors son image est aussi
étquete, avec la méne diquette).

Nota :

Dans le chapitre poédent, nous wons ddini I'ensemble des aleurs errohes dune eception-
algdore A, nofe A, . Rappelons queérr” n'est nullement unétiguette Il n'est pas Ement de
L O{Ok}.

Partie B : Traitement d”exceptions -123 -



Partie B : Traitement d”exceptions -124 -

Soulignons que les valeurs erfea@e snt pas compatiblesrec les exception-morphismesirhage
d’'une valeur errofe par un exception-morphisme n'est pdsémairement errore En dautres ter
mes, les exception-morphismes peuvent porter depeations.

On peut par xemple consideer [I'exception-algbre A=N, aec Agy =][0, Maxint] et
AT00 LARGENUMBER =] Maxint, oo ; et I’exception-algére B=Boy = [0, Maxint], avec
BrooLarcenuveer={ Maxint}. Il existe alors un xception-morphisme de A dans B, gucupae
]Maxinteo[ sur Maxint Les valeurs errdies de A ®nt pourtant A, =]Maxint, o[ tandis queBg,,
est vide Maxintn'y est pas errohe’est un “lieu de reupeaation”).

Il est immaliat que l'identitesur une &ception-algere est un exception-morphisme. Il est ifaé
aussi que la composition de deux exception-morphismes est encoreatian-morphisme. &
consguent, nous powons considieer la catgorie des rception-algéres, munie de ces morphismes.

Notations 1 :

Etant donfne wne exception-signatur&-exg on rote AlgE-exd la categorie dont les objets sont les
2-excalgdires, et les morphismes sont les exception-morphismes.

Etant donne wne eception-speification SPECau dessus de la signatdesxg on rote Alg(SPEC)

la sous-catgorie pleine de Algt-exc dont les objets sont I&s-excalgdores qui validenSPEC.
[Sous-catgorie pleine: si A et B sont deuxSPEC-algédires alors touk-excmorphisme de A dans B
est encore uBPEC-morphisme, i.e. HoRpec(A, B) = Homs o, (A, B)].

Notre premier raultat est immdiat :

Lemme 1:
Etant donhe une exception-signatut®-exg I'algebre des termes ferirsels munie de
Ts), = 0O pour toute’gquette |; O LO{Ok}
est initiale dans Alg-exd . On note Ts..,. Cette &ception-algbre, et on la nomméexception-
algebre des termes ferhse

Preuve :

Absolument”gidente : puisque l'algbre des termes ferigesst initiale parmi lesX-algeores clas-
siques, il existe un uniguE-morphisme (classiqueinit, entre Ts_q,c €t toute &ception-algere A
de AlgZ-exq. Il suffit donc de vefier que ceZ-morphisme est unxeeption-morphisme e qui est
clair puisque pour toutdiquettel deL 0{OKk}, init(Ty,)=0 est toujours inclus dany . O

Le lemme preédent nous permet dé€ fileir les exception-ald#esfiniment Jeérées:

Notations 2 :
Etant donfie ine exception-signatur&-exg une exception-algere A estdite finiment geéréesi et
seulement si I'exception-morphisme

init: Tsexe - A
est surjectif.
On note Geng-ex¢ la ous-catgorie pleine de Algt-exg dont les objets sont Ies-excalgéres
finiment geérée.
Etant donhe wne eception-speification SPEC au dessus de la signatuleexg on rote
GenSPEQ) la ous-catgorie pleine de AIGEPEC) dont les objets sont IESPEC-algeores finiment
genérés.
L’ identite sur Ts.yc ANt &videmment surjecte, 'algébre initiale Ty, €st elle Mme finiment
géenérée
D’autre part, le raultat suvant est tout aussi imhdeat que le lemme 1 :
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Lemme 2 :
Soit S I'exception-algére “triviale”, contenant un uniqudément dans chaque sorte, les Gtions
de  travaillant donc comme l'impose leur arjtet véiifiant :

S = S pourtoute dquette | OLO{OK} .
Cette algbre est terminale dans Alg{exg et Alg(SPEC).
De plus, si la signaturE estsensiblg®) alors S est aussi terminale dans GEréxd et Gen(SPEQ).
Dans le cas ola dgnatureX n'est pas sensible, Ganexg et Gen(SPEC) posselent tout de rfme
une «ception-algere terminale il suffit de consideer I'exception-algere r telle quers égple {s}
s'il existe un terme ferimde rtes, et o écale 0 sinon (aec toujoursr = r pour toutl 0O L O{Ok}).

Preuve :
Le fait queS (ou r) soit une algére terminale est bien connu dans le cas classique fill doft de
vérifier que leX-morphisme terminal
term: A - S (our)
est un exception-morphisme (c’édliee preserve les diquettes). C'est imrdiat.
De plusS (ou r si Z n'est pas sensible) est clairement finimemégée donc elle est aussi terminale
dans Ger-exo.
Enfin, il est clair que quelque soitXeeption-speification SPEC, S (ou r) valide cette spefication.
Il en resulte quesS (ou r) est dément de AIgEPEC) et Gen(SPEQ), et y est donc terminalel

Ces faultats triviaux sont reapitules mmme suit :

Théoréme 1 :
Etant donnes une eception-signaturez-exc et ne eception-speification SPEC au dessus de
Z-exgona:

O I'exception-algére des termes fermgerls._q,, €st initiale dans AlgE-exg et GenE-exg
O les catgories AlgE-exg, Geng-exo, Alg(SPECQ et Gen(SPEC) posselent toujours une
exception-algere terminale.

Ce tHereme ne dt rien apropos d’'une eception-algére initiale dans AIgePEC) ou Gen(SPEQ).
Nous allons prouver que AISPEC) et GenSPEC) posselent une algare initiale. Pour cedire,
nous allons daire les rapports entre les exception-morphismes efdegruences

2. CONGRUENCES MINIMALES ET OBJETS INITIA UX

Le theoreme que nous prouvons dans cette section est suita¢ technique essentiel de notréditie.
Il permettra de prouver que AIBPEQC) et Gen(SPEC) posselent des aliares initiales, de dair un
foncteur adjoint @auche au foncteur d’oubli (pour un€ gstation), et par lanéme de eddinir les
notions classiques de suffisante comle et de consistance taechique.

Nous commepans par remarquer que les exception-morphismidimidsent un prardre dans les
exception-algeres.

(3) i.e. s'il existe au moins un terme féra@ns chaque sorte
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2.1. MORPHISMESET PREORDRE

Définition 17 :
Soient A et B deuexception-algéres sur une signatudeexc
Ondiraque A<B d etsulement siil existe un exception-morphisme de A dans B.

Remarque 5 :
Cette déinition est parfaitement valide car cette progriest rflexive (I'identité est un eception-
morphisme), et transitt (a composition de deux exception-morphismes est encoraaption-
morphisme). La relatiorf<” est donc bien upréordre dans Algg-exo (et aussi dans AIGPEQ)).
[La suite de cette remarque est anecdotique, elle ne sera pas philiséa suite de I'expd$e
C’est miene un ordre dans GerX-exc et Gen(SPECQC), car elle est alors antisymnigue. En effet, la
“bonne” ddinition d’'une catgorie est de consider qu’un objet est dimi & isomorphisme pee(c’est
a dre que deux algwes isomorphes sont en fagades dans Alg(...) ou Gen(...)). Pour prouver que
“<” est antisymaique dans Gen(...), il suffit de prouver que s'il exigteet v :

J7 A - B

v: B - A
alors i ouv est en fait un isomorphisme.
Nous allons rfime prouver que :v o u = ldentité

A —U - B -V - A
O O O
init 5 initg init 5
| | |
TZ—exc — Ti-exc — TZ-exc

Du fait qUeT .y €St initial dans Gelfexg, le diagramme pgdent est heésairement commutatif
(inity est unique). D'autre part, du fait qumt, est surjectif (car A est finiment gé&réd, on a
necéssairement v(u(a)) = a pour tout'éénmentade A. c.g.f.d.

La ou notre remarque devient imessante, c'est que™n’est pas un ordre dans Alg(...). Il n'est pas
antisymdrique. Il suffit pour le voir de consider I'exemple d’'une signaturevac une seule sorte et
une seule opation (constante) de cette sorte :

On constate alors que l'alge initiale {c} est liee aune algére non finiment geérée{c, y} parle
morphisme d'inclusion, et que cette dge non finiment geérée {c, y} se réracte sur €} par le
morphismer(c) =r(y) = c . Pourtant, ces deux algees ne sont pas isomorphes.

La relation <" est donc urordre dans Gen(...), mais seulementpréordre dans Alg(...). Naturelle-
ment, cette remarque vaut aussi pour le cas classique (i.e. sans traitement d’exceptions).

Cette remarque faite, reprenons le cours de notre expose

2.2. CONGRJUENCES MINIMALES
Voici le resultat technique sur lequel repose la plupart de nasdtats ulteieurs :

Théoréme 2 :
Soit SPEC une &ception-speification sur I'exception-signatur&-exc Soit X une Z-excalgeire
guelconque.
Soit R une relation binaire sur X, compatibleea les sortes de Xc'est adire que R est un sous-
ensemble quelconque d%s(xsxxs).

S

Il existe une plus petitSPECG-algeore Y vaifiant :
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X<Y, ets xRy alors x est'gal ay dans Y.
Ce thereme peut clairement S@&ire aussi :

Théoreme is:
Soit SPEC une &ception-speification sur I'exception-signatur&-exc Soit X une Z-excalgeire
guelconque. SoiR une relation binaire sur X, compatibieea les sortes de X.
Il existe une plus petite congruence sur X, et il existe une plus petiteamille de sous ensembles
{Y,} de Y =(X/ =) (indexéeparL{OKk}), telles que :

= contientR, & Y=(Y{Y,}) est uneSPEC-algebre

Nous denontrons ce thereme ous sa premie forme. La denarche suivie est teedassique :

on consides la famille (F) de butes lesSPEGalgebres Z compatiblegavec R et plus grandes
gue X . On montre qud- n'est pas vide puis on construit un&-algebre Y qui est rieessairement
plus petite que toutes |@salgeores sous-jacenteg)(de F, ansi que des sous-ensembl¥s inclus
dans tous le<, sous-jacents. lsufit de montrer alors queY=(Y{Y,}) est une SPEC-algebre
élénent deF.

Soit doncF la famille de toutes leSPECGalgéores Z=¢,{Z; }) munies d’'un exception-morphisme
J7 X - Z
(en fait,F est un ensemble dduples<Z,u>).

F n'est pas vide elle contient au moins leeption-algere triviale S, munie de I'exception-mor-
phisme trivial (qui associe sa sorteoat dénment de X).

Consideons maintenant I2-excalgebre Y=(Y{Y,}) construite comme suit :

O Yestle quotient dX défini par :
uy(X) = uy(y) dansy si et seulement sp(x) = u(y) pour tout couple <Zy> deF.
Pa cette ddinition deY et deyy, il est clair queY est unex-algeore et quewy est unz-mor-
phisme (classique), car la compatibiitec les opeations dex est imnigliate.

O Pour toute quette |; O LO{OK}, et pour tout’éément x de X, uy(X) est éénent dey,  si
et seulement si(x) 0 Z, pour tout couple <Z;> deF.
Pa cette déinition desY,, il est immaliat quewy est un exception-morphisme (i.e. greve
les @giquettes de. [1{OKk}), car tous les morphismesde F preservent les gquettes.

A supposer que Y soit unSPEC-algébre, c'est clairement uhl@rent deF, car I'exception-mor-
phisme 1y impose que Y soit supeure aX, et le it que tous les <Z> de F soient compatibles
ave la relation binaireR impose que <Yy > I'est aussi.
De plus, dans cetteypothese, <Y, 1> est neessairement le plus pefitéerent deF, car, par con-
struction de Yil existe toujours un exception-morphismrede Y dans Ztel quev o py = u.

X —HUy — Y -V - Z

Pa conseuent, il suffit de prouver qu& est uneSPEC-algebre pour obtenir qué possée un gus
petit dément, et par suite clore notre preudu theoreme 2 Nous allons donc maintenant nous
attacher grouver que Y walide Ok-Frm, Ok-Ax, Lbl-Ax et Gen-Ax. Plusieurs lemmes sont ces-
saires pour atteindre ce but.

Dans toute la suite de cette preuve, on notetainique Z-morphisme deuit de v :

V. Tz(y) - TZ(Z)
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Lemme 3:
Pour tout <Zy> dansF, v(Ok-Frmy) estinclus dans€Ok-Frm; .

Preuve :
Soit Ok-Frmy I'ensemble de tous les termdsde Ty, tels que v(t) est dement deOk-Frm;
pour tout Z dan§ :
Ok-Frmy = N v }Ok-Frmy).
ZUOF

Le lemme 3 quivaut clairement a

Ok-Frmy 0O Ok-Frmy .
Or Ok-Frmy est le plus petit sous-ensembleTdg,, satishisant les 2 propriésde la déinition 10
(chap. IV section 3) ;donc il sufit de prouver qu®k-Frmy satishit ces 2 propfigspour prouer
I'inclusion.

O Ok-Frmy contientYqy :
ceci resulte du fait quev est un &ception-morphisme, par corggent v(Yg,) est inclus
dansZgy pour tout Z dang-, donc v(Yoy) O Zok (en tant que sous-ensemblesTgde,y). Si
bien que le fait qu&gy soit toujours inclus dar@k-Frm; implique que v *(Ok-Frm;) con-
tient Y, pour tout Z dan§-.

O Ok-Frmy vaide chaque occurrence dédtiration @éénmentaire deOk-Frm

t; OOK-Frm »# -+ At DOk-Frmg
A X Ol Ao x,O0l,g = t OOk-Frm

ACVIEWL A A vp=wpg
car

* s o(t) OOk-Frmy alors v(o(t;)) est’éement deOk-Frm, pour tout Z dan$ (par
définition deOk-Frmy),

* s éwly[o(x;)] OY, alors on aewl;[v(a(x;))] OZ (par ddinitions de Yv, v et
éwal),

« ets éwly[o(v))] = éwaly[o(w))], alors
éwvalz[v(a(v)))] = éwlz[v(a(w;))] (parddinition de Y).

Pa conseuent, le fait queOk-Frm; valide Ok-Frm implique que v(o(t)) estélénent de
Ok-Frm; pour tout Z dang$-, et donc que o(t) est dénment deOk-Frmy (par ddinition de
Ok-Frmy). Ce qui denontre queDk-Frmy valide la delaration en question.

Nous aons ainsi prouvegue Ok-Frmy satishit les propriéésde la déinition 10 dansTyy,. Donc
Ok-Frmy contientOk-Frmy ; ce qui cldt la preuve de otre lemme.o

Il en resulte que Y valide Ok-Frm :

Lemme 4 :
Y valide Ok-Frm .

Preuve :
Le fait que Y valide Ok-Frm signifie que éwaly (Ok-Frmy) O Y, (définition 11).Ce qui faulte
ici du fait que éwal, (Ok-Frmy) 00 Zg, pour tout Z dan§, de la é&finition deYpy :
X OYqy si et seulement sv(x) O Zg, pour tout Z dang
etdufaitque voéwly = éwl; ov. O
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Prouvons maintenant que Y valide @k-axiomes :

Lemme 5 :
La Z-excalgeore Y valide Ok-Ax.

Preuve :
Soit =gy I'Ok-congruence minimale danksy, associe a Ok-Ax (proposition 1du chapitre
préecécent). Nous voulons prouver que chaque fois queqgy ' dans Tyy), on a:
éwaly (t) = éwaly (t") . Par ddinition de Y ceci revient gorouver que v(éwaly(t)) = v(éwal (t')) pour
toute algére Z dang-.
Nous aons d¢a remarqueque v o éwvaly = éwal, o v . Il suffit donc de prouver que chaque fois que
t =gy t' dansTyy), ona: éwal(v(t)) = éwalz(v(t)) .
Sachant que toutes les diges Z deF vaident Ok-Ax, on sait que si v(t) =gz V(1) dansTyy),
alors ewalz(v(t)) = évalz(v(t")) . Pa conseuent, il suffit de prouver que l'image par de =g,y
est incluse dansqy 7 .
Sachant enfin queg,y est la plus petite congruence Tgy, satishisant la condition “SI..ALORS”
de la propositiod du apitre pfeédent ;il suffit de denontrer que la congruenc@‘l(EOK,z) satis-
fait cette condition “SI..ALORS”".
Ceci resulte finalement du lemme 3.
En effet, supposons que, pour une occurrenoi-dxiome

[Vi=wy A A vpo=w,] = t=t
(avect = op(ty, . ..,ty) ), les trois conditions du “SI” soienf nfiées :

O éwly(v;) = éwaly(w;) pourtouti=1..n

O ilexiste a;---an (OOk-Frmy) tels quet; 17‘1(50,(,2) aj pourtoutj=1..m.

O il existe a élément de Ok-Frmy tel que t' v (S 2) @

On en dduit que, pour toute algpee Z dand-:

o éwlz(v(vi) = éwlz(v(w;)) pourtout i
[Ceci par dénition mame de Y]

O ilexiste By---Byn (OOk-Frmy ) tels que v(tj) =oxz B pourtoutj.
[Il suffit de prendre g; =v(a;) ; le lemme 3nous assure que lg& sont des’l&ments de
Ok-Frm ]

O il existe g elénment de Ok-Frmz tel que v(t') =oxz B
[Il suffit de prendreB = v(a) ; le lemme 3 nous assure gadest’ @ment deOk-Frm; |

Maintenant, le fait que toute alge Z deF valide Ok-Ax nous assure queyy 7 satishit la propriee
“SI..ALORS” ; si bien que :

P(t) =oxz V() ie. t TH(=gz) T
C'est xactement ce que l'on voulait proav: la congruenceﬁ'l(EOK,Z) satisfait la proprieé
“SI..ALORS” ; et par consguent elle contiergq, y. Ce qui clot la preuve de ce¢émme. O

Pour terminerla validation deLbl-Ax et Gen-Ax est tres Smple aprouver :

Lemme 6 :
La X-excalgebre Y valideLbl-Ax etGen-Ax.
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Preuve :
Les axiomes debl-Ax ouGen-Ax sont de la forme :

[ty A At Oy A V=W A A V=W, =
ol la mnclusion est soit une appartenanema‘diquette, soit unégalité.
On veut prouver que pour chaque occurrence d’'un tel axiome dandey pfenisses sont vifiées
alors la conclusion est siiée aussi. Or si les pfenisses sont wrifiées dans Y dors elles le sont
dans toute ald®e Z deF, par ddinition mame de V. Il en Esllte que la conclusion estnfiée dans
toute algére Z deF (car les algbres deF valident Lbl-Ax et Gen-Ax). Et encore par diition de Y
on en dduit que la conclusion est kiiée dans Y.
Ce qui proue ce Emme.O

En recapitulant, nous venons dérdentrer que Y est unBPEG-algéore, et que par congeent elle
appartient da famille F. Par construction rivee de Y, ¢est neessairement le plus pefitéerent de
F ; doncF posseée un pus petit'éément ; ce qui clbla dénonstration des flueemes 2 et Bis.

Remarque 6 :

La SPECGalgére Y posSdant les propfigg@sde minimalitedéaites dans le tr@éme 2 est clairement
unique asomorphisme ps

Ceci est duwau fait que Y est n@ssairement finiment ‘ge&réeau dessus de X (sinon, on obtiendrait
une algére strictement plus petite en ne prenant que la partie finimaatégele Y). Du fait qu'elle
est finiment gréréeau dessus de X, le morphisme de X dans Y est toujours surjectif. Dlors, si

Y et Y’ sont deux telles algees minimale, il existe deux morphismdain de Y vers Y’, et 'autre
de Y’ vers Y; et leur compose est neésairement un isomorphisme sur Y (respextient sur Y’).
Donc Y est isomorphe'¥'.

2.3. OBJETSINITIAUX

Le theoreme 2 implique que AIgGEPEC) est GenSPEQ) posselent un objet initial. Il suffit de choisir
X=Ts.oxc dans I'moncedu theoreme 2, arec la relation binaire vide R=01.

Notation 3 :
On note Tgpec la plus petiteSPEC-algébre telle que Ts_gye < Tspec -
CetteSPEG-algdore existe, d'aprele theoreme 2

Tspec €st en fait I'algbre initiale de AIgEPEC) et Gen(SPECQ) :

Théoréme 3:
La SPECalgeire Tgpec est initiale dans AIGEPEC) et GenSPEC) .

Preuve :

Du fait que la relation binairR choisie pour @énir Tgpec est vide,Tgpec €st en fait la plus petite
2-excalgéore plus grande quEs.q,c qui valideSPEC,

Du fait queTs.qy est initiale dans Alg-ex0), Ts..xc €St en fait plus petite queute Z-excalgéore.
Pa consauent, Tgpec €St la plus petit§SPEC-algéore. Ce qui signifie que pour tousPEC-algéore
A, il existe un exception-morphisme d@igpec dans A.

Il reste ‘aprouver que ce morphisme est unique. Césillte du fait que tout morphisme enfrgpec
et A resulte de la factorisation de l'unique morphisme initial ey, et A.

Nous &ons donc prouveue Tgpec est initial dans AlggPECQ).

Il reste ‘aprouver queTgpec est initial dans GeSPEC) ; c'est adire queTgpec est finiment geéré.
Mais ceci est imridiat, car dans la ‘a@eonstration du tharéme 2, I'exception-algéere Y que nous
avons construite est un quotient de Xe aui se traduit ici par le fait quEspgc st un quotient de
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Ts.exe €t 6st donc finiment geéré. o

Exemple 12 :
Revenons da ecification des entiers naturels bosné\veloppes durant le chapitre Il (Exception-
speifications’). Sans la recopier ici, rappelons tout déenmades faits swiants.
Elle contient la sort@OOL (booleens), aec les opeations True et False usuelles, et la sortAT
(naturels), sec les opeations0, Maxint, crash sucg pred <, +, —, x etdiv. Les ¢iquettes d’'&cep-
tion sontNEGATIVE-VALUETOO-LARGE-NUMBERt DIV-BY-0-ERROR
Les delarations formedOk caracteisent les valeurs comprises en@ret Maxint Les Ok-axiomes
sont les axiomes habituelSadi@ant les opeations sur les entiers naturels. Les axiomésiqiietage
associenNEGATIVE-VALUEaux valeurs hgatives, TOO-LARGE-NUMBERaux termes retournant
des valeurs plus grandes duexint, et DIV-BY-0-ERRORA tus ceux de la forma div 0. Enfin les
axiomes @pénalises Eaupeaent tous les termexeeptionnels contenant une valeur trop grande dans
leur histoire mais dont I€ seltat final retourne dans les borr@sVaxint ceci en associant sa forme
normale aout calcul d’opeation dont le reultat est plus grand qudaxint Enfin, tous les multats
negatifs sont amalgmes avec la mnstantecrash toute division par O retournerash et ute
opéation appligue acrashretournecrash
Rappelons que Beeption-algere N[{crasi} déaite en &emple 5, chapitre IVest ddinie par:
pred(0) = ndiv 0 = crash, toute opeation appligue acrashretournecrash, e :
Nok = [0, Maxint]
NnecaTivenumser = {crash}
NrooLarcENUMBER = ]Maxint, +oof
Npiv-sv-0-error = {crash}
Nous aons prouve(chapitre IV) que cette xception-algere valide la spefication des entiers
naturels borhe; cest uneSPEC-algéore. En fait, elle est initiale dans ABPEC).
En efet, les axiomes ge&nalises @ les Ok-axiomes impliquent que, d’une part, tous les termes ren-
contrant une valeur gative dans leur histoire sont amalgyes avec crash et dautre part, tous les
autres termes sont amalyes avec leur forme normalesucc(0) (quelle soit Ok ou non). Il en
résulte qu'il existe toujours u-morphisme deN[{crasi} dans uneSPEC-algdore quelconque. Il
suffit donc de prouver que les sous-ensembliegietes de NO{ crasi} sont minimaux (afin que ces
2-morphismes soient de&sexcmorphismes). Mais ceci est clairementluie des axiomes dt&ue-
tage dd_bl-Ax, et de Ok-Frm.
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Chapitre VI :

Specifications hierarchiques

Dans le formalisme des types abstraits ladigeies, on”erit des speifications hiérarchiquesgrace a
la notion deprésentations Etant donfie we speification dga faite (dite prédéfinie), on peut la
complaer afin d’obtenir une Sp#ication plus riche. Ce “morceau de “sffieation” ajoufea la
speification praléfinie (SPEC,) pour en obtenir une autre plus gran&PEGC,) est appeleune
présentationau-dessus d8PEC,.

Du point de vue ‘seantique, les rapports entre IBREC,;-algdores et leSPEC,-algéres sont traite
grace adeux foncteurs :

O I'unvade Ag(SPEG,) vers AIgSPEC,), c’est lefoncteur d’oubli
O lautre va de Ag(SPEGC,) vers AIgSPEG,), c’est lefoncteur de syntlse.

Ces deux foncteurs ne sont pageiges I'un de l'autre (...ce serait trop simple ). Il sont en fad lie
par une propfi fonctorielle que I'on appelleddjonction(voir [Ber 86]).

Au cours de ce chapitre, nous allons d’abord nousdsser au foncteur d’oublidans le cadre des
exception-signatures, puis dans le cadfeégd des gception-speifications. Ensuite, nous allons
definir le foncteur de syntise associe e dénontrer qu'il est adjoint gauche au foncteur d’oubli.

1. LE FONCTEUR D’OUBLI

1.1. ENRICHISSEMENT DE SIGNATURES

Avant de traiter le foncteur d’oubli de AIBPEC,) dans AlgEPEC,), nous allons d’abord le" fiair
au nveau de deux signatures-exg [0 Z-exc, .

Définition 18 :
Soient Z-exg =<S§;,2;,L1> & Z-exg=<S5,,3,,L,> deux exception-signatures telles que
2-exg [ Z-exc . Lefoncteur d’oubliU de AlgE-exg) dans Algg-exc) est ddini comme suit

O Pour toutez-exc-algdore B=B,{B,}), U(B) est laz-exqg-algdre A=(A,{A }) suivante :

» A est le sous-ensemble @ecorrespondant aux sortes &g (c’est-adire que I'on
enleve les supports dB associs aix sortes dé&, — S;)
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e pour chaquétiguette | O L,0{Ok}, A est'@al au sous-ensemble @ associeaux
sortes des;, cest-adire queA est'@al a B, n A.

* les opeations dex; s’appliquent dané exactement comme dais
Il est immaliat que A est uneZ-exg-alg&ore.

O Pour toutZ-exg-morphisme u:B - B, U(u) est le Z-exg-morphismey, restreint ‘a
U(B) et corestreint &(B’).
U (u) est clairement uriz-exg-morphisme, ceci'seilte directement des figitions des ecep-
tion-morphismes, d&/(B) et deU(B’).

Voici un exemple simple de foncteur d’oubli :

Exemple 13:
Soit la signature suante deBOOL: Z-exg = <{BOOL}{ True,Falsé > ; & soit la signature suk
ante deNAT :
2-exc = X-exg+<{NAT},{ 0,succ,pred,e¢{ NEGATIVE-VALUE,TOO-LARGE-NUMBER
Consideons laZ-exg-algebre B= (NO{ crash}) 00{ True,False,Maybe avec
Bok = [0, Maxint] o'u'{True, False}
BnecamivevaLue = {crash}

BrooLarcENUMBER = ] Maxint, +oof
et:

pred(0)est’@al acrash
toute opeation avaleur entiere appli@eacrashretournecrash
eg?(crash,crash@cple True
eg?(crash,neteq?(n,crashgglentMaybe(n£crash)
les autres oprations agissant comme usuellement .
On constate qudB est uneX-exg-algebre finiment geérée(car mene la valeurMaybeest atteinte
par un terme fermeeq?(crash,0par exemple).
L'oubli de cetteX-exg-algdore B surla signature boOlnne 2-exg est la X-excg-algédore
U(B) = A = {True,False,Mayle avec Ao ={True,Fals¢. On constate que A n’'est pas
2-exg-finiment gmérée bien que B soit Z-exc-finiment gmérée (évidemment, le Mme
phenomeéne peut se rencontrer dans le formalisme classique (ADJ)).
Consideons maintenant lIa-exc-algeore B’ dontla description est presque |d me que celle de
B, sauf que B’ ne contient pas laleur boolenne Maybe & eq?(crash,n)=eq?(crash,n)=False
chaque fois qua n’est pas gal acrash
Il existe clairement uli-exc-morphisme u: B — B’ qui ernvoie MaybesurFalse(i.e. quirécupae
la valeur errohneMaybede B en la valeubk Falsede B’).
Le XZ-exg-morphisme U(u) est alors simplement le morphisme dérde,False,Maybe dans
{True,Falsétel que U (u)(False = U (u)(Maybé = False.

Nous venons donc de€ fildr le foncteur d’oubli de AlgE-exc) dans Alg&-exc). Comme dans le
formalisme classique (i.e. sans traitement d’exceptions) nous remarquons que ce foncteur ne peut pas
étre restreint aux cageries Gen(...) Plus exactement, on peut consielele foncteur d’oubli de
Geng-exg) dans Algg-exg), mais on ne peut pas le corestreindfea-exq).

Rappelons gutant donrie une ception-speification SPEC sur une signatur&-exg Alg(SPEC
est une sous-cajerie de Algg-exd. Nous allons maintenarituglier la restriction du foncteur
d’oubli aux catgories AlgSPEQ).
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1.2. LESPRESENTATIONS

Plus geéralement que I'enrichissement gption-signatures, on peut corisetedeux &ception-
speifications SPEC, et SPEG, telles queSPEC, est incluse (membre raembre) danSPEG, (en
particulier Z-exg est incluse danZ-exg). Le “morceau de Spdication” ajoutea SPEC; pour
obtenirSPEG, est appé€leine présentation

Définition 19 :
Soit SPEC, une exception-spdication. Uneprésentationau-dessus d8PEC, est un n-uplet
PRES = <S, % ,L, Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >
tel que :
S, n S estvide
2, n X estvide
SPEG, = SPEC, + PRES est encore une exception-sifieation.
Cette déinition est la Mmme que dans le cas classique. Ladfieation SPEC, est souvent appeaida
speification prédéfinie ; les sortes, apations et 8quettes d°RES sont souvent appede les sortes,
op@ations et #quettesd’intérét

Du fait que AIgEPEG,) est une sous-cagerie de Algg-exg), on peut consider la restriction du
foncteur d’oubli :
U: Alg(SPEG,) - Alg(Z-exq) .

Naturellement, ce qui nous imésse, c’est de corestreinddea Alg(SPEC,).

Théoréme 4 :
Pour touteSPEGC,-algéore B, laZ-exg-algére A=U(B) valide SPEC,.

Preuve :

La validation deOk-Frm ; résulte immaliatement du fait qu&k-Frm, est inclus dan®k-Frmg car
Ok-Frm est inclus dan€Ok-Frm,. De méne, la validation delLbl-Ax; et Gen-Ax; résulte
immédiatement du fait qu’ils sont inclus dahbl-Ax , et Gen-Ax, respectiement. Il suffit donc de
prouver la validation d®k-Ax .

Du fait que Ok-Frm, O Ok-Frmg il découle facilement que la congruenegy g N (Ts,(4)XTx,(a))
satisfait la propfi “SI..ALORS” de la proposition 1.

Il en resulte que =g o est incluse dansg g . Or la validation desOk-axiomes par B signifie que le
morphismeéval est compatible \a&c =g g , d'ou il résilte qu’il est en particulier compatibleex
=ok A ; donc A=U(B) valide les Ok-axiomes.

Ce qui cld la preuve du heoreme. O

Nous pouvons donc conside le foncteur d’oubli de AIGPEG,) dans AlgSPEC,). Rappelons que
I'oubli d’'une SPEC,-algébre finiment geéréen’est pas heessairemensPEC, -finiment gemérée

Voici un exemple de pteentation, celui des tableaux bosn®©n pourra en trougr d'autres dans
'annexe 3

Exemple 14 :

Soit SPEC,; une speification des entiers naturels bosné des boolens, aec les opeations “<” et
“eq? . On peut speifier lestableaux borhgd’entiers naturels bofisemmme suit (on supposera que
la borne des tableauklaxrange est plus petite que celle des entidvigxint) :

S = { ARRAY}
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2 = { Maxrange,create, [ .=, [ 1} (ave les arits isuelles)

L = { NEGATIVE-RANGERANGE-TOO-LARGENOT-INITIALIZED }

Ok-Frm : create 0 Ok-Frm
t JOk-Frm .4 nOOk-FrmU

t[i]l: = n O Ok-Frm
A 10Ok-Frm ~ i < sucdMaxrangg =Trueg 11

Ok-Ax: eqg?(ij=False = (t[il:=n)[jl:=m
(t[il:=n)[i]:=m
(t[i]: = mIi]

Maxrange

(t[j]:=m)i]l:=n

tfil:=m
n

Sucd\/laxrange(o) (4)

Lbl-Ax :

create[i] O NOT-INITIALIZED

(t[j]: = M[i] O NOT-INITIALIZED
tlii ORANGE-TOO-LARGE

t[i]: = n O RANGETOO-LARGE
tfil ONEGATIVE-RANGE

t[i]: = n O NEGATIVERANGE

t[i] ONOT-INITIALIZED ~ ed?(, j) = False
Maxrange<i = True

Maxrange<i = True

i ONEGATIVE-VALUE

i ONEGATIVE-VALUE

R

Gen-Ax : ... recup@ations, ad libitum ...
Pa exemple, si I'on veut reupaer I'acces aun tableau errohepourvu que la dernie valeur afectee
au rang en question s@k, on peut speifier Gen-Ax comme suit :

eq?(i,j) =False = (t[i]: =n)[j]
n 0Ok ~ OgjsMaxrangg =True =  (t[j]:=n)[]j]

t[i]
n

Si I'on prdére réaupaer directement tout tableau ayantuame valeur erroh® aun certain rang,
mais ensuite une vale@k au nmene rang, il suffit de spfier :
nOOk = (t[il:=X)[il:=n = t[il:=n

2. LE FONCTEUR DE SYNTHESE

2.1. DEFINITION

Le foncteur d’oubli permet, partant d'uis®EC,-algebre, de ne conserver que la partie de sa struc-
ture concernant la signature” gédinie. Le foncteur de syntbe permet au contraire, partant d’'une
algebre pradéfinie, de la “compler’” de maniee mnimale pour obtenir un8PEGC,-algéore.

Le foncteur de synflse est ddini d’'une maniee trés smilaire au cas classique.

(4) 'exposant Maxrange est conside2 ce manige méta dans le second membre de cétijaation, il signifie I'appli-
cation de 'opeationsucc Maxrangéois.
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Définition 20 :

Soit PRES une pfeentation au-dessus de Ameption-speification praléfinie SPEC,. Soit
SPEG, = SPEC, + PRES

Le foncteur de synttse de Alg(SPEC,) dans AIgSPEG,), notéF, est ddini comme suit :

0 Pour toute SPEC;-algeéore A, on peut consideer la Z,-algdre Ty, comme une

2 -exg-algdore en posant :
Ts,a, = A, pour toute gquette |; 0L ,0{Ok}
Ts,a,, = O pourtoute'équette |; OL, L,
(rappelons qué, et par con$guent chacun ded, , est un sous-ensemble dg ) lui méme
inclus dandl's,p))
D’autre part, puisqufs,a) est un sous-ensemble e, ; on peut consideer la relation
binaireR surTs, ) définie par :
tRt sietseulementsiett’ 0Ty a etérala(t) = évala(t’)

(ouéval, est le morphisme di@luation deTs () dansA).
Pa définition, F(A) est la plus petiteSPEC,-algébre compatible wec R telle que
Ts,a < F(A); cetteX-exg-algdore existe d'apre le theoreme 2 du hapitre V pfeédent.
Ceci signifie queF(A) estégale au quotient d&;s ) par la plus petite congruenceg spec,
contenantR et telle que (Ts,n /=rspec,) » MUNie des sous-ensembleeetes minimaux,
valide SPEG, .

O Pour toutz-exg-morphisme entre deu&PEC,-algeores
v: A 5 A
F(v) est I'uniqueX-exc-morphisme dé(A) dansF(A), déduit du Z-exg-morphismey :
Vi T~ Tam
(F(v) existe carF(A) estle plus petitjuotient deTs, ) tel queF(A) soit uneSPEC,-algébre,
etF(A) est uneSPEG;-algébre).

Exemple 15:

Soit la NAT+BOOL)-algébre A= ({crasit ON)O{ True,Falsé .

Si I'on considee la pésentation des tableaux bosabnne dans I'exemple 14 pfeécent, la
(NAT+BOOL+ARRAY-algdore F(A) estdecrite comme suit :

O Les tableauxOk sont les tableaux au sens usuels, nayant ¢ge des affectations dé&rents
Okentre les borne@...Maxint
(Si I'on considee le ceuxiame jeu d’axiomes geeralises de 'exemple 14,alors les tableaux
Ok contiennent aussi ceux ayant subi dans leur histoire deetatfon errohe nmais ‘@rase
ensuite par une vale@k).

O Les tableaux erromseont :
+ tous ceux ayant subi une affectation de valeur éerduee propagation d’erreurs)

e tous ceux ayant recune affectation ain rang rigatif, auquel cas le sous-terme corre-
spondant aette affectation’ngond al’étiquette d’exceptioNEGATIVE-RANGE

» tous ceux ayant recwne affectation” ain rang supeeur aMaxrange auquel cas le
sous-terme correspondant cette affectation q@ond a I'étiquette RANGE-TOO-
LARGE
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O Des valeurs erroms ont &é goutees aux sortes prééfinies :

» tout accs aun tableau erroheetourne une nouvelle valeur erfends orte NAT
(amoduler en fonction du type déageation speifié par les axiomes geralises)

e tout accs tors des bornes d’'un tableau retourne une nouvelleuy qui répond a
I'étiquette d’exceptioNEGATIVE-RANGBURANGE-TOO-LARGEelon le cas

» de méne tout acce aun rang non initialiSed’'un tableau retourne une nouvellaleur
erronee, éiquetes par NOT-INITIALIZED

* ces nouvelles aleurs de sorteNAT induisent "aleur tour de nouvelles aleurs
booleennes errohes (via les opeations eg? et “<”

Bien su, on aurait pu choisir les axiomes igeralises e manigre aamalgamer toutes les nou-
velles valeurs errores de ®rtesNAT sur la constanterash ou au ontraire les reupaer sur

0 ...etc ...si bien que I'on n'ajoute alors aucune nouvelle valelUdéfieie errorie. Notons
cependant que Tm®e sans cela, la peentation ARRAY est intuitvement sufisamment
complde, car notre pntation speifie suffisamment diquettes d’exception pour que les
nouwelles valeurs enties ou bodlennes soient errds (nous wyons donc sur cetxemple
gu'il faudra redénir la notion de suffisante conplele).

2.2. ADJONCTION

Nous denontrons ici que les foncteurs d’oubli et de systhsont adjoints le foncteur de syntlse
est adjoint ajauche au foncteur d’oubli (et par cégsent, le foncteur d’'oubli est adjointdeoite au
foncteur de synttse).

Théoréme 5 :

Soit PRES une pfeentation au-dessus de Xweption-speification preléfinie SPEC,. Soit
SPEG, = SPEC, + PRES.

Le foncteur de synftse F: Alg(SPEC,) - AIg(SPEG,) est adjoint agauche au foncteur d’oubli
U: Alg(SPEG,) - Alg(SPEQC) .

Preuve :
Rappelons que ceci signifie que pour to8REC -algdore A, et pour toute SPEC,-algdore B,
Homspec, (A, U(B)) estenbijection naturelleavee Homgspec, (F(A), B) .
On noteraAG (Adjonction Gauche) I'application quawdans le sens :

AG: Homgpec, (A, U(B)) - Homgpec,(F(A), B)
et AD (Adjonction Droite) celle qui & dans I'autre sens. Rappelons encore bjjection natuelle
signifie 2 conditions :

O nhaturelle en A :
pour toutSPEC,-morphismeu: A - U(B), et pour toutSPEC,;-morphismea: A - A’
ona:
AG(uoa) = AG(u) o F(a)

O naturelleenB:
pour toutSPEC,-morphismev : F(A) - B, & pour toutSPEC,-morphismeg: B - B',
ona:
AD(Bov) = U(B) o AD(v)
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(Pour plus de pasions, se reporter [dMcL 71)).
Nous allons construire cette bijection en trdepes :

{ A - u®B) }

{ Tsm=U(5m) - UB) } (compatible avec R)

{ T, R B } (compatible avec R)

{ FA) =(Txa/=rsrec,) - B }

O Homgpec (A, U(B)) est en bijection\ec I'ensemble deg-exg-morphismes df5, 4 dans
U(B) compatibles ec la relationR sur Ts (4 (il s’agit de la relatiorR de la déinition 20).
Ceci raulte du fait quéTs, 4 est laX;-algébre libre au dessus dfe et que les sous-ensembles
étiquetes e Ty, () SONt Minimaux.

Cette bijection est naturelle en:Al est bien connu que les constructions libres sont
naturelles, or nous nous sommes contedtgasser de A 35, (a).

De plus elle est naturelle en B de mamienmediate, puisque I'on n'a pas modifia com-
posante de B dans ceftayge.

0 L ensemble dek-exg-morphismes dé@; , dansU(B) compatibles eec la relationR est en
bijection arec I'ensemble de&-exg-morphismes df5 s dans B compatiblesvec la rela-
tion R.

Ceci resulte du hit que, puisquds, ) est la plus petit&-exg-algeore contenanty, (a), On
peut deluire un unique morphisme dg, ) dans B gartir de chaqu&-exg-morphisme de
Ts,n dansU(B). Lapplication irverse est simplement obtenue eaisént un oubli, car
U(Ts,8) =T a) -

Le fait que cette bijection soit naturelle en A est clair car le passabg gea Ty, est une
inclusion ;elle est naturelle en B pour la’me raison (le passage d§B) aB est une inclu-
sion).

o Enfin, 'ensemble deE-exc-morphismes dé&y, s dans B compatiblesvec le relationR est
en bijection @ec I'ensemble de&-excg-morphismes dé&(A) dans B simplement parce que
F(A) est par d&nition le quotient dél5, 4 par la plus petit&sPEC,-congruence compatible
ave R, et que B est unSPEC,-algédore.

Cette bijection est naturelle en B, puisque I'on n'a pas nmiddifiemposante B dans cette
dernige dgape.
Elle est aussi naturelle en A parce que le diagrammargugst toujours commutatif ;
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F(A)  -AG(w) - F(A)

O O
| =rspEec, ! =R spec,
| |
Ts, —a - Ts,a)

La commutatiité de ce dagramme teulte de la minimalitede la @ngruence de gauche et de
la compatibilitede celle de droite aec SPEG,.

Ceci cld la dénpnstration de notre tlheeme. O

Nota :

Une denonstration beaucoup plus courte de ceotbree se touve dans [BBC85]. Elle utilise un
lemme puissant de la thrée des cdtgories :le lemme de Yoneda ([McL 71], IIl.2 ou IV.1). Ici, la
place ne noustent pas (trop) compéemieux valait en éire une dmonstration “ala main”, car elle
nous permet de comprendre dans leaileomment est he I'adjonction entreU et F : il s’agit
essentiellement d’'une construction libre (de a Ts,x) suivie d'un quotient par une congruence
minimale compatible #a fois avec A et avec la Pecification SPEGC,. Le lemme de Yoneda, par sa
puissance, laisse ce fait dans 'ompet cache du mee coup les motiations intuitves qui ont con-
duit ace réaltat. De plus, il utilise certains conceptsafigues de la therie des cdtgories que nous
preférons ‘earter dans la mesure oous ne les utilisons pas ailleurs.

Remarque 7 :
Le theoréme précédent nous assure que pour to8REC, -algdore A, et pour tout&PEG,-algebre B,
Homspec, (A, U(B)) est en bijection naturelleec Homgpec, (F(A), B).
En fait, pour les types abstraits diggues aec une vision initiale, un seul cas $reestreint de ce
résultat nous inteesse (voir [BeB6]): c’est la cas OUA est lalgéore initiale Tgpec, , et
B=F(Tspec,). Dans ce cas, le theme précédent nous assure que Hepac (Tspec,, U (F(Tspeg,)))
est en bijection naturellevec Homgpec, (F(Tspec,): F(Tspeg,)). D’autre part, le dit que F soit
adjoint agauche au foncteur d’'oubli, nous assure GU&spec,) est ggal al'algebre initiale de
Alg(SPEG,), Tgpec, - Si hien que l'on obtient Homspec (Tspec,: U(Tspec,)) €st en bijection
naturelle aec Homspec, (Tspec,: Tspec,)-
La encore, seulement urigdtat restreint de ce fait nous inésse : Horgeec, (Tspec,: Tspec,) CON-
tient en particulier le morphisme identer Tspec, , QUi est donc assoce manige nique &ec un
morphisme d&l spec, dansU (Tspec,). Ce morphisme s’appelle faorphisme d’adjonctioassociea
Tspeg,- On le rote habituellemerithqu :

Itgee & Tspec, = U(Tspeg,) -
Voici intuitivement pourquoi ce morphisme est important :
lorsque le foncteur de synteeF agit sur l'algdre Tgpec, il effectue intuitvement la construction
minimale au-dessus depec, qui permette d’enrichilspec, €n accord ec la présentationPRES |
se troue tout naturellement que cet enrichissement gat al'algébre initiale de la spafication
SPEG, = SPEC, + PRES. Lorsque I'on veut “retrouver” la structure’piédinie apre que la pfeen-
tation PRES ait agi, on ne peut leafre que via le foncteur d’'oublU. On dtient donc la
SPEC;-algebre U(Tgpec,), et non laSPEC;-algdore Tgpec,. Cette algére U(Tspec,) N'est pas
necessairement isomorpheTape, : il se peut que la preentationPRES ait “abimé Tgpec,. Cest la
que le morphisme d’adjonction dgpgc, dansU (Tspec,) prend toute saaleur :c’est lui qui permet
de mesurer les modifications subies Pasec, au cours de cette manipulation.
On comprends ainsi I'importance d’'unéremtique possiant une foncteur de synteajoint a
gauche au foncteur d’oubli dans tout formalisme des types abstraitzigiges. C’est I'adjonction

gui permet de construire ce morphisﬂngpm ; et par voie de conspience, c'est elle qui permet de
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donner une ‘seantiquehiérarchique utilisable.
Nous ferons donc largement usage de ce morphisme d'adjomﬁsl;qundans le chapitre sant.
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Chapitre VII :
Consistance hiearchique,

Suffisante compléude

Lorsque I'on speifie une pfeentation au-dessus d’une’sifieation preléfinie, on est souvent amene
a \eifier que cette prentation “n’abime pas” la structure “piédinie. Cette vafication peut se
moddiser au mgen de deux concepts$a consistance himrchique et lesufisante compkede Nous
avons d¢a remarquecombien ces notions sont utiles pour prexipar exemple, qu’une implmenta-
tion abstraite est correcte. Dans ce chapitre, nous montrons comment on {auit tad®nsistance
hiérarchique et la suffisante complde dans le cadre desception-algeres. Nous ferons lgement
usage de ces notions dans la partieasté sur I'implenentation abstraite en ence d’exceptions.

1. LA CONSISTANCE HIERARCHIQ UE

Rappelons que la @eition classique de la consistance rhrehique signifie que deuxakeurs
préedéfinies ne daient pas™&e amalgmess par la pfesentationPRES Ceci se traduit par le fait que le
morphisme d’adjonction, dBspgc, dansu (Tspec,), doit &re injectif.

Avec traitement d’exceptions, on veut biefr sussi modéser le fait que deux valeurs "piéfinies
distinctes ne deent pas“&e amalgmees. Rar consquent, pour qu’une psentation soit Higar-
chiguement consistante il faudra que le morphisme d’adjont:{gg@l soit injectif. Mais cela ne suf-
fit pas.

Il ne faut pas oublier gu'unexeeption-algere est une ald®e classiquanunie de sous-ensembles
étiquetes. Il nous faut donc aussixprimer une notion de consistance visvia des #@quetages
d’exception. Intuitvement, la notion de consistance relathent aux Bquettes d’exception est
claire : il ne faut pas que la fsentationPRES étiquette une valeur préfirie avec une ‘diquette
prédéfinie (del ;0{OKk}), alors que cette valeur et pas @quetee par elle aant (dansTspec ).

Rappel :notre syntag ne ontient aucun axiomes djalité entre d@iquettes, par corigaent on ne risque pas
d’amalgamer deux #quettes prdéfinies distinctes. La seule inconsistance possible est donc bien I'ajout
d’étiguetages de valeurs piéfinies.

Dire que I'on n’a ajouteaucun ‘diquetage prééfini a une valeur prééfinie s’exprime clairement
comme sulit :
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0O Pour toute aleur x 0 Tspeg, I Tqree,
est dga diquetees par | dansTgpec, -

(x) estdiquetee par | dansU(Tspec,) seulement six

Notre ddinition de la consistance @ chigue est donc expriren deux points :
O L united'adjonction I, . estinjectve

O Pour tout€ gquette | 0L ,0{Ok}, ITSPEq(TSPEqJ) = U(Tspec,)
(I'inclusion ITSPECI(TSPEQJ) OU(Tgpeg,)i est toujours Wefiee, car I7qpee, €St UN gception-
morphisme).

Il existe un moyen tiecourt d’exprimer ceci dans le cadre de ladtie des cdtgories, c’est la notion
demorphisme partiellement tractable:

Définition 21 :
Soit C une catgorie telle que I'image de tout objet par tout morphisme soit un objet xeapée,
dans AlgSPEQ), I'image d’'un morphismeu: A - A', est une sous-aldpee, u(A), de A).
Un morphisme
u: A - A deC
est ditpartiellement féractablesi et seulement si le morphisme corestreint
Hi A - u(A)
possée un nverse agauche :
gt ou(A) - A, prou=lda.

La proposition swante nous montre en quoi les morphismes partiellemdrdactables xpriment
parfaitement notre notion de consistancedrighique.

Proposition 2 :
Un exception-morphismeu: A—> A’ est partiellement’teactable si et seulement si il ésjectif et
pour toute #quette | OLO{Ok}on a:

“A) = AN ulA).
(remarquons que linclusioru(A) O Aln u(A) est toujours veafiée, par ddinition des gception-
morphismes).

Preuve :
Il est bien connu que gi est unZ-morphisme injectif classique, alors il existe un unigumor-
phisme iverse v de u(A) dans A .
Pa conseuent, nous dens uniquement pro@ que ce morphismeest en fait unexeeption-mor-
phisme. En d’autres termes, il nous faut prouver quitilfiee:
v(u(A)) O A pourtoutl OLO{Ok}
c’est-adire :
v(A nu(A) O A pourtoutl OLO{OK}

Mais ceci est exactemerquavallent a:

Anp(A) O uA).

Ce qui proue rotre proposition.0

Ainsi, on peut donner la’flaition suvante de la consistance” héechique pour lesxeeption-pfeen-
tations :

Définition 22 :
Une preentationPRESau-dessus de keeption-speification SPEC; est ditehiérarchiquement con-
sistantesi et seulement si le morphisme d’adjonctidn est partiellement “teactable dans

SPEC,
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Alg(SPEC).

Exemple 16 :
La presentation des tableauARRAY au-dessus des entiers naturels berme des boolens
(NAT+BOOL) (example 14) est hiarchiquement consistante. En effet :

O Le morphisme d'adjonction|cashinnmmue Faisey €St injectif car la preentation ARRAY
n'amalgame jamais deux entiers naturels ou tenslelistincts.

O La presentationARRAYN'ajoute aucuri tiquetage aec des ‘diquettes prdéfinies carlbl-Ax

ne concerne que lesiguettesNEGATIVE-RANGERANGE-TOO-LARGEt NOT-INITIAL-
IZED, et ron pas celles dNAT ; et de pus, en ce qui concern€ figuette Ok, la présentation
ARRAYN'ajoute aucune form®k de sorteNAT ou BOOL, donc elle n'ajoute aucunealeur
Ok predéfinie.

Pa contre, si I'on &ait ajouteun axiome d'giquetage tel que :

n>Maxrange = True == n OTOO-LARGE-NUMBER
alors la pfeentationARRAYNn'aurait plus”& Hérarchiquement consistante, car tous les entiefd de
compris entreMaxrangeet Maxint deviendraient  quetes par TOO-LARGE-NUMBERalors qu'ils

ne I'etaient pas nt (rappelons que I'on suppose ddaxrangeest plus petit qudaxint; en fait,
dans le cas olMaxrangeMaxint, la présentation reste consistante).

Il nous reste maintenantiaiter la suffisante comftigde.

2. LA SUFFISANTE COMPLETUDE

Dans le cas classique (sans traitementa#ptions), la suffisante coniplee signifie que la psenta-
tion PRES n’ajoute aucune nouvelle valeur dans les sortédéfirges. Elle s’exprime donc par la
surjectivitedu morphisme d’adjonctionl Toree, d€Tspec, dansl (Tspec,)-

Dans le caswec traitement d’'&ceptions, cette condition est un peu trop forte. En effet, si 'on con-
sidae 'exemple de la preentationARRAYau-dessus dAT+BOOL, on sapermit que de nouelles
valeurs ont’& goutees dans les sortes fuéfinies :par exemple les valeurs de sort¢AT obtenues
par un acte aune place non-initialise dun tableau ne sont pas des valeurs de {crasdh} ce ont
de nouvelles valeurs (erroes).

Il est pourtant clairement nessaire de pouvoir faire de tels ajouts de valeurs essab@s les sortes
predéfinies. En effet, on ne peut pas impos$ers de la spafication deSPEC,;, de gévoir toutesles
valeurs errones qui peuvent&e ajoutes lors d’enrichissements Uheurs quelconques.

Pa conseuent, il faut dénir la sufisante compleide aec traitement d’exceptions de telle mame
que les ajouts de valeurs erfesaient autorise La al la auffisante compleide doit"ére remise en
cause, c’est seulement dans le caBauajoute des valeurs qui ne sont pas €reene

Rappelons que les valeurs erremeont ddinies apartir des @quettes d’&ception :une \aleur
étquetee aée wne erreursauf si elle esOKk (i.e. récupaée ; e les erreurs se propagent implicite-
ment, sauf en cas déctgpaation. Ainsi, on constate que la non-suffisante cotagiereultera d’'un
manque de diaration d'diquettes d’exception. Ceci semble raisonnable cartigaettes d’'&cep-
tion modéisent des “diagnostics d’erreur”, par cogsent, une pra&ntation ne sera pas fshmment
compléde si fon ajoute des valeurs dans les sortesigiivies pour lesquelles on n'a’preaucun
diagnostic d’erreur.

La suffisante comptade doit donétee ddinie comme suit :
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O Une prfeentation sera suffisamment contplesi et gulement si I'image du morphisme
d’adjonction contient toutes les valeurs non-eresrie U (Tspec,). Ce qui signifie bien que la
presentationPRESne peut ajouter que des valeurs eresraans les sortes paéfinies.

C’est exactement ce que traduit [didiéion suvante :

Définition 23 :
Une preentationPRES au-dessus de keeption-speification SPEC, est ditesufisamment comple
si et seulement si le morphisme d’adjonctiby,. . satisfait la condition suante :

U[Tspec, ~Tspegerr ] U g (Tspec,) -
(o0 SPEC, = SPEC, + PRES)

Nota :

Ceci signifie exactement que la partieTdgec, relatve aux sortes preéfinies ne peut contenir que
des valeurgrronees en plus des valeurs que contenajadepec, -

Lorsque I'on‘erit “U[ Tspec, ~ Tspec,errI”» ON fait un abus de langage cdispec, — Tspec,err
n‘est pas unexeeption-algere (c'est seulement un sous-ensembld gg,), or nous @ons ddini

U comme un foncteur (il doit donc s’appliquedes eception-algéres en toute rigueur). Comme on
s'en doute bien, U[ Tspec, — Tspec,err |” €St €n fait un ars de notation pour“la partie de
[Tspec, — Tspec,err] relative aux sortes d8PEGC,;”.

Exemple 17 :

La presentation des tableauARRAY au-dessus des entiers naturels bsrre des boolens
(NAT+BOOL) (example 14)est sufisamment compte. En effet, les seules valeurs de s
ajoutees par ARRAYsont issues d'un acs@un tableau dans I'un des cas\anits (cf. @éemple 15) :

O un accs aun rang rigatif, auquel cas cette valeumpond al’étiquette d’exceptionNEGA-
TIVE-RANGE(et de toutedpon, cette valeur est gie e@ronee par le seul fait qu’elle mlte
d’un surterme d’une valeur gative aronee)

O un acce aun rang supgeur aMaxrange auquel cas cettealeur rgpond al’étiquette d'ecep-
tion RANGE-TOO-LARGEet est donc errone

O un acce aun rang qui n'a pasté initialise, auquel cas cette valeupoad al'étiquette
d’exceptionNOT-INITIALIZED, et est donc errohe

O enfin toutes les propagations issues des valeurgmes, qui sont donc deslsurs
errones par propagation implicite des erreurs.

On peut ajouter aette @umeation toutes les valeurs béelmes issues des opéions ‘eq? et “<”
appligues aux valeurs errohes entieres pfeédentes. Ces valeurs sont elles aussi éeopar propa-
gation implicite des erreurs.

Donc la pfeentationARRAYdonne en exemple 14 est suffisamment congle

Il n'en aurait pas'té ¢ méne si fon avait omis les axiomes dtEuetage relatifs auxtiguettes
RANGE-TOO-LARGHBuU NOT-INITIALIZED. En dfet, les aleurs issues de tels ascee fraient
alors niOk (car les axiomes ne leurs donnent aucune fdDikeni erronees (car elles ne rencontrent
aucun’équetage d'rception dans leur histoire). Dans ce cas, [@gr&tion n'aurait pasté suff-
isamment compte.

On remarque que rien n'est imposepropos des tuettes d’exception assobete aux valeurs
errones de ype tableaux. On y reviendra.
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Nous sommes maintenant aptegsiéfinir ce qu’'est une peentation “correcte”. On les nomme
usuellement les psentationgersistantes

Définition 24 :

Une preentationPRES au-dessus de beeption-speification SPEC; est ditepersistantesi et seule-
ment si elle est ka fois higarchiguement consistante et suffisamment comple

3. SUFFISANTE COMPLETUDE 'GLOB ALE’

On remarque que lors de la prewle la sffisante compleide deARRAYau-dessus dAT+BOOL,

rien n'impose de fournir unétigquette d’exception aux tableaux qui ne sont @&sPar exemple, on
pourrait n'associer aucundiguette d’exception aux tableaux ayant subit une affectation hors des
rangs P..Maxrangé; ceci ne nuirait pas‘messairement b auffisante comgleide de la praentation
ARRAY(dans le cas ou I'on capée les entiers issus d'aczévalides” dans ces tableaux).

On constate donc que le fait d’associer fisamment d’g@quettes d’exception” des valeurs xxep-
tionnelles de sorte non-mté&finie n'est pas du ressort de la suffisante comgée telle que nous
'avons ddinie (c’est bien naturel, car ce qui nous iatsait &it de ne pas “abimer” les sortes
préedéfinies ; les sortes d@RESn’ont aucun tbe ajouer ace niveau).

La mame remarque s'appliqué des cas aussi simples que ladfeation des entiers bofegsans
aucune notion de fsentation cette fois). La question qui se pose estlargei:

Lorsque 'on"erit une exception-speification, a-t'on speifié suffisamment d'gquettes d’'&ception ?
Pa exemple, ayant dgare (au moyen d€k-Frm) que les forme®k correspondent §0..Maxini,
rien ne nous obligeait gpecifier que les valeurs plus grandes ddaxint répondent al’étiquette
TOO-LARGE-NUMBER Dés lors, des valeurs telles qusucc(Maxint) ne seraient niOk
(puisqu’associes aaucune formeOk) ni erronee (car elles ne rencontrent aucurtjeette d'excep-
tion dans leur histoire). Ces valeurs smtompleement spefiées.

On remarque donc que I'on pelifitdr une notion de suffisante complde hors de toute precupa-
tion hierarchique. On peut “@i@ir une notion de suffisante complde de marni@ interne “aune
exception-speification.

Ce que I'on veut madiser, cest le fit que I'algdre initiale Tspgc associe aune eception-speifi-
cationSPECne contienne aucune valeur inconmetaent speifiée ; c’est-adire aucune aleur qui ne
soit niOk ni erronie. Nous appellerons ceci la suffisante comyte “globale” :

Définition 25 :
Une eception-speification SPEC sera diteglobalement suffisamment contplei et seulement si
son exception-aldee initiale veifie :

Tspecok U Tspecer = Tspec-
Ce qui traduit exactement le fait que toute valeur g}g.c est soitOk soit errorie.
Remarquons quélspecok €t Tspecer SONt toujours disjointes, par’fi@tion de Tepecer -
Lorsqu’une &ception-speification est globalement suffisamment congleon retroug la partition
en valeurOk et errories des pfeédents formalismes (aets dans le chapitre I, section 3).

Bien que ce point ne soit pas encogdé (par manque de temps), il déire possible de formaliser
une notion de “spfication gracieuse” pour laquelle la suffisante comule globale soit assige
Pa exemple, en ce qui concerne la sjfieation de I'opeation pred on est assurequ’elle est
complaement speifiée lorsque I'on”erit simplement :

pred(succ(n)) = n (dansOk-Ax)
puis :
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pred(0) O NEGATIVE-VALUE (dansLbl-Ax)
parce que tous les cas d'application de lratien pred qui peuvent crer une nouvelle erreur (iCi
appligue a0) répndent’aun message d’erreur (IiAIEGATIVE-VALUE Or on constate que I'on a
en fait suivi une rmbode de dévation par rapport aux constructeurs N&T (0 et sucq ; ce qui
releve des techniques’deloppes pour les pfeentations gracieuses [Bid 82].

Le resultat suvant prouve que pour construire uneeeption-speification globalement stisfamment
complée, il suffit d’ecrire d’abord une spfication globalement suffisamment contelee ontenant
que les constructeurs du type, puis de I'enrichécdes autres opations au moyen de fentations
persistantes.

Proposition 3 :

Soit PRES une pfeentation au-dessus de XA@eption-speification SPEC,, e soit
SPEG, = SPEC, + PRES

Si:

O SPEC, est globalement suffisamment contple

O I'ensemble des sortes d@RES est vide (i.e.PRES se contente d’enrichir 'ensemble des
op@ations agissant sur les sortesgéfinies)

O PRESest persistante.
alors SPEG, est globalement suffisamment coniple

Preuve :
Du fait quePRES ne contient aucune nouvelle sorte, I'oublest simplement l'identiteur les sup-
ports deTspec, - Par consquent, la consistance achique dePRESs’écrit
1o © Tspec, — Tspec, est partiellement teactable
Puisquel .. n'est qu’une inclusion, cela implique que pour touiguettel delL ,(0{Ok}, on a:
(1) Tspec, N Tspec, = Tspec,
La suffisante comptade dePRESs’ecrit alors :
(2)  Tspec,~Tspec,er [ Tspeg
Et le fait queSPEC, soit globalement suffisamment contglgécrit :
(@) Tspec,ok U Tspecer = Tspec
Pa construction des valeurs erf@sedune exception-algere, aucune valeur n'estla fois Ok et
errone. Par con$guent, on dduit de (2) :
(4)  Tspec,ok U Tspec,
On deluit alors de (4) et de (1) applicpeal=0k :
(5)  Tspec,ok = Tspeg ok
On remarque alors que, par construction de I'ensemble des valeurssmone exception-algére
(Aerr), il est croissant\eec les A, ou l; parcourtL et deroissant gec Aqy. En particulier, on déduit

de (5) et de (1) (&c A=Tspeg,) :

De (6) et de (2) il vient :
(7) TSPECZ _TSPECZ,err 0 TSPEQ _TSPEQ,err

(6) TSPEQ,err U TSPECZ,err

(3) implique alors
(8)  Tspec,~Tspec,er U Tspec, ok
et par (5) il fsulte que :

(9)  Tspec,~Tspec,er O Tspec,ok
Ce qui s'erit encore
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Tspec, U Tspec,ok U Tspec,en
Ce qui signifie qu&PEG, est globalement suffisamment cormple
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Chapitre VIII :
Les algdres

post-initiales

Nous allons voir dans ce chapitre quéenmesn siivant une approche initiale (comme nousdesébns
dans cette partie B), I'alppee initiale assoCie aune eception-speification SPEC (Tgpgc) Ne on-
vient pas toujours pour caradser la Senantique deSPEC. Une sous-classé dérement éargie de
Alg(SPEQ) constitue souvent un choix plus judicieunous la nommerons la sous-classe deep-
tion-algdorespost-initiales

1. MOTIVATION

Consideons une xception-speification SPEC. Nous aons remarquealurant le chapitre pegdent
gu'étant donfe wne presentation persistantequelconquePRES au-dessus dSPEC, I'action de
PRES sur l'algéore initiale Tspgc n'est pas nulle. En effet, nousveas quePRES peut ajouter de
nouwelles valeurs erroms dans les sortes dBPEC: I'oubli de la SPEC+PRES)-algébre initiale,
Uspec(Tpres), contient alord spec mais ne lui est pas isomorphe.

Il en resulte le fait swant : si I'on ddfinit successiement deux prantations persistant&RES; et
PRES, au-dessus dSPEC, rien ne proue que PRES, (par exemple) soit encore persistante au-
dessus deUspec(Tpres) - Ceci resulte clairement du fait quE spec(Tpres,) Nest pas isomorphe a
Tspec, €t que la persistance dRES, n'est ddinie que par rapport Bgpec -

Pourtant, il arie ouvent que I'on doie cnsideer successement deux preentations persistantes
au-dessus de la'me gpecification praléfinie. C’est parxemple le cas pour I'implaentation (par
ties A et Cde cette thee) : on considee dune part la preentation “fesidante” PRES, et d’autre part
la presentation’amplementerPRES; .

Rappelons que la correction d’une irmpentation repose essentiellement sucdasistance hiar-
chique et lasufisante compkeide De telles notions uniquement fil@es par rapport Halgébre ini-
tiale ne suffisent donc pas dans le cas d’'une’imgi¢ation &ec traitement d’exceptions, puisque
contrairement au cas sans traitemenkcéptionsUspec(Tpres,) Nest pas isomorphelalgebre ini-
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On conoit donc aiseent que I'ensemble des alwes de la form&)gpec(Tpres) (0U PRESest une
présentation persistante quelconque) est d’ufirétmajeur Nous allons maintenant nous attacher a
caracfeiser ces exception-algees particuliees.

2. CARACTERISATION

Soit SPEC une «ception-speification. Nous allons consider toutes les peentations persistantes
PRES au-dessus deSPEC. Notre but est deumeer les proprigés des eception-algéres
Uspec(Teres) que I'on peut dduire du fait que les psentationsPRES sont persistantes, c'estdire
suffisamment comjiset hiérarchiguement consistanteau-dessus dSPEC.

La consistance hiarchiqgue d°PRESau-dessus dBPECsignifie que le morphisme d’adjonction
Tspec  —  Uspec(Tpres)

estpartiellement fé&ractable

La consistance hiarchique signifie donc quBspgc est une sous-algee “pleine” deUgpec(Tpres)

(rappelons en effet que dans un€ gatie, les objets ne sont fileis quaisomorphisme ps. Ceci

signifie que d’'une parfspgc est incluse dandspec(Tpres) » & d'autre part pour chaqudiguette

| OLO{Ok} Tspec) est'®al aUspec(Tpres) N Tspec -

La suffisante comptade dePRESsignifie alors que
Uspec] Trres— Tereser] U Tspec-

c’est-adire que toutes lesaleurs non errores ce Tpres, de orte praéfinie, sont’ Enment deTgpec
(PRESnN’ajoute aucune valeur non erf@he
Rappelons que nousuelions les alg@es de la forméJgpec(Tpres) pour des preentations persis-
tantesquelconque®RES; c'est-adire que le contenu des’pemtationsPRESn’est pas connu a pri-
ori. En particulier nous ne pouvons pastdeminer exactement quelles sont les valeurs éesode
Teres car I'application du foncteur d’oubli ne mave pasTpreserr -
La seule chose que nous sachions (cf. chapitreeti¥ion 2) c’est que

Tereser N Tpresok = U
d’ou I'on peut alors tduire :

Uspec( Trresok) U Tspec
c’est-adire (car le foncteur d’oubli peerve I'étiquetteOK) :

Uspec(Trres)ok U Tspec-

Nous venons donc de€ mentrer que les aldrees “inteessantes” sont les alges telles que le mor
phisme d’adjonction

Tspec  —  Uspec(Teres)
est partiellement’teactable, et telles que la par@ vérifie

Uspec(Tpres)ok ! Tspec -
Nous nhommerons cette classe d’aigs les exception-algeespost-initiales

Définition 26 :
Etant donhe wne ception-speification SPEC, une eception-algbre post-initiale est uneSPECG
algdore, A O Alg(SPEQ), telle que :

O le morphisme initial

estpartiellement fé&ractable
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O la partieOk vérifie :
Aok O init(Tspec)

Ceci signifie exactement que la partie finimehtégéede A estisomorphe d’algebre initiale, et
que Aoy estincluse dans cette partie finimehérée

Proposition 4 :
Si A estuneSPEGC-algébre post-initiale alors :

Aok = init(Tspecok)

Preuve :
Pa définition : Ag, O init(Tgpec) ; €t init étant un morphisme partiellemeritnactable :

init(Tspecok) = Aok N iNit(Tspec)
d’ou la cnclusion. O

3. LES PRESENTATIONS STABLES

3.1. LESINSUFFISANCES DE LADJONCTION

Etant donhe wne eception-speification SPEC, nous \enons d'@&ablir que, mMene en slivant une
approche r®lument initiale, I'algére initiale seule ne suffit pascaracfeiser la $eantique assote
a la pecification SPEC. Nous deons consideer la sous-cagorie de AlgSPEC) formee desSPECG

algdores post-initiales.

Lorsque I'on consite 'approche hiearchique dans le cas sans traitement d’exceptions, la f#oprie
d’adjonctionentre les foncteurs d’oubligpec et de synthee Fpres (associe aune preentation
PRES au-dessus d8PEC) implique en particulier quEpres(Tspec) = Tpres - Ceci signifie que le
foncteurFpres conserve les aldees initiales Par contre, le foncteur d’oubll spec Ne consere pas

les algéres initiales en g&ral : Uspec(Tpres) N'est pas isomorphe Bspec €n geéral. La propriee

de persistanceest exactement cooe dans ce bt : Ugpe(Tpres) €st isomorphe dgpec Si et seule-
ment si la preentationPRESest persistante.

Dans le cas\wec traitement d’exceptions, si nous voulons maintenant une approctachigue
compatible wec toutes les algwes post-initiales, les proptés intéressantes requises pour une
présentation persistante deviennent clairement lesastés :

O Pour touteSPECalgére post-initiale A,Fpres(A) doit &re une SPEC+PRES)-algeire
post-initiale.

O Pour toute $PEC+PRES)-algébre post-initiale B,Uspec(B) doit @re une SPEC-algedre
post-initiale.

De la niene fagon que dans la cas sans traitement d’exceptions, la seconde firapréeassure par
une notion de persistance (la persistafoecte). Par contre, la prenie propriété, qui &ait automa-
tiguement satisfaite pour I'algee initiale par adjonction, n’est pas satisfaite pour toutes Iébrake
post-initiales (des contrexemples sont donrsedans les sections santes).
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3.2. LASTABILITE

Une ception-pfeentationPRES sera ditestablesi le foncteur de syntse préserve les algéres
post-initiales. D’apre la définition des &ception-algeres post-initiales, nous poors deomposer la
stabiliteen deux propri¢ésd’'une maniee smilaire ala ddompositioncompleéude/consistancpour
la persistance (qui concerne quastia le foncteur d’oubli).

Définition 27 :

Une preentationPRES au-dessus d’unexeeption-speification SPEC est dite Ok-complée si et
seulement si pour touteSPEGalgdre post-initiale A, la partieOk de Fpres(A) est
(Zspec + Zpres)-finiment geérée

Voici un exemple de preentation persistante qui, pourtant, n'est Pascomplee.

Exemple 18:
Consideons la speification SPEC=NAT (non borrie, avec les opeations0 et sucq. Consideons la
présentation TAS' avec les opeations

vide : . TAS
entasse: NATTAS - TAS

avee la dédaration de forme®k suivante :

vide 0 Ok-Frm
tO0Ok-Frm ==  entasse(X,t}JOk-Frm

et aucun axiome.

Cette pfeentation est clairement persistante au-dessudAdgaucune opetion de cible danslAT
et aucun axiome). Pourtant, elle n'est gagscomplde. Pour le constateil suffit de consideer la
NAT-algdore Z, munie deZy, =N . Elle est non-finiment gerée(les valeurs hgatives ne snt pas
atteintes par les 6pations deSPEC), mais elle est post-initiale car sa partie finimehiégéeest
écple aN et contientZ, . D'apres les delarations de forme®k, Frag(Z) contient en particulier la
valeur Ok entasse(-1,videui n'est pas finiment' gérée

Il est clair que I'on peut rehdeer ace desagrenent en remplaant la seconde ‘dkaration de formes
Okpar :

x OOk-Frm A t OOk-Frm = entasséx,t) O Ok-Frm
C'est ce qu’exprime le floeéme wivant, qui proue que I'Ok-compldude est syntaxiquement $re
facile aobtenir.

Théoreme 6 :
Pour qudPRES soit Ok-complde, il suffit que les deux conditions gaites soient satisfaites :

O pour toute delaration’éémentaire deOk-Frm pres:

t, DOK-Frm A -+ A t, DOk—Frmg
Ao X Ol A X, O0lyg =t OOk-Frm
ACVLT W, A A vpzwpg
toute variable apparaissant dam®it apparaitre dans I'un au moins des

O aucun axiome diguetage débl-Ax pres Ne conclut sur BquetteOk.
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Preuve :

Soit A uneSPEGC-algéire post-initiale quelconque. Bgsivement, par construction minimale du
foncteur de synttee Fpges, tous les terme©k de Ty sont'¢ééments deTs . ...(A,) - D€ Aus,
puisquelbl-Ax pres Ne contient aucun axiome relatif'@tiquetteOk, une valeur dd-pges(A) estOk

si et seulement si elle contient Of-terme dans sa classe. La conclusiaalte donc du fait quégy
est finiment gvéré lorsque A est post-initialen

Bien que ce th@eme ne burnisse qu’une conditiosuffisantepour assurer Ok-compldude, cette
condition est toujours satafe en pratique. En particulier tous le®raples d’&ception-pfeentation
fournis dans cette tbe sont Ok-complets.

Remarquons que@k-complaude n'impose pas quepres(A)ok SOit rdractable suipresok ; cette
proprigté ra implique par la “post-féractabilite :

Définition 28 :
Une prfeentationPRES au-dessus d’'unexeeption-speification SPEC est ditepost-rdractablesi et
seulement si pour tou®PEC-algébre post-initiale A, le morphisme initial

Inite,..«a © Teres — Fpres(A)
est partiellement teactable.

Voici un exemple de preentation persistante qui n’est pas pdstactable.

Exemple 19:

Reprenons la peentationTAS de I'exemple pfeédent, et ajoutons lui 'axiome” géralisesuivant :
succ(n) =0 => entasse(x,vide) = vide

Du fait queTyaTsTas NE contient aucune valeuf gaive dans la sorteNAT, TyartiTas N'ESt autre

gu’une structure de piles d’entiers (mais sangatms d’'acts aux piles). Consiti®ns de noueau

la NAT-algédore post-initialeZ avec Zg =N . La (NAT+TAS-algere Frag(Z) véifie succ(-1)=0; s

bien que notre axiome s’applique,Fetag(Z) est raduit a{vide} dans la sortdAS. Il en résilte que

cette pfeentation n'est pas posttractable.

Elle est pourtant persistante cae ®ntenant aucune opion de cible dan®AT, dle ne peut

induire aucune inconsistance ou incoftydie dan$\NAT.

Contrairement” d’ Ok-compleude, il semble difficile de fournir des conditions suffisantes simples
pour la post-rractabilite Par exemple, imposer que toute variable deSmisses apparaisse aussi
dans la conclusion des axiomes fwut rien: on peut obtenir la Mme inconsistance en remphat
'axiome :
succ(n) =0 == entasse(x,vide) = vide
par :
succ(n) =0 == entasse(n,entasse(x,vide)) = vide
et en ajoutant une opaion “detasséavec :
detasse(entasse(x,t)) = t
detasse(vide) = vide

L’ algdore initiale sera encore une structure de piles car elle ne contient aatemerigative, tandis
queFtag(Z) est reduite a{ vide} dans la sortAS.
Imposer que toute variable de la conclusion apparaisse dansrgssaene @ut pas plus la ques-
tion ; il suffit par &emple d’ajouter une tautologie dans leSmisses :

succ(n)=0~ succ(x)=x+1 => entasse(x,vide) = vide

De plus, les raisonnements par induction structurelle ne peuvefirgasileses puisque les algares
post-initiales ne sont pas finimentngeées. Rar contre, les raisonnements de type “remplacement
d’égal par'@al” restent valides.
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Posons maintenant lafddtion de stabilite

Définition 29 :
Une preentationPRESau-dessus de beeption-speification SPEC est ditestablesi et seulement si
elle estOk-complde et pst-rdractable.

Proposition 5 :

PRES est stable au-dessus 8PEC si et seulement si pour toug8PEC-algebre post-initiale A,
Fpres(A) est une SPECHPRES)-algédore post-initiale.

(résulte directement des firitions)

La stabilitedes algéres post-initiales via le foncteur de syrah€pres éfant assure par la proprieé
de stabilit§ nous allons maintenaritulier la stabilitedes algéres post-initiales via le foncteur
d’oubli : la persistance forte (suffisante contptie forte et consistance’ raechique forte).

4, LA COMPLETUDE SUFFISANTE FORTE

Définition 30 :
Une preentationPRES au-dessus de keeption-speification SPEC est ditefortement compte si
et seulement si elle estifisamment compiéeet stable

Remarquons que par filgtion mame, la complaude suffisante forte implique la cormplde suf
isante.

La stabiliteassure que le foncteur de syrdb& pres préserve les algéres post-initiales et rappelons
que la suffisante comfjlede signifie que toute nouvelle valeur ajeupar PRES a l'algebre initiale
Tspec est errone. Soulignons que la suffisante cormipilde ne concerne a priori que I'alge ini-
tiale ; n@nmoins nous\ans le faultat suvant :

Théoreme 7 :

Si PRES est fortement comple au-dessus dSPEC alors pour toutésSPECG-algébre post-initiale A,
la partieOk de Ugpec(Fpres(A)) estZgpec-finiment gaéré.Mieux : Ugpec(Fpres(A))ok €St ®al a
I'image deTspecok par le morphisme initial.

Preuve :
La stabilife assure que Fpres(A)ok est ‘@al a Initg (s (Tpresok) - Il en résilte que
Uspec(Frres(A)ok) est &gal al'image deUspec(Tpresok) Par Ie morphisme

U(Init) : Uspec(Teres) - Uspec(Frres(A)) -
Or la suffisante complede s’erit :

Usped( TPRES_TPRESerr) 0 ITSPEC(TSPEC)
et du fait que les valeurs err@sene nt pafOkelle implique :

Uspec( Teresok) U Ireec(Tspec)
éfant un exception-morphisme, il vient :

N _ Uspec( TPRESOk) = ITSPEC(TSPEQOk) _
Pa composition des exception-morphismes, la conclusion est acquise :

Uspec(Fpres(A)ok) = INity,.(Fores(A)(TsPECOK) T

I TSPEC
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5. LA CONSISTANCE HIERARCHIQUE FOR TE

Définition 31 :

Etant donhe we eception-speification SPEC, une &ception-pfeentation PRES au-dessus de
SPEC est ditefortement consistantsi et seulement si pour touBPECG-algdore post-initiale A, le
morphisme d’adjonction

la: A = Uspec(Fpres(A))
est partiellement’teactable.

Remarquons que cettéfidation est la mme que celle de la consistance’ tarchique “aceci pres
gu’elle concerne toutes les afges post-initiales, et pas seulement 'digeinitiale.

Il est c_Iz_:lir que I’algbre_ initie_lle Tspec st elle Mme wne algbre post-initiale, par congaent la
proposition swiante est immdiate :

Proposition 6 :
Si une pfeentation est fortement consistante alors elle est consistante.

Pa ailleurs, les pteentations fortement consistanteSsareent la feractabilitedes algéres post-ini-
tiales.

Théoréme 8 :
Si PRESest une preentation fortement hrarchiguement consistante au-dessuSEEC, aors pour
toute SPECG-alg&ore post-initiale A, le morphisme initial

INity g, (Fores(A) - Tspec —  Uspec(Fpres(A))
est partiellement’teactable.

Preuve :
La consistance forte assure que le morphisme d’adjonction
la: A - Uspec(Fpres(A))
est partiellement teactable ; et la post-initialitde A implique que
initA . TSPEC - A
est partiellement teactable. La conclusionr selte donc dudit que le compdsede deux morphismes
partiellement reactables est encore partiellemetitaetable. O

Voici maintenant unx@mple de preentation consistante qui n’est pas fortement consistante.

Exemple 20 :
Consideons la specificationSPEC=NAT+BOOL munie des ofrations true, falsg 0 & succ
habituelles, la dgaration de forme®k suvante :
true O Ok-Frm
false [0 Ok-Frm
0 O Ok-Frm
n OOk-Frm => sucdn) O Ok-Frm
les ensembles d’axiom&k-Ax, Lbl-Ax et Gen-Ax vides.
L’ algébre initiale Tgpec est'@ale aN{true,false} & No =NO{true,false}.
Consideons maintenant la psentationPRES au-dessus d®&IAT n’ajoutant aucune sorte, ajoutant
'opération eq?(_, ) définie par les axiomeganéralises (Gen-AXx) suivants :
eg?(0,0) = true
eg?(0,succ(n)) = false
eg?(succ(m),0) = true
eg?(succ(m),succ(n)) = eqg?(m,n)

Chap. VIII : Les algebres post-initiales



Partie B : Traitement d”exceptions - 160 -

Cette pfeentation est clairement harchiquement consistantgar contre elle n'est pa®rtement
hiérarchiguement consistante. Enfeg¢f speifier I'opération eq?(_, ) au moyen d’axiomes
géenéralises n'est pas judicieuxil est clair que ces axiomes sffent les cas “normaux” (c'est-dire
les cagOkK) et qu'il ne devraient pas s'appliquer aux cas exceptionnels ou’arrone
Pour constater que cette geatation n'est pas fortement consistante, il suffit de coreida
NAT+BOOL-algebre ZO{true,false} munie deZo, =NO{true,false}.
Du fait queeq?(_, )est speifiée par des axiomes ‘géralises, ceux-ci s'appliquent aussi aux
valeurs non©Ok et I'on obtient I'inconsistance suinte dan< :

true = eq?(0,0) = eq?(0,succ(-1)) = false

Il est clair que si 'opeationeq?(_,_ )await &é pecifiée par desOk-axiomes alor$?RES aurait ‘¢é
fortement consistante car d’'une part@saxiomes ne s’'appliquent qu’'aux tern@k et dautre part
la partieOk de toute alglere post-initiale est isomorpheNa1{true,false}.

On constate donc que la consistanceahn@hique forte est un crite res uile, plus séectif que la
seule consistance '@ chique, et qui permet des’ sifieations mieux structies. L'usage desxeep-
tion-algdores post-initiales est donc crucial.

6. LA PERSISTANCE FORTE

Définition 32 :

Etant donfe wne eception-speification SPEC, une eception-pfeentation PRES au-dessus de
SPEC est ditefortement pesistantesi et seulement si elle est fortement congpkt brtement con-
sistante.

Rappelant que d’'une part la cortplee forte implique la comfiiede, et d’autre part la consistance
forte implique la consistance, il efsodte que la persistance forte implique la persistance.

Remarquons que, paffddtion de la compleide forte, unexeeption-pfeentation est fortement per
sistante si et seulement si elle est suffisamment ctanglable, et fortement consistante.

La persistance forte permet détibales speifications structures ayant un comportement “sain”,
comme l'attestent les seltats dvers enonces d-dessous :

Lemme 7 :
Les foncteurs d’'oubli consesmttoujoursles morphismes partiellemeritnactables. Ce qui $®ence
encore : pour toute psentationPRESau-dessus dSPEC s u

u: B - B
est un SPEC+PRES)-morphisme partiellementtractable, alort) spec( )

Uspec(#) © Uspec(B) - Uspec(B')

est encore uBPEC-morphisme partiellementtractable.
(Resulte immaiatement des ‘dimitions)

Théoréme 9 :
Si PRES est une eception-pfeentation fortement persistante au-dessu$SHEC alors I'oubli de
toute SPEC+PRES)-algéore post-initiale est encore uS€EC-algéore post-initiale.

Preuve :
Soit B une $§PEC+PRES)-algédore post-initiale. Ceci signifie quBgy estZ(SPEC+PRES)-finiment
géenéré @ gque le morphisme initial :

Trres - B
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est partiellement teactable.
Prouvons d’abord qué) spec(B)ok estZ(SPEQ)-finiment geéré.Du fait queBg est finiment gréré
et que la partie finiment géréede B est isomorphe Boges, il résilte quelgpec(B)ok €st isomor
phe aUspec(Tpresok) - La compleéude suffisante d®RES nous permet alors de conclure que
Uspec(Tpresok) » €t DNCUspec(B)ok , est Z(SPEQ-finiment geere.
D’autre part, le lemme peédent impliqgue que le morphisme

Uspec(inits) : Uspec(Tpres) —  Uspec(B)
est partiellement’teactable. Mais la persistance BRES assure quelspec(Tpres) €st partiellement
retractable sufgpec ; par composition, il en est de"me pourUgpec(B) . Il en résulte quel gpec(B)
est post-initiale. O

Le theoréme précécent signifie que si une EentationPRES est fortement persistante, alors le fonc-
teur d’'oubli associeonsere les eception-algeres post-initiales. Sachant que la persistance forte
implique la stabiliteon constate que la persistance forte implique que led@dgeost-initiales sont
stables par les foncteurs d’oubli et de systhe

En particulier le foncteur de synttse suividu foncteur d’oubli preerve les algéres post-initiales :

Proposition 7 :

Si PRES est une preentation fortement persistante au-dessus dedjation-speification SPEC,
alors pour toutsSPEC-algdbre post-initiale AUgspec(Fpres(A)) est encore unBPEC-algébre post-
initiale.

(Immédiat)

Enonons enfin le thereme aiivant, qui sera utile pour traiter Id ulisation d’implementations
abstraites &ec traitement d’exceptions.

Théoreme 10 :

Si PRES, et PRES, sont deux preentations fortement persistantes, de signatures disjointes, au-
dessus d’'unexeeption-speification SPEC, dors PRES,; est encore une fwentation fortement per
sistante au-dessus d®REC+PRES)) .

Preuve :

Démontrons d’abord quéRES, est suffisamment compte au-dessus d&SPECHPRES, . Cette
proprigté re concerne que les algees initialesSTspecipres, €t Sa Synth@ Tspecipres +pres, 5 1l €N
résulte que toute valeur ajogmr PRES, dans les sortes &8PEC+PRES, est la classe d'un terme
ferme contenant des Opations de3pges, . Si ce erme ne contient que des “ogions de
SPEC+PRES, alors la suffisante comjilede dePRES; assure qu'il est soit erronsit congru aune
valeur praléfinie deTgpec. Si par contre il contient des opions dePRES, alors la suisante
compldaude dePRES, assure (reursvement) que s'il n’est pas finimentggé dors il contient une
sous-terme errdnela propagation des erreurs proawdors qu'il est errongou réaupeé, auquel cas
c’est qu'il est congru ane \aleur Ok donc Zspecipres -finiment gmeré (par stabilifede PRES,).
Ceci proue donc la complaude suffisante.

Il ne nous reste plus qu@&nontrer que pour touteSPEC+PRES,)-algéore post-initiale B, les deux
proprigéssuiantes sont efiées :

O Fpres,(B) est une$PECHPRES, + PRES;)-algébre post-initiale [stabilite

O le morphisme d’adjonction

I © B - Uspecieres (Feres, (B))
est partiellement’teactable [consistance forte].

Pour simplifier les notations de cetténmstration, notongbig la signatureZspecipres +pPRES, -
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Rappelons que

Frres,(B) = (Tspig) / [Fewi; U =spec U =pres, U Spres,] )
(munie des ensemblésiquetes mnimaux contenant le®)) ou [, U =spec U =pres, U =pres,)
est la plus petite congruence engérdmr :

O la congruencee,,, associe a1 morphisme d'galuation Ts_, ... () — B

O la congruencegpec engendre par les axiomes et darations de la spdication SPEC
O la congruencepres engendre par les axiomes et darations dePRES,

O la congruencepres, engendre par les axiomes et darations dePRES; .

Consideons lazbig-algére B, suvante :
Bi = (Tsvigw) ! [Zewal, U =spec U =pres] )
Du fait que la signature deRES, est disjointe de celle d8PEC+PRES, , il résilte que tout terme
contenant une Opation dePRES; est le seullément de sa classe daBg et n'est @quete par
aucune’gquette del specipres, J{OK} . Puisque B est unEPEC+PRES; -algdre post-initiale et
quePRES, est fortement persistant, ceci implique que le morphisme canonique
B - USPEC+PRESL(Bl)
est partiellement “teactable ;et puisqu’aucun terme contenant unerafien de PRES, n’est
étiquete ceci implique aussi qudspecipres, (B1) est une SPECHPRES; )-algdore post-initiale.
Enfin, par construction, et du fait qUgpecipres (B1) est un quotient de B, on a :
Fpres,(B) = (Bi/[=specU =pres U =pres,] )
Consideons maintenant I'aldee B, :
B, = (Bi/[=specU =pres,])
Le m@ame raisonnement prowvaue : le morphisme canonique
B - USPEC+PRE%(BZ)
est partiellement’teactable ; eUspecipres, (B,) est une SPECHPRES,)-algébre post-initiale. De
plus :
Fpres,(B) = ( Bz /[=specU =pres U =pres,] )
Mais puisque les sighatures BRES, et PRES, sont disjointes, qu®, valide PRES;, et que les
amalgames relatifs @RES, ont dga éé effectues ai niveau deBy, il en résilte qu’aucun nous
amalame issu dd°RES; ne peut deancher de nouvelle occurrence d’axiome Julatation de
PRES ; il en réailte que :
( B2/ [EZspec U =pres, U =pres,] ) = ( B2/ [=specU =pres] )
c'est-adire :
Feres,(B) = ( B2/ [=specl =pres])
Or, puisquePRES, est fortement consistante au-dessusSB&C et Ugpecipres,(B2) est post-ini-
tiale, Uspec(B,) est uneSPEC-algeore post-initiale. Utilisant de noeau le fait que les signatures
de PRES, et PRES, sont disjointes, on ‘digit que la partie dd=pres (B) relatve aix sortes de
PRES, est isomorphé & partie deB, relative aces mienes sortes et du fit quePRES; est forte-
ment persistance au-dessusSiREC on a :
USPEC+PRESL(FPRESZ(B)) est pOSt-initiale
et le morphisme canonique
Uspec(B) — Uspec(Feres,(B)) est partiellement teactable
Il en resulte, par recollement que :

O Fpres,(B) est une$PECHPRES, + PRES;)-algédure post-initiale

O le morphisme canonique (qui est donc le morphisme d’adjonction)
B - USPEC+PRES_L(FPRESZ(B))
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est partiellement teactable.
Ceci proue finalement qu®RES,; et fortement persistante au-dessusRHC+PRES,). O

Corollaire 1:
Sous les rfmes lypotheses que le thméme précécent, PRES, + PRES,) est fortement persistant
au-dessus dSPEC.

Preuve :

Pour tOUtESPEC'algé)re pOSt-initiale A, FPRESl+PRESZ(A) = FPRESZ(FPRESl(A)) . La perSiStance
forte dePRES, implique queFpgres (A) est une $PEC+HPRES;)-algdbre post-initiale, et le mer
phisme d’'adjonction est partiellementreetable. Le thareme précedent, appliqiea B=Fpgres (A),
conclut. O

Chap. VIII : Les algebres post-initiales



Chapitre IX :

Conclusion

Nous &ons montfedans cette partiB comment le traitement d’exceptions pétreantegré dans le
formalisme des types abstraits ‘dgques sans perdre les notions classiquesodgruencescongru-
ences minimale®bjets initiaux enrichissementgonsistance hiarchique et suffisante comptade

Nous &ons deeloppe:

O La modéisation des diagnostics d’exception au moyen éligpiettes d'&ception et des
axiomes d’'gquetage

O La delaration des valeur®k au moyen des’dfarations ddormes Ok
O Le traitement des c&Bk au moyen de®k-axiomes

O Le traitement des cas exceptionnels (incluant ‘leupeation) au mgen desaxiomes
généralises

O Lapropagation implicite des eaurs et ces exceptionsncluse dans ladiition des modes :
lesexception-algéres.

Soulignons que l'introduction désiguettes d’'&ception nous permet en particulier dé cfier des
récupaations “cas par cas” d'une mareesmple ; et que malgrees fcilités de pecifications nous
ne restreignons pas la puissance de igateon. Par xemple, nous n'gons introduit aucune restric-
tion sur les classes de mdeke pris en considation pour assurer Bastence d’'un objet initial et
bien que la plupart desx@nples fournis ici puissent s’orienter en des syste de réaiture corver-
gents, cette condition n’est nullement requise.

D’autre part, notre ‘seantique permet de prendre en compte beseption-algeres non finiment
géenérée (ce qui permet en particulier de traiter les questions d’enrichissement en ‘toéiaitg},
grace aune ide2 smple :

il faut bien distinguer letermes gceptionnelslesvaleurs aronées, et ette distinction est possible
méme aur les algbres non finiment g&rés gace ala technique consistant @availler dans
I'algebre des termesvac variables dans I'aldee (Ts(a)).

En fait, la plupart des saltats deeloppes durant cette partie reposent sur cette simple. i@ &
sens, le raultat le plus typique du formalisme desception-algeres est sans doute la propositibn
du chapitrdV, car c’est sur cette technique de construction de€ naastque desOk-axiomes que
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repose le traitement d'exceptiondeici.

Enfin, du &it que I'on peut ®ndre au casvac traitement d’exceptions les notions classiques de
presentations, foncteurs d’oubli et de syrdheconsistance hiarchique et suffisante complee, la
plupart des primities dassiques de structuration des gfieations peuventdcilement™&e dendues
aux eception-algberes. La partie suante (partie C) en est encore umemple : elle traite de
I'implémentation abstraitevac traitement d’exceptions.

Chap. IX : Conclusion
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Résumé de eette partie C

Cette partie montre comment on peifimie 'implémentation abstraite en mence d’exceptions, en
utilisant les formalismes d’impheentation abstraite et de traitement xad'eptions respestement
definis en parties A et B de cette she

Le chapitre rappelle tfs rievement les ides defs de ces deux formalismgtandis que les autres
chapitres derivent pas gpas comment traduirevec traitement d’exceptions |la”d&rche que nous
avons déa déaite sans traitement d’exceptions dans la partie A.

On constate que I'extension s’effectue sanicdité, que les preuves de correction d’'une ifmpés-
tation abstraite \&c traitement d’exceptions peuvent, éacore, ‘tre exprimées en ermes de st
isante compleide et consistance ‘ma&chique ;mais puisqu’il faut treailler au niveau des algares
post-initiales (pas seulement awesiu des algares initiales), il s’agit de consistance et contyade
fortes

Résumé
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Chapitre | :

Rappels

Ce chapitre rappelle tsdrievement les formalismes de traitementxeptions et d’implmentation
abstraite derits dans les parties B et A de cettesthe

1. LES EXCEPTION-ALGEBRES

Rappelons que nousans ddini lesexception-speificationscomme suit :
SPEC = <S,X,L, Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax >
ou:

O <SZ,.L> est uneexeption-signature c'est-adire que §,2> est une signature au sens clas-
sique, eL est un ensemble éliquettes d’exceptiomoddisant des diagnostics d’exception

O Ok-Frm est unedeclaration de formes Ok elle permet de denir (récursivement) I'ensemble
des forme®©k

O Ok-Ax est un ensemble @k-axiomes ils ne s’appliquent qu'aes termes que I'on peut
amalgamerec une formeOk, et ne taitent pas les termes exceptionnels

O Lbl-Ax est un ensemble a@xiomes d'dquetage; ils permettent d’attacheréaursivement, des
étiquettes d’exception eertaines valeurs des exception-iigs

O enfin Gen-Ax est un ensemble akiomes geéralises; ils permettent de Spiier les dvers
traitements exceptionnels (amalgames de plusieurs valeursermng&wpaations), ceci en
utilisant &ventuellement dediguettes d’exception dans leurs misses.

La senantiqgue des »xxeption-algbres repose sur une distinction fondamentale entreteleses
exceptionnelset lesvaleurs aronées. Rappelons en effet que, du fait gu’'tearmeexceptionnel peut
étre recup@é, ce n'est pas parce qu'il estaeptionnel que saaleurest automatiquement erraén
tel terme neessite alors un traitememntaeptionnel jl ne doit donc pastee traitepar lesOk-axiomes
(bien que sa valeur sditk) mais par les axiomes géralises.
Pa exemple, si I'on speifie le type interalle [0...17 . Le termesucc(10)est exceptionnel, mais on
peut poser la’@ipaation suwante danssGen-Ax :

succ(10) = 10
des lors, la valeur d’'un terme tel quered(succ(10))est ‘@ale ala valeur du termepred(10)
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(traitement gceptionnel desucc(10), c'est-adire a9. Du fait quepred(succ(10)kst exceptionnel (il
contientsucc(10), I' Ok-axiome

pred(succ(n)) = n
ne s'applique nullemenpred(succ(10)) n'est pagal a 10.

Rappelons enfin que nougoas denontrel’existence d’urfoncteur de syntlse (adjoint agauche au
foncteur d’oubli) associa toute pfeentation, ce qui nous a permis de fede de maniee alequate
les notions desufisante compkeide et deconsistance hiarchique. Enfin nous &ons degage une
classe puilégiée dexception-algéres \alidant une xception-speification (contenant entre autres
I'algébre initiale): les exception-algérespost-initiales L'usage desxeption-algéres post-initiales
permet de dienir la consistance hiarchique forteet lacompleude suffisante forfelont I'intérétsera
particulieement denontredurant cette partie C.

2. IMPLEMENT ATION ABSTRAITE

Le formalisme d'implenentation abstraite que nougoas deeloppedans la partié\ est fondesur
deux ides principales :

o Utiliser a la fois des opetions desynthee et des opeations dereprésentation Les
opaations de syntlee permettent de construire des “produits libres” dans des sortes
intermaliaires, dites sortegonstructives Les opeations dereprésentation permettent la
restriction aux produits”element utilises par I'implémentation, en faisant correspondre a
chaque termé anplementer I'ensemble des valeurs “construedl’ qui le repfeentent.

O Inclure explicitement laeprésentation de I'galité dans la description d’une implentation,
afin d’'identifier deux objets “constructifs” (i.e. deux n-uplets obtenus par lestmpe de
synthese) repfeentant le mme dbjet aimplementer.

Une implamentation abstraite est alors sifi€e au moyen de cing preentations :

Figure 1: Le “niveau des preentations” sans traitement d’exceptions
EQ: Ago
REP: S, -S,%-X,2rep, Arep
OPimpl: %;,Aop
C: Sc,2c,Ac
SORTIimpl: S, , ZsynTh
SPEG S, %0, Ao |

ou:

O SPEG =<$%y,2Zy,Aq> est la speification de la structure de doresedéja implementee dite
résdante, tandis queSPEC, =<S;,Z;,A;> est la speification a implementer e
P=<S % A> est la speification commune &SPEG, et SPEC, (P=SPECG,nSPEC,). Ces
speifications sont diteslescriptivescar elle derivent les propriéésconnues des structures
gu’elles speifient, mais nullement la manm“constructve” dont elles sont imphaentes.

O S, est 'ensemble des sortes “produit” synitees par les opeations de synttses de
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SsynTh - Sp est 'ensemble des sortesnstructivescar c’est au sein de ces sortes que nous
speifions “constructvement” 'implémentation abstraite.

O C estla composante caehglle facilite la speification de I'implamentation)

O 2, est une copie de I'ensemble desratiens ‘aimplementer ;les opeations dex; prennent
leur arifedans les sortes d& et non dansS; ; c'est pourquoiX; est appé€ld’ensemble des
op@ationsconstructivesLeur implanentation est dgite au moyen des axiomes d'implen-
tation des ofations Agp).

O Zgep est I'ensemble des opions de repmentation, etAgep speifie le fait que chaque
opeation deX, est repfeentee par une opeation dex;.

O enfinAgq est un ensemble d’axiomes sifiant la repfeentation de l'galitée.

Rappelons qu&gep et Agep Sont automatiquement digits de I'isomorphisme de signatures entre
celle aimplementer §,,,), et celle qui I'implenente 6;,%;). Par condguent une imglementation
abstraite peuttee textuellement caracisée par le quintuplet

IMPL = <p,Zsynth » C, Aop , Agg >
ou p est cet isomorphisme de signatures.

Le niveau senantique associa wune telle implenentation abstraite est alors partiCudiment simple,
puisque compdsé&un foncteur de synttse wuivi d’'un foncteur d’oubli :

Alg(SPEG) -  Alg(SPEC,+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ) - Alg(z,)
TSPECO - TEQ :TSPEC0+SORTimpI+C+OPimpI+REP+EQ - SEMupL

Ce formalisme nous a permis de fournir des Ege'simples” pour prouver qu’une iniphentation
est correcte (utilisant essentiellement la consistancarbiéque). Plus paisement, ces critees ne
reposent que sur la connaissance depheification de I'implémentation ;contrairement aux formal-
ismes d'implenentation abstraitexéstants, nos crites n'imposent pas une descriptiothaustve e
la senantique.

3. IMPLEMENT ATION ABSTRAITE AVEC EXCEPTIONS

Nous deons maintenanttendre cette dmition d'implementation abstraite au formalisme deseap-
tion-algdores.
Grossiegement, les desions qui nous incombent peuvéirteederites comme suit :

o “placer judicieusement” des ensembles d'etiquettes d’exceptipret(des delarations de
formesOk (Ok-Frm) dans cette description d’'une implentation abstraite

O “remplacer judicieusement” les ensembles d’axiomes desmegions preédentes par des
Ok-axiomes Qk-Ax), des axiomes dt@uetage I(bl-Ax ) ou des axiomes geéralises (Gen-
AX) [le “ou” est inclusif, bien Fi.

Les chapitres suants derivent notre formalisme d’'impleentation abstraitétendu aux xception-
algebres, et motient intuitivement les choix qui y sonaits. Nous suivrons la Tme démarche que
dans la partie A de cette tee:
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O

Définition duniveau textuel

Description dwniveau des pr&ntationsgui lui est associé
Description duniveau $mantique

Définition de lacorrectiond’'une implanentation abstraite

Rautilisation d’'implémentations abstraites.

Dans toute la suite, nouswadopperons I'eemple de I'implenentation dediles borries au mgen
destableaux borhe D’autres gemples d'implenentations abstraites/ec traitement d’'&ceptions
sont derits dans I'annee 4
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Chapitre Il :
Le niveau

textuel

1.

REVISION DU CONTEXTE

Lorsque I'on veut diénir une implenentation abstraite, on dispose dyate de deux spfications
algdoriques (non necessairement disjointes) :

O

la speification algdrique de la structure de doreseésidante(dga implemente), par exem-
ple celle des tableaux bos€ARRAY, des entiers naturels bom@NAT) et des ‘@énments
places dans les tableauxe(EM) ; on noteraSPEG, cette speification, qui est donc main-
tenant une exception-gpfcation :

SPECO =< SO y Zo , LO y Ok-Frm 0> Ok'AXO , Lbl-Ax 0> Gen'AXO >
[rappelons que cette Spfication est “descriptie” car elle derit les propri¢ésabstraites con-
nues de la structurégidante, mais ne fournit aucune indication sur la nranibnt celle ci a
étt péalablement implenentes]

la speification algdrique de la structure de doraseque I'on veut implenenter par exemple
celle des files bofms (QUEUE), des entiers naturels bOm@NAT) et des ‘éénments placs
dans les files et les tablealeEM) ; on noteraSPEC, cette speification

SPEC, =<S;,2;,L;,0k-Frm,Ok-Ax4, Lbl-Ax ; , Gen-Ax; >
[rappelons qUESPEC, est une spafication “descriptve’ car elle derit les proprieés que
I'on veut obtenir apre que I'implémentation soit faite, et non I'imfabeentation elle Mme]

enfin la “partie commune” entre ces deuxcfiEations (par gemple NAT et ELEM) est elle
méme une exception-spification, diteprédéfinie:

SPECG,NnSPEC=P=<S% L ,Ok-Frm ,0Ok-Ax,Lbl-Ax ,Gen-Ax>
Nous supposerons q@&PEG, et SPEC,; sont toutes deufortement pesistantesau-dessus de
P.

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions, pdaifispdimplémentation deSPEC, au
moyen deSPEG, nous utiliserons une Sgécation internigliaire (celle de I'implenentation) qui
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travaille sur une signature “construe#i’ i ntermeliaire (une copie de S, 2>, nofe <S;,3,>). La
correspondance entrSPEGC, et la speification internigliaire est assuee par les opeations de
synthee, tandis que la correspondance erRREC, et cette spafication internmigliaire est assuse

par lesopeations de reprsentation

Figure 2 : implementation abstraite = repr&ntation + synthge

Speification
descriptve
a implementer
(QUEUE, NAT etELEM)

—représentation-

Speification
descriptve
résidante
(ARRAY, NAT et ELEM)

opeations de
synthee
!

Speification
constructve ce
I'implementation

(QUEUE, NAT et ELEM)

Pour I'exemple de l'implenentation des files bofee par les tableaux bofsgles opeations de
synthese ont des opations de copies (une pour chacune des sbitdset ELEM) et tne opeation
produit (pour la sorteQUEUE) ; tandis que la repsentation est un isomorphisme de signatures
(<S,%;>-p - <S;,%; >). [Se reporter au chapitre Il de la patigour plus de tiails intuitifs].

2. DEFINITION

Le niveau textuel d’une implaentation abstraite est fil@it comme suit :
Définition 1 :
Uneimplamentation abstraitédans le cadre des exception-igs), note IMPL , est ddinie par :

< P, ZSYNTH y Ok-FI’m SYNTH C y OK'AX OP » LbI'AX OP » Gen'AXOp ' Ok'AX EQ Gen'AXEQ >
ou:

O p est unisomorphisme de signatures en8g &,> et <S;, 3,>

O ZsynTh €St 'ensemble des ogions de syntlee

0 Ok-Frm gynTy €St une Oearation de forme©k dans les sortes @&

O C estla composante cdehee l'implémentation abstraite

O Ok-Axgp est 'ensemble deSk-axiomes d’implenentation des opations

O Lbl-Ax op est 'ensemble des axiomes d’implentation desteuettes d’exception
O Gen-Axgp est 'ensemble des axiomesgealises dimplémentation des opations

O Ok-Axgq est 'ensemble deSk-axiomes de repeentation de I'galité
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O etGen-Axgq est 'ensemble des axiomesngelises ce representation de I'galité.

Toutes ces composantes de I'impkntation abstraite sont fileies pfeisement dans les sections

suivantes.
Intuitivement, par rapport dimplémentation abstraite sans traitement d’exceptioffmi@edans la
partie A de cette tfse, nous wons effectides geéralisations swantes :

O la repreentation est traduite par un isomorphisme de signatueastesment comme dans la
partie A

O nous &ons complé les opeations de syntlse ZsynTh) par des delarations de forme®k
(Ok-Frm gynTH) qui synthdisent les terme®k des sortes construess

O la composante cacbeera bien Suune exception-pientation

O nous &ons remplacées axiomes d'implkaentation des opations Agp) par les trois ensem-
bles Ok-Ax op, Lbl-AX gp et Gen-Axgp afin d’autoriser toutes les possibitek traitement
d’exceptions lors de I'impkaentation

0 enfin nous wons remplacdes axiomes de ref@entation de l'galité (Agg) par Ok-Axgq et
Gen-Axgq, permettant ainsi de Spiier la repfeentation de l'galité dans les cas “normaux”
aussi bien que dans les cas exceptionnels.

3. LA REPRESENTAT ION

Cette section dmit la composanteg” de IMPL .

La reprfeentation est modisee au moyen d'un isomorphisme de signatures enti®,Z;> et
<S,, Z;> exactement comme dans le cas sans traitement d’exceptisangira

O on noteS; une copie dé&,; ; S, est 'ensemble desbrtes constructivés pour chaque sorte a
implémenter s de SPEC,, on se @nne une sorte construgi S qui la repfeente.

O pour chaque opation aimplementer deSPEC,, op 0 X4, darité op: $,S,---S, — S, 0N ®
donne lopeation constructivequi la repfeente, op, dont l'arité est “translate’ vers les
sortes constructes : op. S;---S, — S, ol less et s sont les sortes d8, representant less,
ets, comme déinies plus haut. On noBg, I'ensemble de ces opaions construoties.

p est simplement I'isomorphisme de signatures ert®, >, > et <S,;,2, > qui fait correspondre
la sorte construate s 0'S; a chaque sorté amplementers 00 S,, et lopération constructieop 0 %,
a chaque opeation aimplementerop O Z;.

Une remarque s’impose ici :

Remarque 1 :

On peut se demander pourquoést un isomorphisme de signatures “classiquX)( et non un iso-
morphisme d’exception-signatureg,L ).

En fait, contrairement aux opions, les #quettes d’'&ception ne sont pas attdeleaune sorte
precise :nous &ons donnain exemple (les tableaux) pour lequel utteaette d’exceptionRANGE-
TOO-LARGH peut diqueter des valeurs de sortesf@iéntes ARRAYet ELEM). Par consguent,
contrairement aux dpations Op|p — 0Op) il n'est pas heessaire de renommer lésigeiettes
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d’exception [ |Fp — I) pour les appliquer aux sortes construeti(s).

Naturellement, si I'on tient, pour des raisons d’hofmégé, a ce que p soit un isomorphisme
d’exception-signatures, rien n'efge d'effectuer ce renommage. On pourra constater que-le for
malisme que nous’deloppons ici n'en est nullement affecte

Exemple 1:
Pour I'implamentation abstraite des files boeagar les tableaux bofsgla representation est I'iso-
morphisme de signatures gant :

QUEUE |p-» QUEUE nev Fo- new
NAT Fp- NAT add Fo— add

ELEM Fp- ELEM remove Fo- remove
first Fo- first

length Fo— length
0 I_,0—> ()
succ Fo- succ
... idem pour les opations deELEM ...

[l est inutile de renommer lésiguettes d’exceptionVERFLOW UNDERFLOW...).
L’ exception-speification descriptivedes files borhes (QUEUE) est donrie en annexe 3

4. LA SYNTHESE DES SORTES D’IMPLEMENTATION

Cette section dmit les composante&ssynty et Ok-Frm gynty delMPL .

Comme dans le cas sans traitemenkaBetions, les opations de syntlee ont ddinies comme
suit :

SsynTy €St 'ensemble despéaations de synttse : pour chaque sorte construai s 0S; , synh
contient une ofration qui la “synthise” <--->,:r;---r, —» §, ol les sortesr; sont des sortes
résidantes 0 Sp).

Naturellement, lorsque est une sorte ‘i@ implementes, s [0S (rappelons qué&yn S;=S n’est pas
necessairement vide), <> est en fait une opation de copie (< > :s - ).

Maintenant que les 6ptions de synttse ont ddinies, on sait que les sortéscontiennent des
n-uplets, ou des copies, des sortgs daplementess (es opeations <--->¢:rq---r, - Séfant des
op@ations “produit”,’@entuellement monocomposantes).

Cependant, on ne dispose d’aucune information quant aux n-@ketH est donc neessaire de
speifier quels sont les forme®k des sortes. Cest lale rble de la @daration de formesOk
Ok-Frm gynTH - Elle est déinie comme suit.

Ok-Frm gynTH €St une delaration de forme©k sur la signature<S,0S;, o0 synTh, Lo> dont les
declarations’&nmentaires

t; DOK-Frm A -+ A t, DOk—FrmB
A X Ol A x, 0,0 =t OOk-Frm
AOVIT W A A vpzwpg

sont telles que la sorte deest’éénment deS; et la sorte de chacun desouw; est'@énment deS,.
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Nous aons impodejue t appartienne ane sorte construste S,) : cest bien naturel puisque leib
de Ok-Frm gynTH €St de carattiser les forme©k des sortes construess.

Nous aons de plus impdseue les ‘quations des praisses des ‘atarations “&mentaires de
Ok-Frm gynTy NE concernent que les sortegadénplementees (S;). Ceci traduit le fait qu’ace
niveau, aucun axiome n’'est e concernant les sortes d® (on n'a pas encore Sgfié la
representation de l'galité ni les axiomes d'implmentation jpour I'instant, les k&nents de sorte dans
S, ne sont que des produits libregar condguent, les seulesgalités pertinentes que I'on puisse
tester sont celles concernant les sorfé¢a ideplementees (Sp).

Exemple 2 :
Pour I'exemple de l'implenentation des files par tableaux et entiers naturels, |ésatopes de
synthese ont les suiantes :

< _ ZELem - ELEM - ELEM
< _ >NaT - NAT - NAT
< _,_,_>nueve. ARRA NATMNAT - QUEUE

Intuitivement, une file sera impiegentee drculairement dans le tableau borhde <t,i, j >queue -
L'indice i pointera sur le premied@&mrent placedans la file, tandis que I'indic¢ pointera sur la
place oudoit &re ajoutele prochain’éément de la file. Par cohgeent, sii<j alors les’Enments de la
file sont ceux compris entieet (la file est vide lorsquisj) ; et si i>] alors les’Ements de la file
sont ceux compris entre et la taille maximale de la file, suivis de ceux compris entre I'indieg
(i inclus,j exclu).

Les delarations’&nentaires de forme®k sont par gemple :

e DOk-Frm = <e>g gy OOK-Frm
n OOk-Frm = < n>ggy OOk-Frm
t DOK-Frm ~ i OOk-Frm A~ j OOk-Frm = <t,i, ] >guepe 0 Ok-Frm

Ok-Frm gynTH Speifie alors qu’un terme de la formerq,...,r, >s est une formeék si et seule-
ment si chacun des est une form@®k.

Remarque 2 :
Pour chaque sorte de S, les delarations de forme©k concernant n’'ont pas aétre speifiées
explicitement par le concepteur d’'une immpientation abstraite. En effet, on peut construire automa-
tiquement les d@arations’&mnentaires des sortes piédinies :

x OOk-Frm == < x >4 0Ok-Frm

On peut penseiau vu de lexemple preédent, qu’il en est de fimee pour les sortes d&,; — S car,
dans la plupart desxemples, on sjmifiera les forme®©k comme suit :

r{ dOk-Frma - - - A r, OOk-Frm =  <ry,...,I, > OOK-Frm
Cependant, il est utile de pamiv speifier Ok-Frm gyn7y différemment pour certainsxemples ;
c’est le cas de l)@emple tres Smple suvant.

Exemple 3:
Il s’agit simplement d'implmenter le type intemdle [0...1Q (i.e. les entiers bofseavec Max-
int=10) au noyen du type intelle [0...20 . On a dors une opration de synthee
<_>0.10: [0...20] - [0...10].
Il est cette fois utile de pouvoir spiéer Ok-Frm gynty COMMe suit

i DOk-Frm ~ i <10=True => <i > 0] 0Ok-Frm.
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5. LA COMPOSANTE CACHEE

La composante cacb€ delMPL est déinie comme suit :

C est une exception-pgentation au dessus de
SORTimpl = SPEG, +< Sy, Zgyntr, Ok-Frm gynr, L1 >
notee: C=<S, 2, L, Ok-Frmc, Ok-AXc, Lbl-AX ¢, Gen-Ax:>

Exemple 4 :
Du fait que I'on veut implmenter les files de mamedrculaire dans un tableau, on auréademment
besoin d’une opation “modulo” sur les entiers naturels. Si cettérapjen n'est pas da pecifice
dansNAT, il nous faut la spafier comme une opation cache.
En fait, nous n'utiliserons I'opation moduloque pour calculersucc(n) modulo succ(Maxlength)
(ot Maxlengthest la longueur maximale d’une file). Pour simplifier les axiomes d’immgaiéation
qui vont suivre, nous allons donc plutgfinir une opeation cache “Next telle queNext(n)est gal
asucc(n)modulosucc(Maxlength)
Sc est vide.
2 contient 'opeationNext d'arité
Next : NAT - NAT

L estvide.
Ok-Frm ¢ est vide.
On supposera deNAT contient dga [lopération div (sinon, il suffit d’inclure [I'diquette
DIV-BY-0-ERRORIlans la composante caeha d'y specifier I'opérationdiv). Ok-Ax ¢ contient alors
I' Ok-axiome suwiant :

Nex{n) = sucdn) — (sucdMaxlength) x (sucgn) div suc§Maxlength))
Cet Ok-axiome s’applique toujours (caucc(Maxlengthp’est pas nul)Lbl-Ax - sera donc vide et
Gen-Axc est vide.

6. LES AXIOMES D'IMPLEMENT ATION

Cette sous-section fimit les Ok-axiomes d’'implenentation des opations Ok-Axgp), les axiomes
d’'implémentation desteuettes d’exceptionLpl-Ax op) et les axiomes g&ralises dimplémentation
des opeations Gen-Axpp), de I'implementation abstraittMPL .

Ces ensembles d’axiomes softigie comme suit.
Ok-AX gp (resp.Lbl-Ax op / Gen-Axgp) est un ensemble @k-axiomes (resp. d’axiomes digue-
tage / d’axiomes geralises) sur I'exception-signature :

< S$US0S¢, Z0Zgynth0Zc 0%y, Ly >
ils speifient I'implémentation des opations constructies ansi que le traitement exceptionnel s’y
afférant.

Exemple 5:

Voici par exemple les axiomes d’impieentation des files boreg par les tableaux bofse

Soit Maxlength la longueur maximale des files que I'on veut immater Les Ok-axiomes
d’'implémentation des opations peuventtee speifies mmme suit :
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isMaxlength = True = new = <t,i,i >queue
add(< e>g gy, <t,i, ] >queue) = <t[jl:=ei, Nex(j) >queue
eq(i,j) = False = FEmMovE<t,i, ] >queve) = <t, Next(i), j >queue
eq(i,j) = False = first(< t,i, ] >queue) = <ti] >eiem

length(<t,i, ] >queue) = < Nexi{((j + Maxlength) —i) >yar

Intuitivement, une file est impgentee drculairement sur la partie du tableau comprise eQtet
Maxlength Bien s, si la tille maximale du tableaulaxrange(}), est strictement iffeeure ‘a
Maxlength dors nous ne pourrons pas prouver que l'immatation est correcte (elle ne sera pas
valide). Remarquongue I'on implenente la longueur de la file vi§+i) modulo succ(Maxlength)
neanmoins nous @ivons [Next((j+Maxlength}i)] (qui lui est’gal), afin d'eviter le cas ouj-i) est
negatif (auquel cas il serait erromel’ Ok-axiome déinissaniengthne s’appliquerait pas).

Les axiomes d'implmentation destauettes d’exception peuvettre speifiés mmme suit :

Next(j) = i
X O OVERFLOW
=]

X O UNDERFLOW
=]

add(x, <t,i, j >queve) JOVERFLOW
add(x, X) O OVERFLOW

remové<t,i, | >queue) JUNDERFLOW
removéX) JUNDERFLOW

first(< t,i, j >oueue) DQUEUE-IS-EMPTY

RN

Les axiomes g®mlises dimplémentation sont \ddemment directement “dendants des
récupeaations speifiées cansSPEC,=QUEUE. Si aucune feupeaation n’est spefiée dansQUEUE,
alorsGen-Axgp est vide. Pour donner ungemple arec réaupeation, on peut imaginer le cas \&ui
ant.
Lorsque I'on ajoute unlémentx (avec add) a une file pleine (i.e. de longuetaxlength), on perd le
premier ‘éénment de la file @ant d’ajouterx (la file reste donc de longueltaxlent). Ceci peut par
exanple dre traduit dans la $piication descriptive de QUEUE par I'axiome deéralise de
Gen-Axgueye Suvant :
length(X) = Maxlength =  add(x,X) = add(xgmove(X))

L’ implémentation d’une telle ‘@peaation peut alors'tee constructivemenspeifiée mmme suit,
grace aux axiomes geéralises dimplémentation des opations deGen-Axqp :

Nexi(j) =1 = add(<e>g ey, <t,i,] >queue) = <t[j]: = & Nex{i), Nex{(j) >queue
(on deernine en effet que la file est pleine en testant si le successgunatiulo succ(Maxlength)
est’'gal ai).

7. LA REPRESENTATION DE L'EGALITE

Cette section dinit les Ok-axiomes QOk-Axgqg) et &xiomes deénalises (Gen-Axgg) specifiant la
representation de 'galité.

Ces ensembles d’axiomes softiie comme suit.
Ok-AXgq (resp.Gen-Axgg) est un ensemble Gk-axiomes (resp. d’axiomes mEalises) pouvant
utiliser toutes les dpations (et toutes I€giquettes d’exception) de I'impeentation abstraite.

(1) Ce tableau contient aloMaxrange+1places (on utilise le ran®).
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Pour notre gemple (avec ou sans la feupeaation derite precédemment), la repsentation de
I'égalitée peut @re speifiée mmme suit.

Exemple 6 :
Pour speifier la repreentation de l'galité associe al'implémentation des files bores deaite
précécemment, on peut Spifier Gen-Axgq vide, etOk-Axgq éaal a:
<t,i,i >queve = <t', K, K >queue
<t,0, ] >ouee=<t', K, | >queue & t[j] =t'[I] = <t,i, Nex{(j) >queue=<t', k, Nex{(l) >queue

Remarquons que les axiomeén@rlises peuvent dre utiles pour spefier la repfeentation de
I'égalité. Par exemple, si les axiomes’géralises e QUEUE (Gen-Axqueue) amalgament toutes les
files “UNDERFLOW sur une constant€RASH:

X O UNDERFLOW => X = CRASH,
les axiomes g®ralises dimplémentation des dpations Gen-AXxgp) traduisent ceci en :

X 0O UNDERFLOW => X = CRASH.
Des lors, pour spefier la repfeentation de legalite, on peut utiliser I'axiome geéralise de
Gen-Axgq suvant :

X OUNDERFLOW 4 Y OUNDERFLOW = X =Y

En ce point, nousvans ddini textuellement une impteentation abstraite pour le formalisme des
exception-algéres. Dans le chapitre sant, nous allons deire les pfeentations qui lui sont
associes.
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des presentations

Nous geéralisons comme suit le ‘meéau des preentations” d’'une imple@entation abstraite que nous
avions derit dans la partie A, chap. I, section 3 (rapgetns le chapitre | de cette partie) :

Figure 3: Syntaxe d’'une impieentation avec traitement d’exceptions

EQ: OKk-AXgqg , Gen-Axgq
REP: S, -S,%; -2, Zgep, Lbl-AX gep, Gen-Axgep
OPimpl: 3%, , Ok-AXop , Lbl-AX gp , Gen-Axop
C: Sc,2c,Lc,Ok-Frm¢ , Ok-Axc , Lbl-Ax ¢ , Gen-Axc
SORTimpl: S;, Ssynth » L1 —L , OK-Frm gynTh
SPEG : S, 2o, Lo, Ok-Frm g, Ok-AX g, Lbl-AX o, Gen-Ax,

Comme dans le cas sans traitemenabptions, SORTimpl est une preentation au-dessus de
SPEG, ; C est une preentation au-dessus &PEC, + SORTimpl ; ... etc ... ;et la description intu-
itive en est encore la mae :

O SORTimpl est la composante dg/nthee (produits libres ou copies)elle synthdise les
sortes constructes (S;) au noyen des op@tions de syntlse Zsynth). De plus, les formes
Ok de ces sortes construes nt caractdsees gace aux declarations de formesOk
(Ok-Frm synth). On lui adjoint les” #quettes d’exception @amplementer L, —L) afin de
complaer la signature §, Zsynth) €N fexception-signature §, Tsynta. L1), qui pourra
alors’dre utilisee dans les composantes ulaures.

O C est lacomposante cége; elle enrichit SORTimpl pour faciliter la speification de
l'implé mentation abstraite.

O OPimpl est la composante idiplamentation des opations (et des g8quettes d’&ceptior) ;
elle permet de Spiier 'implémentation des opations constructes ©p 0%;) et des
étiquettes d’exception anplementer ().
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O REP est la composante deprésentation; elle speifie la correspondance entre la signature a
implémenter (S;,Z;,L>), et la signature construeti qui la repfeente (&, Zsynth, L1>).
Les ensembleBgep, LbI-AX gep et Gen-Axgep sont déinis plus loin.

O Enfin EQ speifie la représentation de I'galité au moyen de©k-axiomes et des axiomes
généralises ck representation de l'galité (Ok-Axgq et Gen-Axgg).

Pa abus de bBngage, pour ne pas alourdir les notations, il nousva@gaisouvent par la suite de noter
“EQ” au lieu deSPEG,+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ ; idem pour REP”, “OPimpl” ... etc.
Le contexte permettra de féifencier s'il s'agit de lgrésentationEQ seule, ou de lapeification
complae qu’elle domine.

Les diverses composantes des getationsSORTimpl, C, OPimpl et EQ ont dga é&é définies dans
le chapitre preécent. Il ne nous reste donc quléaire Zgep, Lbl-AX gep et Gen-Axgep.

Comme dans le cas sans traitemenkabptions, les opations et les axiomes de réggatation sont
tous automatiquement digits de I'isomorphisme de signatures

O 2XZgep est I'ensemble despéaations de epresentation Pour chaque sorte anplementer,
s 0S;, Zrepcontient une (et une seule) ogion de repreentation dont l'aritesst :
Ds: S > § ou s=p(s).

O Lbl-Ax gep est 'ensemble desxiomes d’8quetage associea la representation Il traduit syn-
taxiquement le fait que si un terménaplementer est repsentepar un terme iquete dors,
apres que I'implémentation soit faite, il doit lui aussire giquete(par la mene diquette).

Pa conseguent, pour chaque sorte implementer, s0S;, et pour chaque txuette
| OLO{Ok}, Lbl-Ax ggp contient 'axiome swiant :

o) 01 = x0OI.
Remarquons que ces axiomes concernent non seulemétiqledtes d’&ception, mais aussi
I'étiquette ‘OK’. En efet, il ne suffit pas de “remonter” I€siquetages d’exception, iafit
aussi spefier que: si un erme ‘aimplementer est repgentepar une valeur construgg Ok,
alors il doit"@re lui-meme Ok apres que I'implémentation soit faite.

O Gen-Axgep est I'ensemble deaxiomes @eéralises ce representation Il traduit syntaxique-
ment le fait que la repsentation associe son inipbentation constructe (Op) a chaque
opeaation (p) aimplementer Ceci signifie que pour chaque ‘eggon Ep 0 Z,), Gen-AXgep
contient 'axiome :

Ps(0p(Xe, - -, Xn)) = p(OP)(Ds,(Xa), - - - 05, (%)) ()
ousest la sorte cible dep, et s, est la sorte de; .
Il faut encore sjpfier que p; et <--->¢ ne sont que des odions decopieslorsques est
une sorte préefinie. Ce qui S'erit :

<X>s = Ps(X)

pour chaque sorte féfinie sCS.
De plus, il faut traduire le fait que si deux termémplementer pos&ent la mene represen-
tation, alors ils apparaissent commgaex aprs que l'implémentation soit dite. Rr
consguent, pour chaque sorté anplementer, sOS;, Gen-Axggp contient l'axiome
supplenentaire swiant :

(2) rappelons qu@(op) est notéop
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ps(X) =ps(y) = x=y.
Ces axiomes permettent de “remonteets/les sortes amplementer §,) les identifications
faites lors de l'implenentation dans les sortes construegi(S;).

Remarquons que nous mams utiliseque des axiomes' géralises pour speifier la repreentation. En

voici la raison: le but des axiomes assoésiala representation est de traduire I'isomorphisme de sig-
naturesp decrit dans le chapitre poédent. Or cet isomorphisme de signatures s’applique dans tous
les cas d’application des apéions constructes, aussi bien lorsqu’elles retournent dsut&at Ok

que lorsqu’elles retournent unswdtat exceptionnel. Il fallait donc utiliser des axioméségalises
plutdt que desOk-axiomes.

Voici comment sont SpHiés Zrep, LbI-AX gep €t Gen-Axgep pour notre gemple d'implanentation
des files borhes par les tableaux bofse

Exemple 7 :
Pour I'implementation des files bofreg par les tableaux bofsed les entiers naturels, on a :

O ZXZgepcContient les opmtions

Povese: QUEUE -  QUEUE
pNAT : NAT d N T
Peew:  ELEM - ELEM

O Lbl-Ax ggp contient les axiomes

Poueve(X) DUNDERFLOW = X JUNDERFLOW
Pouee(X) DOVERFLOW = X OOVERFLOW
Poueve(X) OQUEUE-IS-EMPTY = X OQUEUE-IS-EMPTY
...etc pour chaqudiquette dd. ;
et chaque sort@UEUE, NAT, ELEM

On constate que des axiomes tels que

DPruar(n) OOVERFLOW = n OOVERFLOW
doivent aussi“&re speifiés, bien que I'diquette OVERFLOWnNe concerne priori que les
objets de sort@UEUE. De fait, au moins dans I'aldpee initiale aucun entier ne serigeieté
par OVERFLOW Cependant, pour ne pas perdredé fjlueLbl-Ax ggp st automatiquement
déeduit de p, on doit, en toute rigueutes speifier. De dus, il existe des aldpees non initiales
pour lesquelles des occurrences de ces axiomes s'applicgpéoifier ces axiomes nous per
met donc de dmir une Senantique fonctorielle de I'impleentation (et pas seulement une
samantique fonde ar les objets initiaux).

O Gen-Axgep est speifié par
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Poueue(empty
Poueue(@dd(x, X))
Poueue(removéX))
Peem(first(X))
Prar(length(X))

-188 -

empty

add(oyar(X), Poueue(X))
TeMOVEPqueve(X))
first(poueue(X))
length(oqueue(X))

.. etc ...

pQUEUE(X) = pQUEUE(Y) = X
Pnar(M) = Dyar(n) = m=

PeLem(€) = Pecem(€)
Pnat(N)
PeLem(€)

-

- e=e
< N >pat
<€ >gem

Soulignons une fois encore qEep, Lbl-AX gep €t Gen-Axgep SONt entieement automatiquement
deduits de I'isomorphisme de signatures et qu'ils ne neessitent nullement I'intervention du con-
cepteur pouftee speifiés. La composantdREP n’est qu’un “deéour” pour modéser algériquement
le fait qu'un utilisateur de I'implmentation n’'a le droit d'utiliser que les apdéions deSPEC, (%,),

et ne peut pas utiliser directement lesrafiens propres &implémentation (synth&e, opeations

caches ..).
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Sanantique

Nous aons fourni une spfication de I'implementation abstraitevac traitement d’exceptions qui
reprend exactement les"mes composantes que dans le cas sans traitemaoept®ns, la sean-
tique sera donc’di@ie de la Mme fapon que dans la partiA de cette thee, avec les nienes eplica-
tions intuitves que nous ne reprendrons donc pas ici.

AIg(SPE(:O) _FEQ — AIg(EQ) _U<5121,L1> — Alg(<Sl, Zl! L1>)

ou Fgq est le foncteur de syntseassociea la présentation SORTi mpl+C+OPimpl+REP+EQ) au-
dessus dSPEG, , et U.g 5, | ,> est le foncteur d’oubli sur Beception-signature de la Spféication a
implémenter.

Nous noteronssemantiqu€ le foncteur compadse
seamantigue = Uz 0 Feg

On constate ici combien est cruciale I'existence des foncteurs de symthe les &ception-
algebres. C’est elle qui nous permet ddidie une Senantique simple de I'imphaentation abstraite
en preence d’exceptions, et partaénme de mmener les crites de correction des notions connues
des types abstraits algajues telles que la suffisante coftptie ou la consistance”héechique.

Nous n'a/ons pas citd’'exception-algére

SEMwmpL =Ucs, 5, 1,>(Feo(Tspeg,)) = semantiqueTspec,)
car elle ne concerne ici que le traitement de ladgeinitiale Tgpec, ; Or nous aons remarque
gu'avec traitement d’'exceptions, c'est une classe dlalge [@mérement plus ®ndue qui nous
intéresse : la classe des exception-algepost-initiales
Rappelons que I'usage desception-algeres post-initiales fond ala préoccupation swiante : bien
gue l'implementation abstraite @dte n'utilise queSPEG, (par xemple ARRAY+MT+ELEM) ceci
ne prguge pas du “conige” dans lequel est fectuee limplémentation. En effet, il est fort possible
gu'il existe par ailleurs d'autres mentations au-dessus & EG, qui n’interviennent pas directe-
ment dans I'impleentation consid&e Par exemple si I'on dispose d’'une structuresidante de piles
d’entiers,STACK(NAT), en gus deARRAY cette structure n’intervient pas dans notre immatation
de QUEUE ; néaamoins on sait quUSTACK(NAT) ajoute de nouvelles valeurs erfeaahnsNAT. ||
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en resulte que I'algére initiale Tspe, Ne prend pas en compte ce “coméd ; il faut faire appel aux
algdores post-initiales (cf. &tie B, chapitre VIII).Nous devrons donc @air la correction d'une
implémentation non seulement sligpe,, Mais aussi relatement atoutesSPEGy-algdores post-ini-
tiales.

Remarque 3 :
Les axiomes debl-Ax rep et Gen-Axgep de la forme
os(x) 01 = x0OI
ou

ps(X) =pos(y) = x=y
jouent un fée important dans la sentique de I'implenentation abstraite. En effet, bien que la
representation aille dans le seid§ - implementation ces axiomes permettent demontervers les
sortes amplementer les tquetages et les identifications faites lors déape d’'implenentation. Il
s’agit aussi bien des identifications issues des terrimaplamenter qui possient la miene represen-
tation, que des identifications issues de |a sgpation de l'galité (Ok-Axgq et Gen-Axgq).

Nous allons maintenant nous appuyer sur taasgique que nous venons ddidie pour @ablir les
critéres de correction d’'une imptentation.
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Preuves de correction

Dans le cas sans traitementxd@eptions, deux conditions sont requises pour qu’une’ imgriéation
abstraite soit correcte :

O tout terme ferrhed impleamenter doit possier une reprgentation parmi les n-uplets
synthigisés par les opeations de synttse

O la “vision utilisateur” de l'implenentation doit"#e isomorphe da dructure derite par la
speification descriptie aimplementerSPEC, .

Dans le caswec traitement d’exceptions, comme nous/bas dg¢a remarqueces deux conditions ne
doivent pas concerner uniquementpe, et semantiqugTgpec), Mais toutes leSPEG,-algdires
post-initiales A, et samantique@). D'autre part, il est clair que les termesones ne dovent pas
necessairement posser une repreentation sous forme de n-uplets sytias. Par exemple il n'est
pas neessaire d'associer un triplett,i, j >ouege @ W terme erronetel que add(x,"une-file-
pleine"); il suffit que I'implementation lui associe ltejuette OVERFLOW/((rendant ainsi ce terme
errone.

Il en resulte qu'avec traitement d’exceptions, ces deux conditions sventi:

O Quelle que soit ISSPECG,-algeore post-initiale A, tout Z;-terme fermienon eroné doit
posseer une repreentation parmi les n-uplets syhtisés par les opeations de synthee.

O Pour touteSPEG,-algdore post-initiale A, samantique@) doit &re une SPEC;-algedre
post-initiale.

Comme dans le cas sans traitementxaBetions, pour tedier pfeisemant la correction d'une
implémentation, nous scindons ces deux conditions en quatreestiten” elatant la seconde condi-
tion en trois parties :

1) Le fait que tout terme fermawon errorie possele wne repfeentation est Bpeation
compléude

2) Pour touteSPEGC;-algeore post-initiale A , la partie Ok de semantique) doit &re Z;-fini-
ment geérée Ce aitére est laprotection des doriee Ok aimplementer.
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3) Pour touteSPEGC,-algdore post-initiale A, semantique@) doit &re une SPEC; -algére ;
c'est-adire qu’elle doit valideSPEC, . Ce citére est lavalidité de I'impléementation.

4) Enfin, parmi lesSPEC,;-algébres dont la parti®©k est finiment geérée samantique@) doit
étre post-initiale, c’est-aire que sa partie finiment géréedoit &re initiale. Ce critee est la
consistancee I'implémentation.

Cet ‘elatement nous permet diglier des conditions minimales pour qu’une innm@tation soit cor
recte (sectiond a4). Neanmoins lacorrection forte(section 5)’utilisera pas cetaatement en qua-
tre critaes ;elle fournira une conditiosuffisantepour assurer la correction. La correction forte est
tres uile puisqu’elle permet d’'assurer umédtilisation correcte des imptaentations, fait que
n'assure pas la correction.

1. L'OPERATION-COMPLETUDE

L’ introduction de traitement d’exceptions modifigdement la dfnition d’opeaation-compléude
gue nous avions doheen partie A, chapitre Il, section 5.1, fimition 5. En effet, pour que toutes les
op@aations amplementer soient compilement reprgentess, il faut soit qu’elles retournent uhscdtat
Ok posseéant une reprntation de la forme < - >, s0it que I'implementation soit apté déter-
miner que le raultat est errohelnductvement, ceci est traduit sur les termes fesrde la manige
suivante :

Définition 2 :
L’ implémentation abstraittMPL estop-complée si et seulement si, pour touB®EC,-algeore post-
initiale A, la representation de touk;-terme fermenon erroriedans Frep(A) possele une \aleur
parmi les objets syntlises par Zgynty. Ce qui s’écrit, en notant Frep(A) = Agep €t
FsorTimpl (A) = AsorTimp!

YVt OTs,, [t O(Arep — Areperr) = (3 @ OAsorTimp tel que og(t) =a dansAgep)]
(ousest la sorte d§

Remarquons que sA est la SPEGy-algdore initiale Tgpeg , dors Agep est ‘@ale aTgep et
Asortimpl €St ‘®ale aTsorrimp ; Si bien que cette dinition n'est autre qu’une ‘geéralisation de
I'opération-compléude d¢a cefinie dans la cas sans traitement d’exceptions.

Pour les mmes raisons que dans le cas sans traitement d’exceptions, eatr@anaucuneafon que
la representation de 'galité soit prise en compte lorsque I'orinfée I'op-compleude. Lintroduction
de traitement dceptions ne remet pas en cause cet argument.n@ame si la epresentation de
I'égalité permet de rendre errong terme qui ne l'&it pas dans gep (en 'amalgamant\aec une
valeur dga eronee), il faut que I'implenentation puisse ‘derminer que ce terme est erfossns
I'aide de la reprsentation de 'galité; sinon, ce terme serait incomf@enent implenente

Remarque 4 :
Pour que l'implenentation soit op-comple, il suffit de veifier 'op-compldude pour I'ception-
algebre initiale Tspgg, -

Ceci resulte simplement du fait que pour toute dgepost-initiale A, il existe un morphisme (issu du
morphisme initial) dd grgp dans Aep :

Frep(inita) : Trer -~ Arep
par consgquent, ¢éant donneun Z;-terme fermeguelconque, s t est dans la classe d'8ORTimpl-
termea moduloTrep , dors a fortiori il est dans la classe demodulo Axgp .
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Intuitivement, rappelant que I'usage des algs post-initiales permet de prendre en compte le “con-
texte” dans lequel I'implmentation est ééctuee ¢), ceci signifie que I'op-comfilede est une pro-
priété indegpendante de ce “contexte”.

Grace acette remarque importante, nous pons ‘@oncer le thereme wivant, qui montre que,
exactement comme dans le cas sans traitemextepdions, on peut'vidier I'op-complegude directe-
ment dan©Pimpl plutdt que danREP.

Théoreme 1:
Pour qudMPL soit op-complee, il faut et il suffit que pour tod;-terme fermet’ OTs;, 9t n'est
pas erron@ansTopimp alors il existe urlément a de Tsorrimp tel quet’ = a dansTopimp -

Preuve :

Soit p lisomorphisme entrf’s, et Ts. deduit de I'isomorphisme de signaturgsentre <§;,%,> et
<S,,2;>. D'apres les axiomes dREP (Lbl-AX gep et Gen-Axgep), il résulte que pour touk,-terme
fermé t, pg(t) est dans la e dasse d'quivalence, moduldREP, que le termd' = p(t) , e t’ est
erronedansTopimp Si €t seulement si'est dansTgep .

Notre condition heessaire et suffisantéstdte donc du fait quep est un isomorphisme entfg,
etTfl O

Exemple 8 :

On proue 'op-complegude de notre implaentation des files bofee gace aune mi¢hode d’'induc-
tion structurelle.

Du fait de la d&nition des valeurs erréee dune exception-algére (partie B, chapV, section 2,
definition 8), nous deons denontrer la proprigé suivante :

pour toute opeation deX; (i.e. toute opeationop), sit; - - -t, sont dess;-termes non errcrsedans
Topimpi, dors : ouop(ty,...,t,) est eal aune valeur de la forme K, ... ,r, > ou il existe une
étiquette d'exceptioh [J L, telle queop(ts, . . .,tn) O Topimpi, -

O L ope&ationemptyest toujours gale a<t,i,i >queue.

O Sixestde laforme €>¢ gy, etXest de la forme i, ] >y, adors deux cas sont possi-
bles :

+ soit Next(j) est ‘@al ai; auquel casadd(x,X)=add(<e>gey,<t,i, ] >oueue)
répond al’étiquette d’exceptio®VERFLOW

»  soit Next(j) n’est pas gal ai ; auquel casadd(x, X) =add(< e >gi ey , <t,i, | >oueve)
est'gal a<t[j]:=e,i, Nex(j) >queue -

O Le mame type de raisonnement vaut pour lesragtiensremove first etlength

Nous retrouvons de plus la propositionvsaie :

Proposition 1 :
Pour que lI'implenentation abstraittMPL soit op-complie, il suffitque la speification OPimpl soit
suffisamment comple au-dessus dSORTimpl.

(3) En d’autres termesméne si limplémentation n’utilise que la structurésente speifiée par SPEC, , dautres
structures peuveritre presentes lorsque l'implaentation est faite.
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Preuve :

Supposons quédPimpl soit suffisamment compile au-dessus deSORTimpl. La affisante
compldude (partie B, chap. VII, section 2/ fddtion 23) nous assure que to@(OPimpl)-terme
ferme de orte dansS, est dans la classe d’'BE(SORTimpl)-terme, ou est errdnd.a conclusion
résulte donc du fait quE(OPimpl) contient la signatur&;, et du heoréme 2 O

2. PROTECTION DES DONNEES Ok A IMPLEMENTER

Définition 3 :
L' implémentation abstraitéMPL protege les donhes Ok aimplementer si et seulement si, pour
touteSPEG,-algdbre post-initiale A , la partie Ok de semantiquef) estX;-finiment geérée

Exemple 9 :

Pour notre gemple d’'implenentation des files bofeg, les opeations <_ >¢ ¢, €t <_ >y, ne sont
que des opations de copies, y compris pour lg&geetages. Il en’selte que la protection des
donnes Ok predéfinies est immeiate ace niveau.

En ce qui concerne la sorte dird¢QUEUE, rappelons qu'un triplet & i, j >queue de QUEUE est
Ok si et seulement si chacune dedewurst, i et le sont. En particuliern, | et toutes les aleurs
memorisees dans le tableatisontOk, donc finiment geérée par hypothese. De plus, par construc-
tion deREP, un dénment X de sorteQUEUE ne peut &e Ok que si sa repeentationpgeye(X) est
une aleurOk de QUEUE. Il en réailte que les aleursOk de sorteQUEUE sont finiment grérées
puisque de la formadd(t[r ], . . . ,add(t[rg], new)..); oury =i, rp = Nex{r,), jusquar ., tel que
Next(r,) =] .

Le theoréme auivant proue que la protection des dohesOk a implementer peufte obtenue via un
critere de compléude suffisante forteexactement comme la “protection des dosmnerédéfinies”
éfait obtenue via la suffisante corfplée dans le cas sans traitement d’exceptions.

Théoreme 2 :

Une condition suffisante pour qildPL protege les donfhes Ok a implementer est que la sgéica-
tion de l'implanentation SORTimpl+...+£Q) soit fortement comple au-dessus d&-exg (signa-
ture deSPEQC,).

Preuve :

La compleude forte deEQ implique queUs. ey (Feq(B))ok est Z;-finiment gméré pour toute
2-exg-algdire post-initiale B Nous voulons dmontrer cette propfié pour touteSPEC,-algéore
post-initiale A. La conclusion’salte alors simplement du fait que pour to®eEC,-algdire post-
initiale A, B=F5._cxq-5-exd A) €St UneZ-exg-algebre post-initiale (les foncteurs libres”pegvent les
algebres post-initiales), € gg(A) = Feg(Fs-exg-s-exd A) - O

La compleude suffisante forte d8Q n’est qu’une condition suffisante;amnoins elle est sataite
pour tous lesxemples usuels.

3. LA VALIDITE

Définition 4 :
L' implémentation abstraitédMPL est ditevalide si et seulement si pour touBPEC,-algébre post-
initiale A, semantique@\) valide SPEC,.
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Ceci signifie quesemantique@\) doit valider Ok-Frm ;, Ok-Ax 4, Lbl-Ax ; et Gen-Ax,;. Rappelons
gue, de mme que la speification d’une implenentation sans traitement d’exception ne contenait pas
les axiomes descriptifsAf), la speification d’une implenentation aec traitement d’exceptions ne
contient pa©k-Frm ;, Ok-Ax 4, Lbl-Ax ; etGen-Ax;.

Notation 1 :
On notelDimpl I'exception-speification suvante :

SPEG,+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ +
< Ok-Frm ; — Ok-Frm , Ok-Ax; — Ok-Ax , Lbl-Ax ; — Lbl-Ax , Gen-Ax; — Gen— Ax >

Ce qui revient @ire quelDimpl est’'@ale a
SPEC,+SORTimpl+C+OPimpl+REP+EQ .

Ceci signifie quéDimpl contient absolument tous |é€ments de toutes les ‘gifications irvoquess
dans notre formalisméDimpl ajoute ‘ala éecification de I'implanentation abstraite toutes les par
ties de la spafication descriptre aimplementer qui n'y sont pas’ ffeincluses.

Le theoréme aivant montre que la condition dehdité peut toujours se ramenerdas m¢hodes de
preuwes de thereme. Il genéralise le thereme 4 (artie A, chap. Il, section 5.3)u cas wec traite-
ment d’exceptions.

Théoreme 3::
Etant donfie we implanentation abstraitevac traitement d'&ceptionsIMPL , les quatre conditions
suivantes sonfguivalentes :

o (1) IMPL estvalide

O (2) pourtouteSPEG,-algéore post-initiale Asemantique@) valide
<Ok-Frm 1, Ok-Ax, — Ok-Ax, Lbl-Ax ; — Lbl-Ax , Gen-Ax; — Gen-Ax>

O (3) pourtouteSPEG,-algebre post-initiale AFgq(A) valide
<Ok-Frm 1, Ok-Ax 1 — Ok-Ax, Lbl-Ax ; — Lbl-Ax , Gen-Ax; — Gen-Ax>

O (4) pourtouteSPEG,-algedre post-initiale A, le morphisme d’adjonction

Feo(A) - Fipimpi (A)
est partiellement teactable (mieux : c’est un isomorphisme).

Preuve :

[1==2] lavadlidité de IMPL signifie quesamantique@) valide SPEC,. Mais, puisque la Spiica-
tion de l'implamnentation abstraite contiel®PEGC,, donc P, semantiquef\) valide toujoursP . Par
conseuent, il suffit de veafier queseamantique@\) valide SPEC,—P.

[2<=3] resulte directement du fait que les axiomes ddlatations deSPEC, ne concernent que
I'exception-signature $;, 2, L > (voir la remarqués d-dessous) ; osamnantique@) est justement
I'oubli de Fgq(A) sur cette exception-signature.

[3<=4] resulte directement de Ia finition delDimpl .

Ceci cld notre preuve.d

Remarque 5 :
Nous &ons utillisele fait que
< Ok-Frm ; = Ok-Frm (, Ok-Ax ; — Ok-AXq, Lbl-Ax ; — Lbl-Ax o, Gen-Ax; — Gen-Axy >
ne concerne que la signatukeexg=<S;,2;,L,> Remarquonsque, bien que lestiquettes
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d’exception ne soient pas tigme(.e. ne sont attacles aaucune sorte), les axiomes' titpietage de
Lbl-Ax ; le sont, car pour tout axiome’tiguetage

[tiOg At O, A Vi=w A A V=W, = tOI
les termes\eec variablest;, vj, w; ett sont type.
En particulier les axiomes diuetage dé_bl-Ax ; ne s’appliquent pas aux sortes intédm@es de
S, ; ce qui confirme notre argument.

Exemple 10 :
Soit aprouver que notre imptaentation des files boreg par les tableaux bofsest valide.

D’abord, on peut prouver que Miaxrangeest strictement inféieur aMaxlength aors I'implémenta-
tion abstraite que nous@ns derite n’est pas valide.
En effet,Fgq(A) doit en autres valider leéSk-axiomes swiants deQUEUE
first(add(x,empty)) = x
remove(add(x,empty)) = empty
remove(add(x,add(}))) = add(x,emove(x,add(y,X)))
En particulieril doit valider :
first(remove'®/e9™ (add(x,, . . . add(Xmaxiength EMPLY. .))) = X1
Or, § Maxrange est strictement inféieur a Maxlength le tableau, t, qui implemente
add(xy, . . .add(Xyaxiength €MpLY. . ) est errone donc l'acce tfi] a ce tableau, qui deait retourner
X1, retourne en fait une valeur erfanfle sorteELEM, par propagation d’erreur). Il erisd@te que si
Maxrange est strictement infeeur a Maxlength aors Fgq(A) ne \alide pasQUEUE, donc
'implémentation abstraite n’est pas valide.
Le mame raisonnement vaut si la borne stipare deNAT, Maxint, est strictement irifiéeure a
Maxlength

Supposons donc maintenant gdexrange et Maxlengthsoient supgeurs aMaxlength On \eut
prouver queFgq(A) valide QUEUE pour touteSPEGy-algébre post-initiale A .

O Validation deOk-Frm gueye :
Les formeDk de QUEUE sont les termes de la forme
add(x,, ...add(x;,empty..) avec nsMaxlength
Or les axiomes d'impleentation imposent que ces termes sont impldes par un triplet
<t,i, ] >queue tel quei etj sont infeieurs aMaxlength e t ne subit que des affectations dans
les rangs compris entr@ et Maxlength Il en résilte que, puisquéMaxin=Maxlength et
MaxrangeMaxlength quet, i etj sontOk. En particulier, <t,i, | >oueue €StOK; et la \alida-
tion deOk-Frm gueye résulte donc de I'axiome dREP :
Pouee(X) OOk = X OOk

0 Validation deOk-AX qugue -
Prenons parxmple 'Ok-axiome
remove(add(x,add(}))) = add(x,emove(add(y,X)))
Soit <t,i, ] >queue 'implémentation deX. Aussi bien pour la Sp#ication QUEUE que pour

IMPL , cet axiome (respl’ Ok-implémentation de chacun de ces membres) ne s’applique que

si la longueur d&X est infeieure aMaxlength-2 Dans ce cas, on constate aisat que I0k-
implémentation de chacun de ces deux membres donne :
< (t[j]: = Y)INex(j)]: = x, Nexi(i), Nex(Nex(j)) >queve
Ce qui proue que cetOk-axiome deQUEUE est validepar IMPL.
Les autre©Ok-axiomes d&QUEUE se prouvent de la e fagon.
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0 Validation deLbl-AX qugeye
Prenons panemple I'axiome d'¢éiquetage dQQUEUE
remove(empty)l] UNDERFLOW.
Les axiomes dimplmentation nous assurent d'abord qeenpty est repfreente par
<t,i,i >queue- Il suffit alors d’appliquer 'axiome d'impl@entation dest&uettes deMPL :
i=j = Temové<t,i, | >queue) JUNDERFLOW
pour conclure dgree aux axiomes de repgentation :

Poueue(removéX)) = TemoveEpoueue(X))
Pouveue(X) OUNDERFLOW = X OUNDERFLOW.

O Validation deGen-AXgyeue
Prenons I'axiome g&ralisede QUEUE
length(X) = Maxlength =  add(x,X) = add(x,remove(X))
Soit <e>g gy l'implémentation dex, et <t,i, j >oueue celle deX. On peut d’abord montrer
gue lorsqudength(X)=MaxlengthNext(j) est ‘@al ai (rappelons quéength(X)est justement
representepar (j—i) modulosucc(Maxlength)
Ensuite, en appliquant I'axiomé galised’'implémentation :
Next(j) =i = add(<e>ggy,<t,i, ] >queue) = <t[j]: =€ Nexti), Nex(j) >queue
On constate que le membre de gauchadd(x,X) est implanente par
<t[j]: = e Nexii), Nex{j) >queye -
Il suffit alors d’appliquer le©k-axiomes d’'implenentation pour constater que le membre de
droite @dd(x,remove(X))est aussi implmentepar <t[j]: = e, Nex(i), Nex{( ) >queye -

On constate que I'on n'a pas utilises axiomes de refsentation de lgalité pour prouver que
'implé mentation des files botreg est valide, mais ceci est particuliematre exemple (en fait, les
axiomes de repeentation de 'galité peuwvent dre ici deduits des axiomes d’'impieentation des
opeaations). Comme nous Vans dg¢a remarquedans le cas sans traitement d’exceptionsxiste
des gemples oula representation de 'galité est neessaire (cf. 'implenentation des ensembles par
les ch@nes).

4, LA CONSISTANCE

Lorsque I'implementationIMPL protgge les donfies Ok a implamenter et est valide, la consistance
vérifie si pour touteSPEC,-algére post-initiale Asamantique@) (qui est alors unSPEC;-algébre
dont la partieOk est finiment geéré@ est une SPEC;-algébdre post-initiale D’'une maniee dus
genérale, sans supposer la protection des des @& ni la validité, la consistance est fleie comme
suit.

Définition 5 :

L' implémentation abstraitéMPL est diteconsistantesi et seulement si pour touRPEG,-algébre
post-initiale A: deux Z;-termes ferme re ont ggaux dansanantiqugA) que s'ils le sont da dans
Tspec,» €t Ln Z;-terme fermen’est diquetepar une”@quette del ;[1{Ok} danssemantiqugA) que
s'il 'est dga dansTgpec,. Ce qui s’écrit

YtOTs, ¥Vt OTy,, (t=t'dans $eantiqugA) => t=t' dans Epec, )
et
YtOTs, V1 OL,0{Ok}, (tOsamantiqugA), = t OTspec, )

Le theoreme wivant montre que la consistance lPL peut toujours e vaifiée dans la partie fini-
ment geeéréede Feq(A). Cethéoreme geneéalise le thereme 5 partie A, chap. Il, section 5.4) au
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cas aec traitement d’exceptions.

Théoreme 3:
Si 'implémentationlIMPL est valide alors les trois conditions\stes sont guivalentes :

o (1) IMPL est consistante

0 (2) Pourtoute SPEG-algdore post-initiale A, le morphisme initial dBspec, dansseman-
tique(A) est partiellement teactable

O (3) Pourtoute SPEGy-algdore post-initiale A, le morphisme initial d&gpgc, dans
Us.exq (Fipimpi (A)) st partiellement teactable

Preuve :

[1<=2] resulte directement des fimitions, et du fait que laalidité impligue quesemantiqugA)
est toujours unSPEC,; -algébre (ce morphisme initial existe donc).

[2<=3] lavalidite de IMPL assure quépimpi (A) = Feo(A) ; donc Us ey (Fipimpi (A)) = seman-
tique(A).

(nota : en fait, [=>3] ne suppose pas la validde 'implémentation).

Ceci cld la preuve du héoréeme. O

Comme dans le cas sans traitement d’exceptions,” ogathe dénontre que pour vidfier la consis-
tance d’'une implmentation, il suffit de Wéfier qu’aucun axiome (ou’dkration) de l'implenenta-
tion ne peut induire d’'inconsistance dans les sortaapdementer Ces axiomes, ou drations,
d’'implémentation sontOk-Frm gynTH, Ceux de la composante caeh€, Ok-Axgp, Lbl-AX gp,
Gen-Axop, Ok-Axgq et Gen-Axgq (les axiomes d&REP se contentent de traduire I'isomorphisme
de signatures entre les’@pons amplementer et leur repsentation).

Exemple 11 :
Pour prouver que notre iniptentation des files bofee par les tableaux bofsesst consistante, il
nous faut d’abord prouver que&uee(X) 01 (dansTgg) alors X Ol (dansTqueye). Par eemple,
pour I'&iquetteUNDERFLOW on a ks axiomes

i=j = Temovg<t,i,] >ouese)  UNDERFLOW

X 00 UNDERFLOW => rtemovéX) 0 UNDERFLOW

Le second axiome ne pose aucun pnaiel@uisqu’il correspond directement’axiome deQUEUE

X OUNDERFLOW = remove(X)JUNDERFLOW
Le premier axiome ne pose pas plus de problegfae au &it que nous connaissons la forme-nor
male de la file repsentee par <t,i, ] >gueue lOrsquei=j : c’est empty Le premier axiome corre-
spond donc Haxiome deQUEUE

remove(empty)l] UNDERFLOW.

Le traitement de tquette Ok est un peu plus’dieat. Il nous faut prowr que toute fileX dont la
representation est un triplet & i, j >queye tel quet, i etj sontOk, dors X estOk dansTgygye. Prou-

ver cette propriéé rigoureusement est long et fastidieux. En fait, elle éstuotupramisses de©Ok-
axiomes d'implenentation des opations :les prenisses ne permettent de donner une valeur de la
forme <t,i, ] >queue que si les preonditions d’applications sont satdtes (la longueur est stricte-
ment infeieur aMaxlengthpour appliqueadd, la file n’est pas vide pour appliquemoveou first).
Ainsi, seuls les termes pdsisat un formeOk (pour QUEUE) posselent une reprantationOk (pour
IMPL ).

Il nous faut maintenant traiter |€k-axiomes ou les axiomesmggalises ce limplémentation. Pour
ce faire, on peut d’abord prouver (par induction structurelle) qagusie(X) = <t,i, | >queue alors
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Xéale

add(t[Kiengtnl, @dd(t[Kiength-1], - - - ,add(t[k.], empty. .))
ou lesk, sont déinis par. k, = Nex{i +n—1).En particulier k; est'gal ai, & K €St @al a
(-1) modulo succ(Maxlength)length étant la longueur de la file, c'estedre quelengthégale (j-i)
modulosucc(Maxlengthy)

Ensuite, il suit de raisonner comme nous l'avions fait pouxé&@ple de I'implenentation des piles

(partie A, chap. Il, section 5.4xanple 13). Consid®ns par gemple I'Ok-axiome d’'implenentation
eqi, j) = False = Temové<t,i, ] >queue) = <t, Nex{(i), | >oueue

Deux cas sont eonsideer :

o Sieq(i,)) n'est pas gal aFalse, dors cet axiome ne s’applique pas, donc il ne risque pas de
creer d'inconsistance

o Sieq(i,j) est’gal aFalse dors nous admettrons quest diférent dej dansTyat (On suppose
gue cette proptrié adga éé dénontree avant de faire I'implenentation). Danse cas, la file
X representee par <t,i, j >queue (Membre de gauche de€ dalité) n'est pas vide elle a pour
forme normaleadd(t[Kiengirl, @dd(t[Kiength-1], - - - ,add(t[k;], empty. . )).

Pa conseuent, le membre de gauche deéibté represente la file
removeéadd(t[Kiengirl, add(t[Kiengtral - - - ,-add(t[k,], empty. .)))
or le membre droit repsente la fileadd(t[Kengil, add(t[Kiengthal, - - - ;add(t[k;], empty. . ))
ce qui ne cre pas d'inconsistance par rapporTgyeye, acause dek-axiomes
remove(add(x,empty)) = empty
remove(add(x,add(}))) = add(x,emove(add(y,X)))
et du fait que la file repsentes par <t, i, j >q,eue (Membre gauche) n'est pas vide.

Nous &ons maintenantx@minechacune des trois conditions pour qu’une immatation soit cor
recte. Nous pouvons poser [didéion suvante :

Définition 6 :

Une implanentation abstraite yac traitement d’'&ceptions)IMPL estcorrectesi et seulement si elle
est op-compl, valide et consistante.

5. LA CORRECTION FORTE

Cette section fournit des conditions suffisantes simples pour qu’unemamiion (aec traitement
d’exceptions) soit correcte. Pour cairt, nous diénissons une notion deorrection forte qui
impligue la correction. De manmiesmilaire au cas sans traitement d’exceptions, la plupart)dss-e
ples usuels d'implaentation sont fortement corrects, et nous montrerons dans le chapitrd suie
la correction forte est utile pouf geger les implmentations compatiblevec la réuilisation.
Définition 7 :

Une implementationlIMPL de SPEC, au moyen d&SPEGC, estfortement corectesi et seulemerti :

o IMPL estop-complée
O IDimpl est fortement persistant au-dessu&@e(validité forte deIMPL )

O IDimpl est fortement persistante au-dessus SREC, (IMPL protege la écification
résidante
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O IDimpl est fortement persistante au-dessuSEEC, (consistance fortde IMPL ).

Remarquons que la ffence principale entre lzorrectionet lacorrection forteest la protection de

le speification residante. En effet, lorsque nousoas ddini la correction, nous mans pris @rde
gu'au fait que le ultat senantique soit post-initigl la correction ne se soucie nullement de ne
preserver les sortes sdantes. On comprend bienddlers que la correction ne soit pas compatible en
géenéral avec la rédilisation.

Théoreme 4 :
Si 'implémentationlIMPL est fortement correcte alors elle est correcte.

Preuve :

Rappelons quelMPL est correcte si et seulement si elle est op-cmpkt mur toute
SPEG,-algébire post-initiale Asemantiquef\) est uneSPEC,; -algébre post-initiale.

L' op-compleude est di@ incluse dans la’di@ition de correction forte.

Du fait quelDimpl est fortement persistante au-dessuSBEC,, il résilte queUspec, (Fipimpi (A))

est uneSPEC; -alg&ire post-initiale. De plus, du fait guBimpl est fortement persistante au-dessus
deEQ etIDimpl n'ajoute aucune dpation ala sgnature deEQ il résulte queF pimp (A) = Feo(A)

Pa conseguent, semantique@)=U spec, (Feq(A)) = Uspec,(Fioimpi (A)) st une SPEC; -algdore
post-initiale. O

Soulignons que la correction forte n'est pas une conditieneggrictve. En dfet, elle est fondeur
la persistance forte, qui autorise ait foutes les peentations “raisonnables’par exemple la persis-
tance forte autorise I'ajout de valeurs exceptionnelles, pourvu qu’il existiquetage indiquant que
cette valeur est erréadéventuellement pgpropagationd’erreur).

Les resultats pfeédemment aonces prouvent que la correction forte fournit une conditionfisaite
tres smple aexprimer pour qu’une implaentation soit correcte.

Chap. V : Preuves de correction



Chapitre VI :
Reéutilisation

d’'implé mentations

1. MOTIVATION

Rappelons que lorsqu’un utilisateur”sifie un enrichissement’une structure da implementee,
decrite parSPEC,, il le fait en rgard de la speification descriptie SPEC,, et ron en rgard de la
speification constructie de IMPL . En particulier, toutes les prewss relaties acet enrichissement
seront &ites au-dessus de la sifieation SPEC, ; donc rien ne prouva priori que I'on obtienne les
résultats “attendus” lorsque I'enrichissement est en fait appliaueessus de l'imphaentation
IMPL .

Plus pfeisement, @ant donne wne implenentationlMPL de SPEC,; au moyen d&SPEG, , Feq(A)
moddise la totalitede limplémentation, alors queemantique@) n’en modéise que la “vision util-
isateur” (pour touteSPEC,-algébre post-initiale A). Par congaent, pour les fArees raisons que
dans le cas sans traitementaeptions, les algges modésant un enrichissemePRES au-dessus
de limplementation sont des enrichissementddg(A), et non I'enrichissement d’une alge post-
initiale semantique@).

Ainsi, dire que I'implenentation est compatiblevec les enrichissements signifie qugreé donfneun
enrichissement Sp#ié par une preentationPRES au-dessus dSPEC,, I'oubli de Fgq.pres(A) sur
'exception-signature deSPEC,+PRES doit #re (SPEC+PRES-post-initiale pour toute
SPEC,-alg&ore post-initiale A.

De maniee dmilaire au cas sans traitement d’exceptions, nousod&ons dans les sections\sui

antes que les impteentations fortement correctes sont compatibles s enrichissements forte-
ments persistantset nous en dduisons que les impeentations fortement correctes sont compati-
bles aec la composition.
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2. IMPLEMENT ATIONS ET ENRICHISSEMENTS

Le theoreme suivant genéralise, aec traitement d’exceptions, |€ g@tat que nous avions obtenu sans
traitement d’exceptions (partie A, chap. Il, section 6.1oréree 6).

Théoreme 4 :

SiIMPL est une implmentationfortement corectede SPEC, au moyen d&PEG,, dors pour toute
presentationfortement persistanteRES au-dessus d8PEC, ,on a:

pour  toute SPEG,-algtore  post-initiale,  Us.exg+s-expmes(FEQ+PRES(A)) est une
(SPEC,+PRES)-algdore post-initiale.

Preuve :

La correction forte d&MPL implique quelDimpl est fortement persistante au-dessuSHEC, . La
proposition 7, section 6, chapitre VHE la partieA implique que IDimpl +PRES) est fortement per
sistante au-dessus dBREC,+PRES); il en résilte queUs eyq+s-exqpmes(FiDimpi +PrES(A)) €StUNE
(SPEC,+PRES)-algéore post-initiale. Il suffit donc de proew queF pimp +pres(A) €St isomorphe a
FEQ+PRES(A)-

Remarquons tout d’abord que la correction forte impliquelBirapl est fortement persistante au-
dessus dSPEG, , & la méme proposition 7implique quelDimpl +PRES est fortement persistante
au-dessus d&PEG,. Il en résilte queF pimpi+pres(A) est une IDimpl +PRES)-algére post-ini-
tiale ; et le niene raisonnement, appliguiela persistance forte ddimpl au-dessus dEQ implique
queUs exqo+s-exqres(FiDimpl +PRES(A)) €St Une EQ+PRES)-algéore post-initiale. Or cette alpee est
un quotient deFgq.pres(A) parce qudDimpl n’ajoute aucune opation aEQ. Il en résilte finale-
ment queFeq.pres(A) est une EQ+PRES)-algdore post-initiale.

Deés lors I'isomorphisme des algesFeq.pres(A) €t Fipimpi+pres(A) résulte directement du fait que
IDimpl est fortement persistante au-dessuE@Qe O

3. COMPOSITION D'IMPLEMENT ATIONS

Supposons que l'oreuille speifier 'implémentation abstraite d’une spfication SPEC, au mgen
d’'une speification SPEC, ; et que SPEC, soit dg¢a implementee au moyen deSPEG,. La encore,
toutes les preuves de corrections retstia I'implémentation [MPL ,) de SPEC, sont faites en
regard de la spefication descriptre SPEC,, et rullement par rapport & gé&cification constructie
de I'implémentation (MPL ;) de SPEC,. Par con$quent, rien ne proweva priori que la composition
de ces deux imptaentations correctes fourniss¢@ilisateur un feultat globalementorrect.

Lorsque les deux impheentations sont compos®e la speification globale de la structurefef-
tivement implenentee est la rainion des spafications des deux impheentationdMPL ; etIMPL , a
savoir :

SPEG, + (SORTimpl; + C4 + - - -+ EQ,) + (SORTimpl, + C, + -+ - + EQ)>) .
Le theoreme wuivant prouwve que la composition de deux imphentations (eec traitement d'&cep-
tions) fortement correctes fournit toujours ursuléat correct “du point de vue de l'utilisateur”.
Comme auparant, le “point de vue de l'utilisateur” est mda& par I'oubli, sur I'exception-signa-
ture deSPEG,, de la ynthese de bute SPECG,-algébre post-initiale.

Théoreme 5 :

Etant donfes une implanentation,IMPL ;, de SPEC, au moyen d&PEG,, et itne implanentation,
IMPL ,, de SPEC, au moyen de&SPEC,. Consideons la speification IMPL(1,2) obtenue en som-
mant les spafications des deux imfphaentations :

Chap. VI : Réutilisation d"implé mentations
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IMPL(1,2) = SPEG, + (SORTimpl, +---+EQ,) + (SORTimpl, +- - -+ EQ>)
SiIMPL ; etIMPL , sontfortement correcteslors on a :
pour touteSPEG;-algére post-initiale A,Us.exq(FivpL,2) (A)) est une SPEG,-algéore post-ini-
tiale.

Preuve :

La correction forte déMPL , implique que $ORTimpl, + - - -+ EQ,) est fortement persistante au-
dessus dSPEC, . La correction forte ddMPL ; et le tHereme de la ection pfeédente impliquent
donc queU(z_excl+z(|Mp|_ 2))(FIMPL(1,2) (A)) estune SPEC; +---+ EQZ)-algé)re post-initiale.

La correction forte delMPL2 implique de IDimpl, est fortement persitant au-dessus de
(SPEC, +---+EQ,) ; &, rappelant quéDimpl , n’ajoute aucune dpation, ceci implique que toute
(SPEC, +-- -+ EQ,)-algdre post-initiale est une IDimpl »-algéore post-initiale.
U(Z-exq+Z(IMPL 2))(F|Mp|_(112) (A)) estdonc unlempI z-algéjre post-initiale.

Enfin la correction forte déMPL , impose quelDimpl, est fortement persistante au-dessus de
SPEG; ; il en résilte queUs._ey, (Fivpi(1,2) (A)) est uneSPEGC,-algéore post-initiale. O

On constate ainsi que tous lessuleats obtenus dans le cas sans traitement d’exceptions se
géenéralisent sans difficultaux exception-algares.
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CONCLUSION

1. RECAPITULATION

Au cours de cette tlse, nous wons principalement deloppetrois formalismes :

O un nouveau formalisme idiplementation abstite dans le cadre des types abstraits
algaoriques, qui fournit d’'une part un reke exhaustif des critees pour qu’une imphaenta-
tion soitcorrecte et qui montre d’autre part que ces Criée peuvent toujourdre exprimes au
moyen des notions bien connues sldfisante compkeide et consistance hiarchique; de
plus, nous wons fourni des conditions suffisantes simples pour qumtaposition et dus
généralement laréutilisation, dimplémentations correctes fournisse Usuléat correct

O un nouveau formalisme de traitement d'exceptions dans la cadre des types abstraits
algebriques, ofrant toutes les particulafieutiles pour ce sujetmoddisation desnessges
d’erreurs, propagation implicitedes exceptions et des erreurs, possiBilde récupeaations
d’exceptions ;de plus, nouswens pu rednir les notions usuelles dgeifications struc-
turées, consistance hrmarchique et sufisante compkeide dans le cadre des types abstraits
algebriques aec traitement d’'&ceptions jplus geéralement, le fait qu’il existe toujours une
congruence minimalassocie atoute eception-pfeentation permet de’géraliser au cas
avec traitement d'&ceptions la plupart des primiés de $ructuration des spdications
algebriques dga mnnues sans traitement d’exceptions

O enfin, nous wons plus particuli|ement portenotre attention sur P@ension du formalisme
d'implémentations abstraites au cage@ traitement d'&ceptions ;nous &ons obtenu sans
aucune difficultdes mienes feultats que dans le cas sans traitement d’exceptions.

Le fait que les deux formalismes d’'impientation abstraite et de traitement d’exceptions puissent
étre “fondus” sans diiculté semble f@élateur de la fiabilitede ces deux formalismes. En effet, ce
sont ladeux sujets particullement décats des types abstraits dggues, et le fait que chacun de
ces formalismes puisse supporter les particUkdtel'autre nous semblére garant des possibilge
d’extensions de chacun d’eux. Plusgsement :

O du fait que notre formalisme dimpieentation abstraite utilise une rsantique fonde
uniquement sur les foncteursodbli et desynthee (synthese = ajoint agauche d’'un foncteur
d’oubli), il pourra“¢re @endu sans ditulté a tout formalisme offrant ces deux types de fonc-
teurs

O du fait que notre formalisme de traitement d’exceptions Jessee congruence minimale
associe atoute eception-pfeentation, il offre les rfrees potentialite dextensions que le
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formalisme des types abstraits dggques “classique” (ADJ), dont les gdtats reposent
justement sur I'existence de congruences minimales.

Insistons sur le point swant : bien que le traitement rigoureux des formalismes que neorssa
developpes ici soit parfois compbee, ces deux formalismes reposent sur déssdinples :

O Les dificultés ulevees par I'implémentation abstraite sont d’'une part que certairsws
manipules par I'implémentation ne repeentent aucun objet ianplementer e d'autre part
gue deux valeurs dérentes peuvent refsenter le mme dojet aimplementer Par rapport
aux approches amieures, celle de [EKMP 80] a permis déide precisement les critees
pour qu’'une implementation soit correcte gra a l'introduction d’'une Smantique traitant
explicitement ces deux probies. Ces crites ‘d¢aient cependant difficiles grouver sur les
exemples, car les foncteurs utiisehns la Smantigue de [EKMP 80]taient relatvement
complees.

Dans notre formalisme, nous traitons ces deuiicdlfés dsle niveau des preentations, en
utilisant ala fois I'abstraction (op&tions desynthee) et la représentation La €mantique
d’'une implanmentation abstraite s’exprime alors simplement, et les pgede corrections peu-
vent dre faites par des “manipulations formelles” sur la syatdbn’est pas ®nnant de lors
gue les critees de correction puissent toujours s’exprimércgraix notions de consistance
hiérarchique et suffisante complee.

O En ce qui concerne le traitement d’exceptions, nous sommes partis de ‘@sux ide

e quite abatr un formalisme de traitement d’exceptions, autant tisele aussi la
notion de “message d’erreur'te qui conduit assez naturellemenétandre la déni-
tion d’'une signature en lui adjoignant ddisjuettes d’exception

* puisque nous voulions mokiker desrécuperations il devenait evident que certains
termes auraient une valeubK’ (par reupeation) mais que leur traitement serait
exceptionnel ;par consgquent, il fallait distinguer lesermes rceptionnelsde leur
valeurqui n’est pas m@ssairement errépe

Du fait que nous ne pouvions donner unenatique algbrique des rception-algéres
restreinte aux aldgees finiment geérée (pour ne pas nuire aux possibiitdextensions de
ce formalisme), il nous allu ddinir une notion de validation™ “deux niveaux” (via Ts(a)),
mais l'idee ce base n’en reste pas moins simple.

2. PERSPECTIVES

Du fait de sa similitudevac le formalisme classique (sans traitement d’exceptions), le formalisme
des &ception-algéres ofre les niees possibilite dextensions. Nousvans d¢a précisement déini

les notions deprésentation foncteur d’oublj foncteur de synftse, consistance hiarchique suff-
isante compleideet tout ce qui se rapporid’@amplementation abstite dans le cadre dese@eption-
algdores ; mais il reste bierf sde nombreuses voiesexplorer.

Pa exemple, bien que nous ayonsfité les notions de consistance fiaichique et de sfifante
compld@ude, nous n‘ons fourni aucun ‘ltat nouveau sur la mamede es veifier. Nous aons
montresur quelques xemples de la parti€ comment veifier la suffisante comptade ou la consis-
tance hiearchique, mais il doiftee possible de ‘delopper systmatiquement des outils’ emnnus
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dans le cas sans traitement d’exceptions tels que le raisonnemativenel, I'induction structurelle
ou les pfeentations gracieuses ...

Dans le mme adre d'ides, de ménme que I'on peut obtenir certainsgdtats relatifs’ aine speifica-
tion classique lorsque ses axiomes peuvéet @ienfs en un ystame de ééciture aterminaison
finie, il serait infeessant de ‘dimir une notion de ‘éxiture prenant en compte lesvdises sortes
d’axiomes ou Gearations des»xeption-speifications. Plus conctement, il sera utile de concar
un evaluateur symbolique foridir les exception-aldees.

Nous aons dereloppeici une vision feolument initiale des»>eeption-algeres ;il serait utile de
définir une vision “terminale” des $pifications structures. Notons que ceci doit menter quelques
difficultés ron triviales. En effet, les approches terminales sans traitemetwegt®ons sont le plus
souwent fondes aur un ensemble distingude ortes “d’observation” fixé lavance. Cetteapproche
doit &re modifiee ici car une rception-pfeentation peut ajouter des “messages d’erreur” (ihsiebe
par des tquettes d’exception), or les messages d’erreur de &ipaion en question dant claire-
ment faire partie des “observateurs”. Il faut donc figrilela notion d’observateur de manéeapren-
dre en compte lediguettes d’exception.

Bien d’autres sujets peuveftree aborde en utilisant le formalisme desxeeption-algeres ;le fait
gu’il existe toujours une congruence minimale assaene eception-speification permettra de
traiter ces sujets d’'une mareeres smilaire ace qui est dga fait avec le formalisme “classique” des
types abstraits alpeiques.
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Cet annge ontient les remples ‘éénmentaires les plus courants de Gfieations et preentations
sans traitement d’exceptions, c'éstiee dans le cadre classique des types abstraits
algebriques (ADJ).

Dans toute la suite, une gifecation SPEC, ou une preentationPRES, sera ddinie par :

O Sestune ensemble fini dertes

O X est une ensemble fini d’O@eions ‘aarité dansS (c’est-adire qu’'un mot non vide su8 est
associea dhaque nom d’ofration)

O E est une ensemble fini ‘djeations sur la signatureS2>, c’est-adire une paire (non ori-
ente) de 2-termes wec variables.

Annexe 1 : exemples de Sp#ications classiques



Les boolens :

BOOL

Il s'agit de la spefication usuelle des boaes aec les constante$rue et False, et les opeations
usuelles := (nggation), ~ (conjonction), ~+ (ouinclusif),if _then_ else.

S = { BOOL}

2 ={True, Rlse ,~_ ,_~_ ,_ ~_ ,if_then_ else } avec les arits &videntes (et heessaires
ici, puisqu’il 'y a qu’une seule sorte).

E: - True = False
- False = True
Truesb = b
False~ b = False
ab = a(nan-b)
if Truethenaelseb = a

b

if False then a else b
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Les entiers naturels :

NAT

Il s'agit de la speification des entiers naturels (non bmauisque nous ne disposons d’aucun traite-
ment d’exceptions ici).

Les opeations “prelecesseur’fdred), “soustraction” (- ), “division” (div) et “modulo” (mod posent
quelques problees, car elles peentent de manie intrinseque des cas d’applicationx@eptionnels.
Pour ne pas nuirela compldude de cette Spiication, nous poserons par eention que :

O pred(0)=0

O n-m = 0 lorsquemest plus grand que

O ndv 0 et nnod 0 sont toujours gaux a0
Afin de pouvoir speifier 'opération d’ordre naturel sur les entiers naturels (“<”, qui est utile pour
speifier la division), nous considensNAT comme une prentation au-dessus @OOL Evidem-
ment, si I'on s’infeesse seulement aux ‘@pions 0, succ (successeur)pred (predéaesseur), +

(addition), — (soustraction) etx (multiplication), alors on peut consiagg NAT comme une Soffi-
cation apart entige, en otant les autres ‘opgons et les axiomes les concernant.

S={ NAT}

2={0,succ_,pred_, + — , x , < ,eq(,),if then_else , div., méd_
avet les arifs eridentes.
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E: pred(succ(n))
n+0
n + succ(m)
n-0
n - succ(m)
nx0
n x succ(m)
n<o
0 < succ(m)
succ(n) < succ(m)
eq(0,0)
eq(0,succ(m))
eq(succ(n),0)
eg(succ(n),succ(m))
if True then n else m
if False then n else m
n div succ(m)
n mod succ(m)
et par cowmention :
pred(0)
n div 0
nmod 0

n
n

succ(n) + m

n

pred(n)— m

0

(nxm) + n

False

True

n<m

True

False

False

eq(n,m)

n

m

if n<succ(m) thenn dse succ(n-succ(m)) div succ(m) )
n— (n div succ(m))

0
0
0

Remarquons qu’en fait, il faudraitvier la surchage sur I'opeation “if _then_ else”, qui é&tait dga
une opeation boolenne ; mais le contete (ici le nom des variables) nous permet raiset de
différencier ces deux 6pations, ce qui nousvge d'alourdir les notations.

Remarquons aussi que nobguations “par covention” n’induisent aucune inconsistance, car les

axiomes tels que

n div succ(m) = if n<succ(m) thenn dse succ(n-succ(m)) div succ(m) )
imposent que le second membsadc(m) soit différent de 0.

Remarquons enfin qu’il est par contre inutile decsige que(n—m) égale 0 lorsquen est plus grand
que n, car ceci feulte de la cowention “pred(0)=0": le alcul de la soustraction aboutit alors a

(0-0).

Annexe 1.2 : Les entiers naturels



Les entiers relatifs :

INT

Il s’agit de la speification des entiers relatifs (non boseuisque nous ne disposons d’aucun traite-
ment d’exceptions ici).

Les opeations “division” @iv) et “modulo” (mod posent quelques probites, car elles peentent de
maniee intrinseue des cas d’applicatioxaeptionnels. Poune pas nuiré éa complegude de cette
speification, nous poserons par e@ntion quen div 0 et n mod 0 sont toujours gaux a0 .

Afin de pouvoir speifier I'opération d’'ordre naturel sur les entiers relatifs (“<”, qui est utile pour
speifier la division), nous considensINT comme une peentation au-dessus @OOL Evidem-
ment, si I'on s'inteesse seulement aux ‘@pions 0, succ (successeur) pred (predéesseur),op
(oppose, + (addition), — (soustraction) etx (multiplication), alors on peut considg INT comme
une speification apart entiee, en otant les autres ‘@ptons et les axiomes les concernant.

S={INT}

2={0,succ_,pred ,op_, + ~, x, < eq(, ) if then_else , div_, mod_
ave les arifs evidentes.
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E: pred(succ(x))
op(0)
op(succ(x))
op(pred(x))
Xx+0
X + succ(y)
x + pred(y)
x—-0
X = succ(y)
X — pred(y)
x%x0
X x succ(y)
x x pred(y)
0<0
0 < succ(0)
0 < succ(succ(y))
0 < pred(y)
succ(x) <y
pred(x) <y
eq(x.y)
if True then x else y
if False then x else y
x divy
x mod y
x div 0

X
0

pred(op(x))

succ(op(x))

X

succ(x) +y

pred(x) +y

X

pred(x)-y

succ(xX)-y

0

(xxy) + x

(xxy) = X

False

True

if O<succ(y) therrue else O<succ(succ(y))
if O<y then O<pred(y) els€alse

x < pred(y)

X < succ(y)

7 (X<y v y<x)

X

y

if yxd<x <yxsucc(d) then d else divy
if eq(y,0) then 0 else %x(x div y)

0

Remarquons qu’en fait, il faudraitvier la surchage sur I'opeation “if _then_ else”, qui é&tait dga
une opeation boolenne ; mais le contexte (ici le nom desnables) nous permet amsent de
différencier ces deux 6pations, ce qui nousvge d'alourdir les notations.

Les ‘guations relaties a“<” et “div’ méiitent quelques explications :

O Concernant I'opeation “<”, il est bien connu que I'on ne peut pascHjer

0 <succ(n) = Tue

comme dans les entiers naturels, car éaraiedes inconsistances dans les bemde

O <succ(ped(0)) = True = <0 = False

On remarque que la spication que nous\ens donne ici ne fournit pas un syste de
rééaiture qui termine. Nous sommes dans un cad'on aurait besoin d'une Gpation
“if_then_”, mais on ne dispose ici que dié “then_ else”. Le moyen al§brique d’obtenir
un “if_then_” est le suvant : chaque fois que I'on voudraitree

on erit :

t = sibalorst

t = ifbthent elset

méme 9 cette ‘guation ne fournit pas une syste de Eéciture qui termine, elle n'en est pas
moins valide sur le plan purement dgque.

O De la miene fapon, I'equation que nousvens donne pour ddinir la division ne modése en
aucune &oon un dgorithme de calcul de ladsion euclidienne néanmoins elle dénit par
faitement le feultat d de la division d pary, sur le plan algbrique.

Bien su, un noyen plus constructif de Sgéier la division euclidienne est Tguation

Annexe 1.3 : Les entiers relatifs
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suivante, qui est cependant plus conxgle

xdvy = if eq(y,0) then O /*par convention */
else /*cas gméral */
(if y<O then op(x)iv op(y)
else /*le diviseur y est positif */
(if O<x<y then O /*fin de recursion */
else (if ¥x
then succ(x-y) divy) /*dividende positif */
else ped( (x+y) divy) / dividende negatif */
(dans cet axiome,u&v’ est une abbBraation pour {(u<v »r eq(u,v)} ; et “Osx<y” est une
abbraviation pour (0<x A~ x<y)").
Prouer que ces deux mamés de spafier la division sont guivalentes relge du brmalisme
d’'implémentation abstraite.

Annexe 1.3 : Les entiers relatifs



Les tableaux :

ARRAY

Nous speifions les tableaux comme une” ggptation ARRAY au-dessus de deux “sffations
préedéfinies :

O Une speification RANGcontenant une sorlRANGet la sorteBOOL, et munie d’un piélicat

d’égalité sur la sorteRANG(notéeq). Cette sort&RANGsera celle des indices des tableaux (le

plus souvenNAT dans lesxemples).

Prédicat d’egalité : dans I'algdre initiale deRANG eq(x,y)est’'@al aTruesi x=y, et aFalse
sinon. En particulierla propriété eq(x,y)=Trueest rdlexive, symérique et transitie dans
toute algere finiment geéréevalidant RANG

O Une speification ELEM contenant une sorteLEM, et munie d’une constante “distingelede

sorte ELEM, notee e. Cette constante est cessaire du fait qu’en I'absence de traitement

d’exception, on est contraint de suppog®ur conserver la sfifante compleide de notre
speification, que le tableau “vide'ctfeate contient un’&nent en chacun de ses range
plus simple est de poser qu'il contient cette constantmiformement.

S = { ARRAY}
2= create : - ARRAY (tableau initial)
_[1:'=_: ARRANRANGELEM - ARRAY (affectation)
LI: ARRAY RANG - ELEM (acce)

if then_else_: BOOL ARRARRAY -  ARRAY

Pa corvention, on noterd out’ les variables de sort®RRAY i ouj celles de sortRANG et x ouy
celles de sortELEM.

E: ifTruethentelset’ = t
if False thentelset’ = t
create = create[i]:=e
(t[:=x)]:=y = if eq(i,)) then t[j]:=y else (t[j]:=y)[i]:=x
(= = x

Ces axiomes traduisent simplement gleetableau vide contient la constangepartout, I'afectation

Annexe 1 : exemples de Sp#ications classiques -221 -



Annexe 1 : exemples de Sp#ications classiques -222 -

dans un tableau est commuiatguf si elle concerne deux fois I€ me indice auquel cas la dernge
affectation’erase la preédente, et I'acce aun tableau fournit le dernieflé@rent afecteen I'indice

en question (la commutstié de l'affectation permet toujours de faire remonter la “bonné&caa-
tion ala racine du terme repsentant le tableau auquel on adep

Annexe 1.4 : Les tableaux



Les piles :

STACK

Nous speifions les piles (non bofes) comme une psentationSTACK au-dessus dBIAT+BOOL
(pour pouvoir speifier 'opération “hauteur”), et d’'une Spiication preléfinie ELEM contenant une
sorteELEM, e munie d’'une constante “distingelede sorte ELEM, notée e (les ‘dénments placs dans
les piles seront ceux de softEM). Cette constante est rieessaire du fait qu'en I'absence de
traitement d’&ception, on est contraint de suppogeur conserver la suffisante corijpide de notre
speification, que I'acCs ala ple vide fournit un"&ment preléfini. Cet'déément serae.

Naturellement, il est possible g€ EM soit en faitNAT ou BOOL (avec par exemple e=0).

S = {STACK}

2= empty :
push :

pop :

top :

height :
is-empty :

E: pop(push(x,X))
top(push(x,X))
height(empty)
height(push(x,X))
is-empty(X)

et par comention :
pop(empty)
top(empty)

- STACK
ELEM SACK -

SACK -
SRPCK -
SACK - NAT
SACK

X

X

0

succ(height(X))

eg(height(X),0)

empty

e

Annexe 1 : exemples de Sp#ications classiques

STACK
STACK
ELEM

BOOL

(pile vide)

(empile un"&ment)
(depile d'un cran)
(élément en haut de pile)
(hauteur)

(la pile est-elle vide ?)
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Les chdanes :

STRING

Nous speifions les chines (non borfes) comme une psgentation STRING au-dessus de
NAT+BOOL (pour pouvoir speifier I'opération “longueur”), et d’'une Sp#ication preléfinie ELEM
contenant une sorteLEM (les “caractees” formant les cliaes). Naturellement, il est possible que
ELEM soit en faitNAT ou BOOL

S = {STRING}

2= A - STRING (chdne vide)
add : ELEM STRING -  STRING (ajoute un BEment)
concat: STRING STRING -  STRING (concataation)
length : STRING -  NAT (longueur)
is-empty : STRING - BOOL (la chdne est-elle vide ?)
E: concatgqu) = u
concat(add(x,u),v) = add(x,concat(u,v))
length@d) = O
length(add(x,u)) = succ(length(u))
is-empty(u) = eq(length(u),0)
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Les ensembles :

SET

Nous speifions les ensembles (non bésheomme une preentationSETau-dessus dAT+BOOL
(pour pouvoir spefier I'opération “cardinal”), et d'une spiication praléfinie ELEM contenant une
sorte ELEM (les @énents des ensembles), et munie d'uhdma d’egalité, noté eq sur la sorte
ELEM.

Naturellement, il est possible que_EM soit en &it NAT (muni deed), ou BOOL (le prelicat
d’égalité est alors déni par : eq(a,b) = (@b)w - (awb))

S = { SET}
2= if then_else: BOOLSETSET - SET
O - SET (ensemble vide)
ins : ELEM SET -  SET (insertion)
del : ELEM SET -  SET (enlever un dément)
O: ELEM SET - BOOL (éémentde)
O: SETSET -  SET (union)
n: SETSET -  SET (intersection)
- SETSET -  SET (différence)
A SETSET -  SET (différence symiique)
cad : ET - NAT (cardinal)
is-empty : SET - BOOL (I'ensemble est-il vide ?)
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E= if Truethen X else Y
if False then X else Y
ins(x,ins(y, X))

del(x,ins(y, X))

x

x Oins(y,X)
xog

X O ins(x,Y)
Xn [

X n ins(x,Y)
X-0
X=ins(x,Y)
XAY
card(@)
card(ins(x,X))

is-empty(X)

et par cowmention :

del(x[7)
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X

Y

if eq(x,y) then ins(y,X) else ins(y,ins(x,X))
if eq(x,y) then del(x,X) else ins(y,del(x,X))
False

if eq(x,y) then True elsd X

X

ins(x,XJY)

O

if xOX then ins(x,XY) else XY

X

del(x,X»Y

XOYy-XnY

0

if XX then card(X) else succ(card(X))
eg(card(X),0)

g

Annexe 1.7 : Les ensembles



Les files :

QUEUE

Nous speifions les files (“fifo”, non borhes) comme une psentation QUEUE au-dessus de
NAT+BOOL (pour pouvoir speifier I'opération “longueur”), et d’'une Sp#ication preléfinie ELEM
contenant une sortELEM, et munie d'une constante “distingglede sorte ELEM, notee e (les
éléments place dans les files seront ceux de sdeieEM). Cette constantee est rieessaire dudit
gu’'en I'absence de traitement gieption, on est contraint de suppogeur conserver la sfifante
compld@ude de notre spéication, que I'acce ala file vide fournit un”Ement preléfini. Cet'éément
serae.

Naturellement, il est possible g€ EM soit en faitNAT ou BOOL (avec par exemple e=0).

S = { QUEUE}

2= new : - QUEUE (file vide)
add: ELEM QUEUE - QUEUE (ajoute un BEment)
remove : QUEUE - QUEUE (detruit I'édément en tee)
first : QUEUE - ELEM (premier’éément de la file)
length : QUEUE - NAT (longueur)
is-empty : QUEUE - BOOL (la file est-elle vide ?)
E: remove(add(x,new)) = new
remove(add(x,add(y,X))) = add(x,remove(add(y,X)))
first(add(x,new)) = X
first(add(x,add(y,X))) = first(add(y,X))
length(new) = 0
length(add(x,X)) = succ(length(X))
is-empty(X) = eq(length(X),0)
et par comention :
remove(new) = new
firsttnew) = e
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Cet annge ontient dvers exemples simples d’'implaentations abstraites sans traitemenickp-
tions.

Pour les spafier, nous suvons les notations ddtes dans la partie A, chapitre I1,la fin de la sc-
tion 2 (pages 49 et 50).

Annexe 2 : exemples d implmentations abstraites classiques



Annexe 2.1
Implémentation de NAT

par INT

Cette implenentation est particuliement simple, puisquEAT est simplement un sous ensemble de
INT. La sule dificulté résulte de I'application de I'opationpreda 0, qui retourne0 pour les entiers
naturels, maisl pour les relatifs.

\oici la speification de cette imphaentation :

L’ arite de l'opération d’abstraction est :
< >: INT -implamente- NAT

Onat = <Opnr >
SUCGat(< 2 >) < sucgnr(2) >
eqnr(z 0) = False = predyar(< z>) < predinr(2) >
predyat(< Onr >) <Ot >
<Z>+\paT<Z > <zZ+nT Z >
Z <|NT zZ = False — <Z> _NAT< zZ > = <Z ~INT zZ >
Z <|NT Z =True — <Z> _NAT< zZ > = < OlNT >
Les autres opations ne posent aucun profie ...
il ne s'agit que de copies.

0

0

0

0

On constate ici, une fois encore, le manquielent de traitement d’exceptions pour traiter cette
implémentation de manie ficace.

Remarquons que la répanmtation de lgalité est vide, puisque deux entiers relatifs distincts
representent deux entiers naturels distincts.
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Annexe 2.2
Implémentation deSTACK

par ARRAYet NAT

Récapitulons ici cette imphaentation dg éecifiée ai cours de la partie A. Rappelons que, pour
pouwir speifier compldement le cas>»@eptionneltop(empty) il s'agit de piles et de tableaux

d’éléments tels que la sorteLEM contienne urilénment particuliere .

L’ opeation d’abstraction est :
< ,_ >: ARRA' NAT -implemente- STACK

Avec les axiomes :

empty = <t0>
push(n,<t,i>) = <t[i]:=n,succ(i)>
pop(<t,0>) = <t0>
pop(<t,succ(i)>) = <ti>
top(<t,0>) = e
top(<t,succ(i)>) = {[i]
height(<t,i>) = i
is-empty(<t,i>) = eq(i,0)

La representation de I'galité peut @re speifiée mmme suit :
<t,0> = <t',0>
<t,i>=<t'|i> atfi]=t[] = <t,;succ(i)>=<t,succ(i)>

Annexe 2 : Implamentations sans traitement d’exceptions
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Annexe 2.3
Implémentation deSTACK

par STRING

Ici encore, on suppose qu'il s’agit de ties et piles diénents tels que la sorEeLEM contienne un
élément particuliere, afin de speifier complgement le cas exceptionrtep(empty)

L’ opeation d’abstraction est :
< >: STRING -implamente-» STACK

Et les axiomes d'impleentation sont :

empty = <A>
push(x,<s>) = <add(x,s)>
pop(<A>) = <A>
pop(<add(x,s)>) = <s>
top(<2>) = e
top(<add(x,s)>) = X
height(<s>) = length(s)
is-empty(<s>) = is-empty(s)

La repreentation de l'galité est bien Suvide puisque deux ciaes diférentes repreentent nees-
sairement deux piles diffentes.
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Annexe 2.4
Implémentation deSTRING

par ARRAYet NAT

L' opeation d’abstraction est :
<_,_>: ARRA'NAT -implemente~ STRING

Nous utiliserons une composante caglaiin de déinir une opeation qui transfert une portion de
tableau dans un autre tableau :

'opération cache : transfert(t,i,t’,j,k) a pour rde de tansfeer les éments du tableati compris
entre les rangpgetj+k (j+k exclu), dans le tableaia partir du rang (i inclus).

Ceci est spafié au moyen des axiomes cachalivants :

transfert(t,i,t',j,0)
transfert(t,i,t',j,succ(k))

t
transfert(t[i]:=t'[j],succ(i),t’,succ(j),k)

Les axiomes d’'implementation sont alors :

A

add(x,<t,i>)
concat(<t,i>,<t’,j>)
length(<t,i>)

is-empty(<t,i>)

<t,0>

<t[i]:=x,succ(i)>
<transfert(t,i,t’,0,j),i+j>
i

eq(i,0)

w o un

La representation de I'galité peut @re speifiée mmme suit :
<t,0> = <t',0>
<t,i>=<t’|i> atfi]=t[] = <t;succ(i)>=<t,succ(i)>
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Annexe 2.5
Implémentation deSET

par STRING

Récapitulons ici cette implaentation dg@ éecifiée au cours de la partie A.

Nous speifions d’abord une composante caehwi enrichit la speification STRINGdes opeations
occurs removeet delete L'opérationoccurs(x,syetourneTruesi I'élémentx est dans la chiaes, et
False sinon. Lopération remove(x,s)retourne la chiame s privee de sa pemiere occurrence
(eventuelle) de reéément x; en particulier, s x n'est pas dans, dors la chane s elle mane est
retourri@. Enfin I'opérationdelete(d,syetourne la cHiaes privée e la premiae premiae occurrence
(éventuelle) de chacun dékéaents contenus dans la thad ; en marticulier, 9 d ne contient aucun
élément en communvac s alors la chines est elle Mee retourrie, et s d contient tous lesSléments
des(dans n’'importe quel ordre) alors la tha vide est retoufiee

Ceci est obtenu par les axiomes ¢achévants :

occurs(xy) = False
occurs(x,add(y,s)) = eq(x,y)w occurs(x,s)
remove(x)) = A
remove(x,add(x,s)) = s
eq(x,y)=False => remove(x,add(y,s)) = add(y,remove(x,s))
deletef,s) = s

delete(add(x,d),s) delete(d,remove(x,s))

L' opeation d’abstraction est :
<_>: STRING -implemente. SET

Les axiomes d'implmentation sont alors les sants :
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U

occurs(x,s)=False = ins(x,<s>)
occurs(x,s)=True = ins(x,<s>)
del(x,<s>)

x <s>

<s> []<s’>

<s> n <s’>

<s> — <S>

<s> A<s’™>

card(<s>)

is-emptyer(< s>)

n

n

n

n

n

n
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<A>

<add(x,s)>

S

<remove(x,s)>
occurs(x,s)
concat(delete(s,s’),s)
delete(s,delete(s’,s))
delete(s’,s)
concat(delete(s’,s),delete(s,s’))
length(s)
is-emptsrringS)

Enfin la repfeentation de l'galité traduit simplement la commutativite 'insertion ensembliste :
<add(x,add(ys))> = <add(yadd(x,s))>

Annexe 2.5 : implenentation deSETpar STRING



Annexe 2.6
Implémentation deSET

par ARRAY

Rappelons que nousa@ns ddini la presentationARRAYau-dessus d’'une spécation RANGquel-
conque (munie d’'un pdicat d'ayalité), et dune speification ELEM quelconque (munie d’unealeur
distingue e, que contient uniforr@ent le tableau initiatreate.

Nous allons consider des tableaux de bdetes, aec e=False et la pecification RANGsera celle
des & ments des ensembles que nous voulons imgéer Donc, en &it, nous instancions les rangs
des tableaux RANQG par la speification des Enments des ensembleset nous instancions les
élérments des tableauEM) par BOOL

Nous allons implmenter des ensembleSKT) dont les’énments seront de sorRANG Un ensemble
s sera donc implmentepar un tablead de telle sorte que (de sorteRANQG sera ‘éénent des si et
seulement ] écpleTrue

L' opeation d’abstraction est bierirsu
<_>: ARRAY -implarente- SET

Nous utilisons une composante cacldgin de ddinir les opeations AND (et logique), OR (ou
logique) etA (difference syrmigique) globalement sur les tableaux de bemde(rappelons quereate
contient uniformenentFalse) :

create ANDt = create
t'[r]:=T rue AND t = (' AND t)[r] :=t[r]
create ORt = t
t'[r]:=T rue OR't = (t OR)[r] := True

t
t AD[]:= —t[r]

createAt
t'[r]:=True At

Et les axiomes d'impleentation sont les seants :
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U
ins(r,<t>)
del(r,<t>)

r d<t>
<t> 0 <t'>
<t> n <t’>
<t> —-<t'>
<t> A<t'>

card(<create>)
ffrl:=False =~ =  card(<t[r]:=True>)
is-empty(<t>)

L S 0 S S U S B B L B L B 0

La reprfesentation de l'galité est vide puisque deux tableaux
s'ils sont’gaux.
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create
t[r]:=True
t[r]:=False

t[r]

tout

tAND t

(tAt) AND t
tAt

0
succ(card(<t>))
eq(card(<t>),0)

ne fepraent le Mme ensemble que

Annexe 2.6 : implenentation de SETpar ARRAY



Annexe 2.7
Implémentation deQUEUE

par ARRAYet NAT

Récapitulons ici cette imphaentation dg éecifiée ai cours de la partie A. Rappelons que, pour
pouwir speifier compldement le caseeptionnelfirst(empty) il s'agit de piles et de tableaux
d’éléments tels que la sorieLEM contienne urilément particuliere . Mais nous s&ns que sur cet
exemple, le manque de traitement d’exceptions est surtout ressenti par une éfgiténiini” de la
file dans le tableau.

L’ opeation d’abstraction est :
< , , >: ARRA NAT MNAT -implemente-~ QUEUE

Avec les axiomes :

<t,i,i>
<t[j]:=x,i,succ(j)>
<t,succ(i),j>

new
add(x,<t,i,j>)
eq(ijj=False =>  remove(<t,i,j>)

remove(<t,i,i>) = <tii>
eq(i,j)=False = first(<t,i,j>) = {[i]
first(<t,i,i>) = e
length(<t,i,j>) = j-i
is-empty(<t,ij>) = eq(i))

Enfin les axiomes de remantation de l'galité sont :
<t,i,i> = <t',k,k>
<t,ij>=<t' kI> At[]J=t]] == <tisucc(j)> =<t k,succ(l)>
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Cet annge mntient des xemples parmi les plus courants xiéeption-speifications et d’&ception-
présentations dans le cadre du formalisme des exceptiobrakye

Dans toute la suite, unaeption-speification SPEC, ou wne &ception-pfeentationPRES sera
définie par (cf. partie B) :

] < 3-exc, Ok-Frm , Ok-Ax , Lbl-Ax , Gen-Ax > \

ou:
O 2XZ-exc=<SZ.L> estune exception-signature {detion 1, page 97)
O Ok-Frm est une ddaration de forme®k surZ-exc(ddinition 2, page 99)
O Ok-Ax est un ensemble fini @k-axiomes su&-exc(déinition 3, page 100)
O Lbl-Ax est un ensemble fini d’axiomes titpietage suk-exc(déinition 4, page 101)

O Gen-Ax est un ensemble fini d’axiomeSmgaalises sur Z-exc(ddinition 5, page 103).

Annexe 3 : exemples d exception-$piications



Les boolens

Cette speification est trivialement simple. En fait, elle necessite aucun traitement deptions,
puisque toutes les opions boolennes, appligies ades \aleurs bodlennesOk, retournent une
valeur Ok Hormis la delaration (tres Smple) de forme<k, ele ne difére donc pas de la Spiica-
tion classique (sans traitement d’exceptions) des basle

S = { BOOL}

2 ={True,False7»_ ,_~_, ~_,if_then_else }
ave les arifs evidentes (et heessaires ici, puisqu'’il n'y a qu’une seule sorte).

L=0

Ok-Frm : True O Ok-Frm
False OO0 Ok-Frm

Ok-AX : - True = False
- False = True
Trueasb = b
False~s b = False
awb = - (—-a A b)
if Truethenaelseb = a
if False thenaelseb = b

Lbl-Ax etGen-Ax sont vides, puisqu’aucun traitement d’exceptions n’est requis.
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Les entiers naturels

non bornes

Nous pfeentons ici drerses &ception-speifications des entiers naturels non b&navec des
“degres’ de traitement d’exceptions progressjfseci afin de daontrer que notre formalisme conduit
a ks speifications simples et courtes lorsque I'on se limite aux structures dé etopBsentes en
exemples dans les dirs autres formalismes de traitement d’exceptions.

1. CAS SANS ETIQUETAGE

L' exemple que nous Spiions ici est est repeentatif de ce qui peuttre speifié sans cas de
récup@ation, aec tous les formalismes que nousamns cifes en partie B, chapitre |, section 3. Aucun
disgnostic d’exception n'est dohngees formalismes ne disposent pastidieette d'eception),
c’est-adire queL, Lbl-Ax etGen-Ax sont vides.

S={ NAT}

2={0,succ_ pred , + , - , x < eq(, )}
ave les arits evidentes.

Ok-Frm : 0 O Ok-Frm
nOOk-Frm =  succ(n)JOk-Frm
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Ok-Ax :  pred(succ(n)) = n
n+0 = n
n+succ(m) = succ(n)+m
n-0 = n
n-succ(m) = pred(n)—-m
nx0 = 0
nxsucc(m) = (nxm)+n
n<0 = False
O<succ(m) = True
succ(n) <succ(m) = n<m
eq(0,0) = True
eq(0,succ(m)) = False
eq(succ(n),0) = False
eq(succ(n),succ(m)) = eq(n,m)

Remarquons que, par rapport au formalisme de [GBAJE notre composant®k-Frm est ici
exactement” guivalente ‘adédarer que les opations0 et succsont “safe”. Les algwes initiales
respectiement obtenues vac le formalisme des xzeption-algbres et @ec les formalisme
[GDLE 84] sont alors isomorphes. "B&noins, notre formalisme permet déddige de maniee
totalement implicitejue les options %", “<” et “ eq’ sont “safe”.

Pa rapport au formalisme des E,R-ahges de [BidB4], Ok-Frm ne serait pas dfare dans ce for
malisme, mais par contre il faudraitatrer explicitement que les termpsed(0) & n—m lorsquen
est strictement irifeeur am, sont des cas d’erreuCeci est automatiquement digt de maniee
implicite dans notre formalisme.

2. CAS AVEC RECUPERATIONS

Nous allons spifier ici une feupeaation des termes’gatifs surQ. Les composantesS,L> et Ok-
Frm sont les mmes que dans la section péeente ; nous ajoutons simplement les axiomes
géenéralises slivants (danssen-Ax) :
pred(0) =0
n<m=True == n—-m=0

Dans le cas du formalisme de [GDBE], ceci est spié par les menes axiomes mais rappelons
gue ce formalisme ne contient qu'une seule classe d’axiomes, si bien que rien ne permet de distinguer
syntaxiguement que ces axiomesveld du traitement d’exceptions.
Dans le cas du formalisme de [Bid 84], ilfdufi’ajouter le premier axiome parmi les axiomes traitant
les valeurgOk, et dajouter la delaration de reupaation suvante :
pred(0) est un term€ capaé
Ainsi, ce cas de meip@ation est explicitement Citgemarquons reamoins que I'axiomepred(0)=0
est speifié au sin desOk-axiomes, bien que ce soit urieupeaation.

3. CAS AVEC ETIQUETAGE

Pour speifier la recupaation preédente aec le formalisme desxeption-algéres, il est clair que
nous piéérerons’erire une feupaation de la forme suante :
n ONEGATIVE-VALUE = n=0

Annexe 3.2 : Entiers naturels non borhs
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avec les’diquetages suants, speifiés dansLbl-Ax :
pred(0) O NEGATIVE-VALUE
n<m =True == n-m 0 NEGATIVE-VALUE

Ceci n’est bien Jupossible qu'acondition de disposer d’uftiquetage des valeurseeptionnelles.
Pa conseuent, speifier ainsi une telle mupeation avec les formalisme [GDLE 84] ou [Bi@4]
n'est pas possible.

Seul un formalisme utilisant les sous-sortes (cf. OBJ2) pourrait atteindre Ucifcapen de ce
genre en Crant une sous-sorte AT nomme NATyecaTivEVALUE - Néamoins, pour un tel formal-
isme, les spafications donhes dans les sections é&dentes ne pourraient pasdiére implicitement
que les termepred(0) et n—m sont exceptionnels. De plus, et surtout, cettegeation de pourrait
pas tre speifiée mmme une pre&Entation au-dessus dAT sans feupeaation ;en efet, sans cette
récupaation la sorteNATyecativevaLue doit @re delare comme une sous-sorte AT ey, OIS
qu'avec cette feuperation elle devient une sous-sorte ATy, ; par consquent, les reupaations
induisent des modifications de I'ordre sous-jacent des sous-sortes.
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Les entiers naturels

bornés

Récapitulons ici la spefication des entiers naturels bosnétja developpe pas apas durant la par

tie B, chapitre Ill. Il s’agit d’'une exception-mentation au-dessus des baieBOOL

S = { NAT}

2 = { 0, Maxint, crash, succ_, _
ave les arits evidentes.

< _,pred_,

+ 5, _%_,_dv_}

L = { NEGATIVE-NUMBER , TOO-LARGE-NUMBER , DIV-BY-0-ERROR

Ok-Frm :

sucd'®™iQ) 0 Ok-Frm

sucdn) O Ok-Frm = n 0 Ok-Frm
Ok-Ax : Maxint =  sucd'®in(Q)
n<0 = False
O<succ(m) = True
succ(n) <succ(m) = n<m
pred(succ(n)) = n
n+0 = n
n+succ(m) = succ(n)+m
n-0 = n
n-succ(m) = pred(n)—-m
nx0 = 0
nxsucc(m) = (nxm)+n
r<m=True = (nxm)+r)divm = n

Annexe 3 : exemples d exception-$piications
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Lbl-Ax :

succ(n)+m0 TOO-LARGE-NUMBER

(nxm + n) 0 TOO-LARGE-NUMBER

Annexe 3 : exemples d exception-$piications

-
=

n ONEGATIVE-NUMBER
n<m = True

n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER

=
=
=
n 0 TOO-LARGE-NUMBER =
=

Gen-Ax :

n ONEGATIVE-NUMBER

nOTOO-LARGE-NUMBER~ mOOk
nOOK A MOTOO-LARGE-NUMBER
sucdn) O TOO-LARGENUMBER!
sucqm) 0 TOO-LARGE NUMBER]
succ(nfTTOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n+succ(m)0 TOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
n 0 TOO-LARGE-NUMBER
nxsucc(m)d TOO-LARGE-NUMBER
r<m=True

pred(0) D NEGATIVE-NUMBER
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pred(n) D NEGATIVE-NUMBER
(n—m) ONEGATIVE-NUMBER
succ(Maxint)d TOO-LARGE-NUMBER
succ(n)d TOO-LARGE-NUMBER

(n +0) O TOO-LARGE-NUMBER
n+succ(m)d TOO-LARGE-NUMBER
(nx 1) O0TOO-LARGE-NUMBER

(nx succ(m))d TOO-LARGE-NUMBER
(n div 0) I DIV-BY-0-ERROR

—

R R T 12 120 O A A

n
n div 0
succ(crash)
pred(crash)
crash+n
crash—n
n - crash
crashxn
crash div n
n div crash
n+m
nxm
n<m
n<m

succ(n)<succ(m)

pred(succ(n))
n+0

n + succ(m)
n-0

n - succ(m)
nx0

n x succ(m)
((nxm)+r) divm

Annexe 3.3 : Entiers naturels borris

crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
crash
m+n
mxn
False
True

n<m

n
n

succ(n) + m
n

pred(n)— m
0

(nxm)+n
n

Se repporter au chapitre Il de la partie B pour lgsrdicommentaires relatifsatte speification.



Entiers relatifs

bornés

Il s’agit d’une pfeentation au-dessus des bangBOOL Les cas exceptionnelsstdtent bien Sude
I'application des dierses opeations ‘ades \aleurs Ok lorsqu’elles retournent une valeur hors de
I'intervalle [-lowerbound,upperboudNous choisissons ici de€ agpaer les divisions paf sur
I'une des borneslowerboundou upperbound mais nous ne @ipaerons pas leh modulo 0” afin

de montrer que, bien queodsoit ddini au moyen déliv, il est possible d’interdir la propagation des
récuperations deliv (dans l'algére initiale).

Noter que si I'&ception-speification qui suit est un peu longue, ceci est en grande parta thit
que lowerboundn’est pas suppodségal a upperbound Specifier un intenalle Ok de la forme
[-bound,+bounil serait consideablement plus courtcependant nous pii&ons pfeenter ici le cas
genéral.

S={INT}

2 ={0,succ_ pred_o0p_,_ + , - , x ., < g, ), _dv, nod_}
ave les arits evidentes.

L = { TOO-SMALL-INTTOO-LARGE-INTDIV-BY-0-ERROR
Ok-Frm : suc¢PPerbound ) [ Ok-Frm
preQOwerbouno(O) 0 Ok-Frm

succ(z)d Ok-Frm = Z JOk-Frm
pred(z)d Ok-Frm = Z JOk-Frm
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Ok-Ax : pred(succ(z)) =z
succ(pred(z)) = z
op(0)=0
op(succ(z)) = pred(op(z))
op(pred(z)) = succ(op(z))
z+0=2z
Z + succ(y) = succ(z+y)
z + pred(y) = pred(z+y)
(zty)-y=z
zx0=0
zxsucc(y) = (xy) +z
zx pred(y) = (zy) -z
predlowerbound(o) < predlowerboun(to) = False
pred®Veoundn) < succ(z) = True
eq(zy) =- A~

pred(0)<r<y = True = (zxy) + N divy = z
znmody = z—((z divy)xy)

Lbl-Ax : sucg¢PPerboundl gy [ TOO-LARGE-INT
pred°wertoundlg) 1 TOO-SMALL-INT
z > succoeround) = op(z) d TOO-SMALL-INT
z < pred'PPeoundg) = op(z) 0 TOO-LARGE-INT
suc¢PPerbounq Q) + sucd0) 0 TOO-LARGE-INT
pred®Veounq0) + pred(0) 0 TOO-SMALL-INT
z+succ(y)d TOO-LARGE-INT
z+pred(y) 0 TOO-SMALL-INT
pred(z)+succ(yl] TOO-LARGE-INT
succ(z)+pred(y)d TOO-SMALL-INT
z-y O TOO-SMALL-INT
z-y O TOO-LARGE-INT
zxsucc(y)d TOO-LARGE-INT
zxsucc(y)d TOO-SMALL-INT
zxpred(y) 0 TOO-LARGE-INT
zxpred(y)  TOO-SMALL-INT
z dv 0 O DIV-BY-0-ERROR
znod 0 O DIV-BY-0-ERROR

z+y O TOO-LARGE-INT

z+y O TOO-SMALL-INT

z+y O TOO-LARGE-INT

z+y O TOO-LARGE-INT

7 < (y+ predlowerbound(o)) = True
z > (y+succPPereounq)) = Trye
(2¢y)+z 0 TOO-LARGE-INT
(2¢y)+z 0 TOO-SMALL-INT
(2¢y)-z 0 TOO-LARGE-INT
(2¢y)-z 0 TOO-SMALL-INT

GUBdoueuel

Gen-Ax: 0 div 0 = succ(0)
z<0=True => zdv 0= predoerounqQ)
O<z=True => zdv 0 = suc¢Prerbounqp)

Naturellement, bien d’autreSagperations peuventte envisages.

Annexe 3.4 : Entiers relatifs borrie



Tableaux bornes

Nous speifions les tableaux comme une” ggptation ARRAY au-dessus de deux “sffeations
préedéfinies :

O Une speification RANG contenant une sorteANGet la sorteBOOL, munie d’'un pfélicat
d’égalité sur la sorteRANG(notéeq), de deux rangs particulielswer-rangeet upper-range
et d’'une relation d’ordre total dans I'alge initiale (note<) telle quelower-range<upper-
range Cette sorteRANGsera celle des indices des tableaux (le plus&uWNAT dans les
exemples).

O Une speification ELEM quelconque.

S = { ARRAY}
2= create : - ARRAY (tableau initial)
_[L1:'=_: ARRARANGELEM - ARRAY (affectation)
L1: ARRAY RANG - ELEM (accCe)

Pa cornvention, on noterd out’ les variables de sort®RRAY i ouj celles de sort®ANG et x ouy
celles de sorteELEM.

L = { OUT-OF-RANGE, NOINITIALIZED }

Ok-Frm : (on considee mmme termeOk tout tableau n’ayant recque des affectations dé&nents
Oka lintérieur des rangddwer-range upper-rangé meme sil contient des rangs non initialise
create[J Ok-Frm
lower-rangesi<upper-range=True~ X[OOk ~ t0Ok-Frm = t[il:=x [0 Ok-Frm

Ok-Ax : (t[]:=[] = x

eq(ij) =False = (l:=x)0:=y = (tI]:=y)[i]:=x
(til=x)[l:=y = tli]:=y
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Lbl-Ax : create[i] ONOT-INITIALIZED

eq(i,j)=False ~ t[i] ONOT-INITIALIZED (t[]:=x)[(] O NOT-INITIALIZED
i>upper-range = True tfi] O OUT-OF-RANGE
i<lower-range = True tfi] O OUT-OF-RANGE
i>upper-range = True tfil:=x 0O OUT-OF-RANGE
i<lower-range = True tli]:=x O OUT-OF-RANGE

R

En ce qui concerne les axiomen@rlises (Gen-Ax), on peut imaginer toute gepeaation utile...
voir Exemple 14, section 1.2, chapitre VI, partie B (pages 137 & 138).

Annexe 3.5 : Tableaux borris



Piles borneass

Nous speifions les piles borres comme une prantationSTACK au-dessus dBIAT (pour pouwir
speifier 'opération “hauteur”), et d'une Sp#ication praléfinie ELEM contenant une sorteLEM
(les ‘@énents placs dans les piles seront ceux de sdeteEM). Naturellement, il est possible que
ELEM soit en faitNAT. On mnsidee des piles de hauteur maximalaxheight

S = { STACK}
2= empty: - STACK (pile vide)
push: ELEMSACK - STACK (empile un"&ment)
pop : SACK - STACK (depile d'un cran)
top : SACK - ELEM (éénent en haut de pile)
height : SACK -  NAT (hauteur)

L = { UNDERFLQV, OVERFLQON, SAXK-IS-EMPTY}

Ok-Frm =

X1 OOK-Frm s - -+ A Xyaxheigh JOK-Frm == push(xy, push(xy, . . . , pPushi(Xyaxneighs €Mpty 0 Ok-Frm
push(x,X)O Ok-Frm = X OOk-Frm

Ok-Ax :  pop(push(x,X)) = X
top(push(x,X)) = X
height(fempty) = 0
height(push(x,X)) = succ(height(X))
Lbl-Ax : pop(empty)d UNDERFLOW

top(empty)d STACK-IS-EMPTY

X OUNDERFLOW => pop(X)JUNDERFLOW
height(X)=Maxheight =>  push(x,X)dJ OVERFLOW
X OOVERFLOW =>  push(x,X)00 OVERFLOW

Tout traitement des piles exceptionnelles pdrg anaginedansGen-Ax. Par exemple, si I'on \eut
identifier toutes les piles @dNDERFLOW il suffit d'écrire :

X OUNDERFLOW ~ Y OUNDERFLOW = X=Y
Si I'on veut nommecrashcette pile erroheil suffit d’ajouter la constanterashdans la signature, et
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de remplacer I'axiome géraliseprécécent par :

X OUNDERFLOW = X =crash
Si par contre on pfére réaupaer les piledJNDERFLOWsur la pile vide, il suffit d'erire :

X OUNDERFLOW == X =empty
De mane, si I'on veut &ire tomber tous les cas@VERFLOWdans uncrashirréversible, il sufit
d’écrire :

X OOVERFLOW = X =crash
Et si I'on veut feupeaer I'application depushsur une pile pleine en n’effectuant paspeosh il suffit
d’écrire :
height(X)=Maxheight = push(x,X) = X

Bien d’autres traitements des cas exceptionnels pelirentagina.

Annexe 3.6 : Piles borhes



Chaines bornes

Nous speifions les chines borhes mmme une prentationSTRINGau-dessus dBAT (pour pou-
voir speifier 'opération “longueur”), et d’'une Spdication preléfinie ELEM contenant une sorte
ELEM (les “caractees” formant les cliaes). Naturellement, il est possible dteEM soit en it
NAT. On roteraMaxlenla longueur maximale des dines.

S = { STRING}

2= A - STRING (chdne vide)
add : ELEM STRING -  STRING (ajoute un BEment)
concat: STRING STRING -  STRING (concataation)
length : STRING -  NAT (longueur)

L = { STRING-TOO-LONG

Ok-Frm =

X1 OOK-Frm A - - - A XpaxenDOK-Frm = add(xq, add(Xs, . . . ,add(Xpaxienn A) 0 Ok-Frm
add(x,X)0Ok-Frm = X OOk-Frm

Ok-Ax: concatg,u) = u
concat(add(x,u),v) = add(x,concat(u,v))
length@d) = O
length(add(x,u)) = succ(length(u))

Lbl-Ax =
length(u)=Maxlen = add(x,u)dSTRING-TOO-LARGE

u OSTRING-TOO-LARGE = add(x,u)d STRING-TOO-LARGE
length(u)+length(v) > Maxlen = True =  concat(u,v)J STRING-TOO-LARGE

En ce qui concerne les axiomen@erlises (Gen-Ax), comme dans le cas des piles, de nombreux
traitement d’'&ceptions peuventte imagiris. Par exemple on peut amalgamer toutes lesioka
trop longues au moyen de I'axiomengealisesuivant :

u OSTRING-TOO-LARGE~ v OSTRING-TOO-LARGE= u=v
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Ensembles bornse

Nous speifions les ensembles bosieomme une preentationSETau-dessus dAT+BOOL (pour
pouwir speifier les opeations “cardinal” et “@ment de”), et d’'une spéication preléfinie ELEM

contenant une sorteLEM (les ‘dénments des ensembles), et munie d’'uidiwat d’egalité, noté eq

sur la sorteELEM. Naturellement, il est possible q&&EM soit en &it NAT (muni deeg), ouBOOL
(le predicat d'eyalité est alors déni par: eq(a,b) = (a~b)+ - (a+sb) ). On noteraMaxcardle nombre
maximal d’déments dans un ensemble.

S = {SET}

2= O: - SET (ensemble vide)
ins: ELEMSET -  SET (insertion)
del: ELEMSET -  SET (enlever un dément)

0: ELEMSET - BOOL (éénentde)

O: SETSET -  SET (union)

n: SETSET -  SET (intersection)

- SETSET -  SET (différence)

A SETSET -  SET (différence symiique)
card : ET - NAT (cardinal)

L = { SET-OVERFL®W/, BHLEM-NOT-FOUND}

Ok-Frm =

X1 OOK-Frm A - - A XpaxcargDOK-Frm = ins(Xq,iNS(X, . . . ,inS(Xmaxcara: ) 0 OK-Frm
ins(x,X)0Ok-Frm = X OOk-Frm
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Ok-Ax : ins(x,ins(x,X)) = ins(x,X)
ins(x,ins(y,X)) = ins(y,ins(x, X))

x 00 = False
x Oins(x,X) = True

x Oins(y,X) = eq(x,y) x[IX

xOX=False = del(x,ins(x,X)) = X
xOX=True = del(x,ins(x,X)) = del(x,X)
eqg(x,y)=False = del(x,ins(y,X)) = ins(y,del(x,X))

Xoo=X

X O ins(x,Y) = ins(x,XY)

XnO=0

-262 -

xOX=True == Xnins(x,Y) =ins(x,XY)

xX=False = Xnins(x,Y)=XnY

X-0=X

xX=False = X-ins(x,Y)=X-Y
xOX=True == X-ins(x,Y) = del(x,X}Y

XAY = XY - XnY
card{d)=0

x[X =False = card(ins(x,X)) = succ(card(X))

Lbl-Ax =

card(X)=Maxcard ~ x[OX=False
X O SET-OVERFLOW
x[OX = False
card(X)+card(%-Y) > Maxcad = True

R

ins(x,X) J SET-OVERFLOW
ins(x,X) d SET-OVERFLOW
del(x,X) 0 ELEM-NOT-FOUND
XOY O SET-OVERFLOW

En ce qui concerne les axiomeén@rlises, la encore, de nombreux traitement des caseptionnels
peuwent d@re conais. Citons paremple la feuparation swiante des termes de la fornael(x,X)

lorsquex n’est pas danX:

del(x,X)OELEM-NO-FOUND => del(x,X) = X
qui correspond &a ecification “classique” de I'opetiondel, lorsque I'on”erivait I'é quation :
del(xd) =0

Annexe 3.8 : Ensembles borrse



Files bornees

Nous speifions les files (“fifo”) bornes comme une pra&entationQUEUE au-dessus dBIAT (pour
pouwir speifier 'opération “longueur”), et d’'une spéication praléfinie ELEM contenant une sorte
ELEM (les @éments plats dans les files seront ceux de sdeteEM). Naturellement, il est possible
queELEM soit en faitNAT. On mteraMaxlengthla longueur maximale d’une file.

S = { QUEUE}

2= new : - QUEUE (file vide)
add: ELEMQUEUE - QUEUE (ajoute un Ement)
remove : QUEUE - QUEUE (detruit I'dément en i)
first : QUEUE - ELEM (premier’éément de la file)
length : QUEUE - NAT (longueur)

L = { UNDERFLQVN, OVERFLQVN, QUEUE-IS-EMPTY}

Ok-Frm =

X1 OOK-Frm - -+ A Xyaxength JOK-Frm  =>add(x;, add(Xy, . . . ,add(Xmaxiengin NEW 0 OK-Frm
add(x,X)0Ok-Frm = X OOk-Frm

Ok-Ax : remove(add(x,new)) = new
remove(add(x,add(y,X))) = add(x,remove(add(y,X)))
first(add(x,new)) = X
first(add(x,add(y,X))) = first(add(y,X))
length(new) = 0
length(add(x,X)) = succ(length(X))
Lbl-Ax : first(new)d QUEUE-IS-EMPTY
remove(new)] UNDERFLOW

X OUNDERFLOW => remove(X)J UNDERFLOW
length(X)=Maxlength = add(x,X)00 OVERFLOW
X OOVERFLOW = add(x,X)0 OVERFLOW

Des feupeations similaires au cas des piles Bemgeuwent dre speifiées dans Gen-Ax; se
reporter d’exception-speification deSTACK (annee 36).
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Cet annge ontient diers exemples simples d'implmentations abstraites ex traitement dcep-
tions.

Pour les spafier, nous surons le formalisme d'impkmentation dans le cadre deseption-algéres,
decrit en partie C. Nous nous conformons de plus aux notaticorgetedans la partie A, chapithe
a la fin de la sction 2 (pages 49 et 50).
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Annexe 4.1
Implémentation deSTACK

par ARRAYet NAT

Pour speifier I'implémentation des piles bore® au noyen des tableaux borsed des entiers
naturels borh& nous consifi®ns des tableaux indisgar des entiers naturels bOsNRANG=NAT),

et les’&nments nmMenorises dans les tableawE(EM) sont ceux place dans les piles. Naturellement,
en suvant les ni¢hodes de preuves de correctidfinies dans la parti€, chapitreV, on peut denon-

trer sans dffculté majeure que cette impleentation abstraite n’est correcte que si le rang maximal
des tableauxMaxrang@ et la lorne entiee (Maxinf) sont supeieures’da hauteur maximale des piles
(Maxheighj.

L’ opeation d’abstraction est :
< ,_ >: ARRA' NAT -implemente- STACK

Les forme<Ok syntheisees peuvent'&re declarees omme suit :
t Ok-Frm ~ O<isMaxheight = True = <t,i> 0 Ok-Frm

La composante cachest vide.

LesOk-axiomes d’implenentation des opations sont habituels :

top(<t,succ(i)>)
height(<t,i>)

empty = <t,0>
push(n,<t,i>) = <t[i]:=n,succ(i)>
pop(<t,succ(i)>) = <ti>

{[i]
i

Les axiomes d'implmentation destauettes d’exception peuvettre speifiés mmme suit :
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pop(<t,0>) O UNDERFLOW
X OUNDERFLOW =>  pop(X) JUNDERFLOW
push(<t,Maxheight>)J] OVERFLOW
X OOVERFLOW =  push(x,X)J OVERFLOW
top(<t,0>) 0 STACK-IS-EMPTY

LesOk-axiomes de repeentation de I'galité sont alors bien connus :
<t,0> = <t',0>
<t,i>=<t'|i> Atfi]=t[] = <tssucc(i)>=<t,succ(i)>

En ce qui concerne les axiome$n@erlises dimplémentation des oOpations et les axiomes
genéralises e representation de lgalité, ceux-ci sont bien sudépendants du traitement des cas
exceptionnels choisi darSTACK et ARRAY lIs seront en particulier vides si aucun traitemewxtp-
tionnel n'est spefié dansSTACK. Et si fon choisit de feupaer toutes les piles edNDERFLOW
sur la pile vide, il suffit d’ecrire 'axiome’géralised’implémentation dgopsuvant :

pop(<t,0>) = <t,0>
et 'axiome deéralisede representation de l'galité suivant :

X OUNDERFLOW = X=<t,0>

Annexe 4.1 :STACK par ARRAYet NAT



Annexe 4.2
Implémentation deSTRING

par ARRAYet NAT

Pour speifier 'implémentation des cfines borfes au noyen des tableaux borsed des entiers
naturels borh& nous consifi®ns des tableaux indisgar des entiers naturels bOsNRANG=NAT),

et les ‘éénments menorises dans les tableauxECEM) sont ceux consituant les “caracteres” des
chdnes. Naturellement, en sant les ni¢hodes de preuves de correctiorfidies dans la parti€,
chapitre VV on peut denontrer sans difculté majeure que cette impigentation abstraite n'est cor
recte que si le rang maximal des tableddaxXrangg et la torne entiee (Maxint) sont supeeures’a

la longueur maximale des dinas Maxlen).

L’ opeation d’abstraction est :
< ,_ >: ARRA NAT —implamente-» STRING

Les formeOk syntheisees peuvent'&re declarees comme suit :
t OOk-Frm A~ O<isMaxlen = True => <t,i> 0OOk-Frm

Nous utiliserons une composante caglaiin de déinir une opeation qui transfert une portion de
tableau dans un autre tableau :

'opération cache : transfert(t,i,t’,j,k) a pour rde de tansfeer les éments du tableati compris
entre les rangpgetj+k (j+k exclu), dans le tableaia partir du rang (i inclus).

Ceci est spafié au moyen deOk-axiomes cachesiivants :

transfert(t,i,t',j,0)
transfert(t,i,t',j,succ(k))

t
transfert(t[i]:=t'[j],succ(i),t’,succ(j),k)

LesOk-axiomes d'implenentation sont alors :

A

add(x,<t,i>)
concat(<t,i>,<t’,j>)
length(<t,i>)

<t,0>

<t[i]:=x,succ(i)>
<transfert(t,i,t’,0,j),i+j>
i

wu
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Les axiomes d'implmentation destauettes d’exception peuvent aldtseespeifiés mmme suit :

add(x,<t,Maxlen>)00 STRING-TOO-LONG
s OSTRING-TOO-LONG = add(x,s) STRING-TOO-LONG

LesOk-axiomes de repeentation de l'galité peuvent &re speifiés mmme suit :
<t,0> = <t',0>
<t,i>=<t,i> ~ t[i]=t'] = <tsucc(i)>= <t,succ(i)>

Naturellement, puisqu’aucun traitement d’exceptions n’eswiupréans notre spification des
chdnes, aucun axiome géralise d'implémentation des opations ou de repsentation de l'galité
n’est rieessaire ici.

Annexe 4.2 :STRINGpar ARRAYet NAT



Annexe 4.3
Implémentation deSET

par STRING

Pour speifier 'implémentation des ensembles bosna moyen des chHaes borfhes, nous con-
sidaons des ensembles et desioea d'@énents de sort&ELEM quelconque. Naturellement, en
suivant les ni¢ghodes de preuves de correctiofiinies dans la partie C, chapigon peut denontrer

sans dificulté que cette implmentation abstraite n'est correcte que si la longueur maximale des
chdines Maxlen) est supeieure au cardinal maximal des ensembMaxcard.

L’ opeation d’abstraction est :
< _>: STRING -implamente- SET

Les formeOk syntheisees peuvent'&e declarees omme suit :
length(sgMaxcard=True sLIOk-Frm = <s> OOk-Frm

Nous speifions une composante cdeheaui enrichit la speification STRINGdes opeationsoccurs
removeet delete

L’ opeation occurs(x,syetourneTrue si I'élémentx est dans la chine s, et False sinon. Lopération
remove(x,syetourne la chHiane s privée ce sa pemiere occurrence yentuelle) de l'&mentx ; en gar-
ticulier, s x n'est pas dans, aors la ch@ne s elle mame est retourrie (femovene correspond donc
pas directement Bopération ensemblistdel car elle ne retourne aucune erreur dans ce ¢asjn
I'opération delete(d,syetourne la cHiae s privée e la premige premiae occurrence (eentuelle) de
chacun desléments contenus dans la thad; en mrticulier, s d ne contient aucunl&rent en
commun &ec salors la chines est elle mme retourne, et s d contient tous lesléments des (dans
n'importe quel ordre) alors la chree vide est retoufree

Ceci est obtenu par |€3k-axiomes cacheslivants :
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occurs(xy) = False
occurs(x,add(y,s)) = eq(x,y)w occurs(x,s)
remove(x)) = A
remove(x,add(x,s)) = s
eq(x,y)=False = remove(x,add(y,s)) = add(y,remove(x,s))
deletef,s) = s

delete(add(x,d),s) delete(d,remove(x,s))

LesOK-axiomes d’implenentation des opations sont alors les sants :

| = <A>
occurs(x,s)=False = ins(x,<s>) = <add(x,s)>
occurs(x,s)=True = ins(x,<s>) = s
occurs(x,s)=True = del(x,<s>) = <remove(x,s)>
xO<s> = occurs(x,s)
<s>[<s'’> = concat(delete(s,s’),s)

<s>n<s> = delete(s,delete(s’,s))

<s>-<s> = (elete(s',s)

<s>A<s'> = concat(delete(s’,s),delete(s,s’))
card(<s>) = length(s)

Les axiomes d'implmentation desteuettes d’exception peuvetite speifiés mmme suit :

length(s)=Maxcard~ occurs(x,s)=False = ins(x,<s>) 0 SET-OVERFLOW
X OSET-OVERFLOW => ins(x,X) SET-OVERFLOW
occurs(x,s)=False = del(x,<s>) OELEM-NOI-FOUND
length(s)+length(delete(s,s”)) > Maxahr True = <s>[<s’> [ SET-OVERFLOW

L' Ok-axiome de reprentation de l'galité est particuliégement simple :
<add(x,add(ys))> = <add(yadd(x,s))>
il traduit la commutativitele 'insertion ensembliste.

Annexe 4.3 : implenentation deSETpar STRING



Annexe 4.4
Implémentation deSET

par ARRAY

Rappelons que nousa@ns ddini la presentationARRAYau-dessus d’'une spécation RANGquel-
conque (munie d’'un pdicat d'egalité et une relation d’ordre), et d'une spication ELEM quel-
conque.

Nous allons consider des tableaux de bdetes, et la spefication RANGsera instanCi par un type
“intervalle d’entiers” min,maj (rappelons qu'zec traitement d’exceptions, sgéer un tel interalle
ne preente aucune difficulje

Nous allons implmenter des ensembleSKT) dont les’#é&ments seront dedédarents de cet intealle
[min,ma}. Un ensembles sera donc implmente par un tableau de telle sorte quen (de sorte
RANG=[min,max] sera ‘@énment des si et seulement 4{r] écple True Dans ce cas, il est clair
gu’'aucun cas deSET-OVERFLOWhe peutdre atteint, puisque tous lékaentsOk (i.e. ceux com-
pris entremin et max peuwvent @re en mene emps &nment de I'ensemble impieente Le sul cas
d’erreur rencontresera donc une application de I'apdion ensemblistelel alors que I'éément a
enlever n'est pas dans I'ensemble.

L' opeation d’abstraction est bierirsu
<_>: ARRAY -implarente- SET

Les formeg0k synthaisees peuvent &re declaréees coomme suit :
t JOk-Frm = <t> OOk-Frm

Nous utilisons une composante cazldin de ddinir les opeations suiantes :

O init sera une constante de type tableau contenant unifeentda \aleur False entremin et
max(rappelons que le tableareaten’est initialiseen aucun rang).

O OR sera une opation effectuant le “ou” logique global de deux tableaux (rang par rang).
Cette opeation cre hien su des termes exceptionnels de s@iRRRAYchaque fois qu’elle est
appligue ades tableaux contenant un rang non initiaéisee min et max

O AND sera une opation effectuant le “et” logique global de deux tableaux, selon lesese
conditions d’application que IBR precédent.
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O enfin A sera une opation effectuant la diérence symiique de deux tableaux, selon les
meémes conditions d’application que ' pégemment.

LesOk-axiomes cachegecifiants ces ofyiations caches ont :

int = (..((create[min]:=False)[succ(min)]:=False)..)[max]:=False
int ANDt = init
t'[r]:=T rue AND t = (t' AND t)[r] :=t[r]
ntORt = t
t'[r]:=T rue OR't = (' OR)[r] := True
intAt = t
t[r:=True At = (A := =t

Les axiomes dEguetage caclerelatifs aces opeations, sont :

t AND t O NOT-INITIALIZED
t AND t O NOT-INITIALIZED
tt ORt O NOT-INITIALIZED
t ORt O NOT-INITIALIZED
t At O NOT-INITIALIZED

t At O NOT-INITIALIZED

t[r] ONOT-INITIALIZED
t'[r] ONOT-INITIALIZED
t[r] ONOT-INITIALIZED
t'[r] ONOT-INITIALIZED
t[r] ONOT-INITIALIZED
t'[r] ONOT-INITIALIZED

RRERN

ces axiomes signifient intuiément que, parx@mple pour le premier axioms;il existe un ang r
tel quet n'est pas initialiseaors (' AND t) repond au mige dagnostic

LesOk-axiomes d'implenentation peuvent alofdre spgeifiés coomme suit :

O = init
ins(r<t>) = t[r]:=True
tfr]=True = del(r<t>) = t[r]:=False
rd<t> = {t[r]
<t> O <t’> = tout
<t> n <t> = tANDY
<t>-<t> = (tAt)ANDt
<t> A<t> = tAt
card(<init>) = 0
tfrl:=False =~ = card(<t[r]:=True>) =  succ(card(<t>))

Remarquons que lesaleurs synthiisees dteintes par les dpations ensemblistes sont celles de la
forme <> telles qué est partout initialiSentre min et max

Les axiomes d'implmentation desteuettes d’exception peuvetite speifiés mmme suit :
tlrl=False = del(r,<t>) OELEM-NO-FOUND

La reprfesentation de l'galité est vide puisque deux tableaux ne feprdent le mme ensemble que
s'ils sont’gaux.

Enfin, on peut imaginer ld ecepaation swante, speifiée cansSET:
ris = False = del(,S) =S

qui se traduit au meau des axiomes géralises ce 'implémentation par :
tfrj=False == del(r,<t>) =t
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Annexe 4.5
Implémentation deQUEUE

par ARRAYet NAT

Recapitulons ici cette implaentation circulaire des files boegeau noyen de tableaux boraedéja
speifiée au cours de la partie C.

L’ opeation d’abstraction est la sante :
< , , >: ARRA NAT NAT -implemente-~ QUEUE

Les formeOk syntheisees ont delarées mmme suit :
t DOk-Frm ~ i OOk-Frm . j OOk-Frm = <t,i, j > O Ok-Frm

Nous utilisons une composante caelpeur ddinir une opeation Nexttelle queNext(i) écale i mod-
ulo succ(Maxlengthjrappelons qudaxlengthest la longueur maximale d’une file.
Next{n) = sucdn) — (sucdMaxlength) x (sucdn) div suc§Maxlength))

LesOk-axiomes d'implenentation sont les seants :

i<Maxlength = True ==  new = <t,i,i>
add(e,<t,i,j>) = <t[j]:=e,i,Next(j)>
eq(i,j) = False = remove(<t,,j>) = <t,Next(i),j>
eq(i,j) =False = first(<t,i,j>) = t[i]
length(<t,i,j>) = Next((j+Maxlength)-i)

Les axiomes d'implmentation destauettes d’exception peuvettre speifiés mmme suit :

Next() =i => add(x,<t,i,j>) OOVERFLOW
X O OVERFLOW = add(x,X)J OVERFLOW
i=j = remove(<t,,j>) OUNDERFLOW
X O UNDERFLOW == remove(X)J UNDERFLOW
i=) = first(<t,i,j>) OQUEUE-IS-EMPTY

Les axiomes gwrlises dimplémentation sont ddemment directement “gdendants des
récupaations speifiées dans QUEUE; se €féer a l'exemple 5, partie C, chapitre Il, section 6
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(page 183).

Enfin lesOK-axiomes de repeentation de l'galité sont :
<t,i,i> = <t kk>
<tij> =<t k> ~t[j]=t]]] = <t,iNext(j)>= <tk Next(l)>

Annexe 4.5 :QUEUE par ARRAYet NAT
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NOM : BERNOT
PRENOM : Gilles

TITRE: Une senantique algérique pour une spefication diférenciee des exceptions et des
erreurs ; goplication a l'implémentation et aux primitives de structuration des cHjmtions
formelles

RESUME: Le kut de cette thee est de pfeenter un nouveau formalisme de traitemenkckp-
tions dans le cadre des types abstraits baigaes, et de l'utiliser pour traiter I'impheentation
abstraite en peence d’exceptions.

La premiee partie developpe une nouvelle’santique pour I'implenentation abstraite, et permet
d’exprimer la correction d’'une impiteentation en terme dsufisante compkeide et consistance
hiérarchique Ainsi les preues de correction d'une imptentation abstraite peuvettte traitees par
des m¢hodes classiques telles que les techniques @teittee ou d’induction structurelle.’idée
majeure de cette approche repose sur une distinction fondamentale esifieatipasdescriptiveset
speificationsconstructives Des conditions simples et peu restties ont fournies pour que lkeom-
positiond’implémentations correctes reste correcte.

La seconde partie “deloppe un nouveau formalisme de traitemenixabptions : lesexception-
algebres. Ce formalisme autorise toutes les formes de traitementcdf@ions (messages d’erreur
propagtion implicite des xceptions et des erreurs,copaations d’'exceptions), tout en ‘gegvant
I'existence des motkes initiaux et une approche fonctorielle simple. NoUmasons en particulier
une senantique fonctorielle desnrichissementsnunie des notions deonsistance hiarchiqueet de
suffisante complade

Plus deéralement, la plupart des primiés de $ructuration des spiications algeriques peugnt
étre @endues sans difulté aux exception-algeéres car les multats fondamentaux relatifs auxoep-
tion-algdores sont analoguescaux des types abstraits abgigues “classiques”. La troigiee partie
demontre en particulier que le formalisme d’implentation abstraite peltre dendu aux xception-
algdores sans difficulte

Plusieurs remples d'ception-speifications et d'implenentations abstraites sont désrea annexe.

MOTS CLES: gpecifications algériques, traitement d’exceptions, types abstraits baigees,
speifications hiearchiques, implmentation abstraite.



