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Avertissement : ce poly n’est pas « self-contained ». Il n’a aucun sens sans le cours cor-
respondant. Il n’est qu’'une suite de définitions/énoncés/preuves qui ne signifie rien sans
I'intuition informatique, issue du génie logiciel, qui va avec. Les résultats donnés ici sont
trop triviaux, et insuffisamment généraux, pour avoir un quelconque intérét mathématique
en soi.

Les exercices donnés dans ce poly ne sont généralement pas les mémes que ceux donnés
en cours; ils peuvent aider a bien assimiler le cours.
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Chapitre A :
Présentation d’un Type Abstrait Algébrique

1 Introduction

Un « Type Abstrait Algébrique » (TAA) peut étre considéré en premiére approche
comme la donnée d'une syntazre décrivant une structure de données munie d’opérations
sur cette structure et d’'une sémantique déterminant (généralement via une notion de « va-
lidation ») une classe de modéles associée a cette syntaxe. Tout ceci est défini en utilisant
des techniques algébriques et peut mettre en jeu des aspects hiérarchiques combinant des
« modules de spécification » et/ou diverses autres « primitives de structuration ».

2 Signature d’un TAA

La signature d’'un TAA est la partie de la syntaxe qui déclare les divers éléments
mis en jeu dans la spécification du TAA. Dans ce qui suit, on n’expose que la théorie
la plus simple de spécification algébrique, telle que décrite pour la premiére fois dans les
travaux du groupe ADJ en 1978. Il faut bien comprendre que les TAA ne sont pas réduits
a une seule théorie. Il s’agit plutoét d’un ensemble de théories ayant de nombreux traits
communs (I'usage systématique de spécifications formelles, avec une sémantique algébrique
parfaitement définie, etc.). La théorie présentée ici en est 'exemple le plus simple (mais
aussi 'un des moins puissants).

On décrit ici des structures typées munies d’opérations travaillant sur ces structures. On
trouve donc en premier lieu une notion de « sorte » (i.e. nom de type), puis une notion
de nom d’opération muni d’une « arité » typée.

2.1 Les ensembles de sortes

Définition 1 : Un ensemble de sortes est un ensemble fini S. Un élément de S est appelé
une sorte, ¢’est en fait un nom de type.

Une sorte est un objet syntaxique, tandis qu’un type est a la fois un ensemble de données et
un ensemble de fonctionnalités travaillant sur ces données. Notons qu’a un méme ensemble
de données on peut associer plusieurs types différents selon les fonctionnalités considérées.
Exemple 2 : Si l'on envisage de spécifier des piles d’entiers naturels, on peut par
exemple choisir S = { Nat , Stack }.
Pour spécifier des ensembles finis d’entiers, avec test booléen d’appartenance, on
peut par exemple choisir S = { Bool , Nat , Set }, etc.

Pour chaque élément de syntaxe, on prendra toujours soin de définir les modéles qui lui
sont associés :
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Définition 3 : Un S-ensemble, ou encore ensemble hétérogéne au-dessus de S, est un
ensemble A muni d’une partition indexée par S :

A=T] A

se€S
(ot [] désigne 1'union disjointe)!.
Exemple 4 : (Cf. ceux donnés en cours .. .)

Variante : Certaines théories des TAA n’imposent pas que les A, soient disjoints 2 a 2.
On a alors une famille couvrante

A=J A,

ses

Ceci revient a dire qu’'une « donnée » peut posséder plusieurs types a la fois. De
nombreux résultats de la suite de ce poly restent valides, mais pas tous. ..

Dans toute la suite, pour chaque classe de modéles nouvellement définie, on définira ce

qu’est un morphisme entre deux tels modeéles. Ce sont les morphismes qui premettent de

« comparer » deux modéles entre eux. On s’empresse donc de définir ici les morphismes

de S-ensembles :

Définition 5 : Etant donné un ensemble de sortes S, un S-morphisme entre deux S-
ensembles A et B est une application u de A vers B telle que :

(Vs €5) (u(As) € Bs)

Commentaires : contrairement aux fonctions, les applications sont toujours totalement
définies; chaque élément a € A posséde une image p(a) dans B. Un S-morphisme est
simplement une application qui préserve les sortes (I'image d'une « donnée de type s »
par p est encore de type s). On n’impose nullement que p soit surjective ou injective.

Exemple 6 : (Cf. ceux donnés en cours .. .)

2.2 les signatures

Définition 7 : Une arité sur un ensemble de sortes S est un mot fini non vide sur S.

Définition 8 : Une signature est définie par un ensemble de sortes S et par un ensemble
¥ de noms d’opération munis (chacun) d’une arité sur S. Les noms d’opération
doivent étre distincts 2 a 2.

Il n’est pas requis que I'ensemble ¥ soit fini, bien qu’en pratique il le soit toujours (ne
serait-ce que pour pouvoir écrire une spécification en un nombre fini de caractéres).

1Ce n’est pas par hasard que ] est symétrique du produit cartésien ([]); nous verrons que ce sont
des opérations duales dans la catégorie des ensembles.
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Exemple 9 : Si l'on envisage de spécifier des piles d’entiers naturels, on peut par
exemple choisir la signature constituée de S = { Nat, Stack } et de ¥ contenant les
noms d’opération et les arités suivants :

0 :— Nat

succ : Nat — Nat

+ : NatNat — Nat
EmptyStack :— Stack
Push : NatStack — Stack
Pop : Stack — Stack

Top : Stack — Nat

Par convention, on place une fleche juste avant la derniére sorte de l'arité (qui existe
puisque l'arité est un mot non vide). Intuitivement, les sortes a gauche de la fléche sont
les types des arguments de l'opération, et 'unique sorte a droite de la fleche est le type du
résultat retourné par l'opération. Lorsque 'arité d’une opération est réduite a une seule
sorte (cf. 0 ou EmptyStack) il s’agit en fait d’une constante.

Le fait de n’avoir toujours qu’une seule sorte « cible » des opérations peut paraitre limi-
tatif : par exemple, dans la pratique, Pop et Top sont généralement « fondues » en une
seule opération retournant la valeur du T'op et effectuant le Pop par « effet de bord » sur
la pile. Plusieurs sortes a droite de le fléeche pourraient faciliter la spécification de telles
opérations. En fait, on peut déclarer explicitement une sorte produit cartésien si néces-
saire. De plus, et surtout, I'unicité du type cible permet de définir facilement la notion de
terme (voir plus loin).

Une signature est donc en fait un couple (S, Y). Par abus de notation, on notera souvent

simplement Y une signature.

Définition 10 : Etant donnée une signature Y, une Y-algébre est un S-ensemble A
muni, pour chaque nom d’opération de X

Op : 818+ S — S
d’une application op4 (la sémantique de op dans A) de la forme :
opa:Ag X Agy, X - X Ay, — Ag

(ot « X » désigne le produit cartésien ensembliste usuel). Dans le cas ou n = 0, opy
est simplement un élément de A,.
On note Alg(X) ensemble (ou plutot la classe) des X-algébres.

Par abus de notation, é¢tant donnée une -algebre A € Alg(X), on note encore A le S-
ensemble sous-jacent. Toutefois, lorsque cette ambiguité peut étre génante, on le note
plutdt |A|. Le S-ensemble |A| est aussi appelé le support de A. 1l faut remarquer qu’un
méme S-ensemble peut donner lieu a plusieurs -algébres différentes : il suffit de le munir
de différentes sémantiques d’applications opa (c’est ce qui motive la distinction entre
« sorte » et « type »).

Exemple 11 : (Cf. ceux donnés en cours ...)

Définition 12 : Etant donnée une signature >, un X-morphisme entre deux X-algébres
A et B est un S-morphisme y de A vers B tel que pour chaque nom d’opération de
la signature

op: S S, —S
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et pour tout n-uplet (ay,---,a,) € As, X -+ x A;, ona:

plopalas, - -+, an)) = opp(p(as), - -, ulan))

(compatibilité de p avec les opérations de la signature).
Dans le cas ot n = 0, on impose simplement que u(ops) = opp .

Il existe bien stir de nombreux S-morphismes qui ne sont pas des >-morphismes.
Exemple 13 : (Cf. ceux donnés en cours . ..)

2.3 L’algébre des termes fermés

L’ensemble des termes fermés est I’ensemble des « compositions licites d’opérations »
que 'on peut faire a partir de la signature. Par exemple on peut considérer, sur la signature
des piles d’entiers naturel, les termes :

(04 0)
(Top(Push(0, Push(succ(0), Push(succ(0), EmptyStack)))) + suce(0))
Pop(Pop(Push(0, EmptyStack))).

Par contre des compositions telles que Pop(0) ou suce(EmptyStack + 0) induisent des
« erreurs de typage » et ne sont pas des termes licites.
Définition 14 : On définit ci-dessous l'algébre des termes fermés sur une signature X,
notée Ts..
Sa structure de S-ensemble est définie comme suit : Ty est le plus petit S-ensemble
(au sens de l'inclusion) tel que :
— chaque constante (cste :— s) de ¥ est un terme fermé de sorte s, c’est-a-dire
cste € (Tx)s
— pour toute opération non constante de 3, op : s1---s, — s, et pour tout n-uplet
de termes fermés de sortes compatibles

(tr, - tn) € (Tn)s X - X (Tn)s,

op(ty, -+, 1t,) est encore un terme fermé, de sorte s (élément de (7%)5)

— deux termes fermés qui s’écrivent différemment sont différents dans T%.

On munit 7%, d’une structure de ¥ algébre trés simplement : pour toute opération

op: s1--S, — s, sasémantique opp, est I'application de (Tx)s, X - - - x (T%)s, dans

(Tx)s qui & (ty,---,t,) associe le terme fermé op(ty,---,t,).
Remarquons que, par exemple sur la signature des entiers naturels, les termes succ(0),
succ(04-0), (04 succ(0)), ete. sont tous distincts puisque deux termes fermés qui s’écrivent
difféeremment sont différents dans T+,. Il ne faut pas confondre un terme et sa « valeur »cal-
culée dans une autre algébre (dans IN tous ces termes donnent le méme résultat : 1).

Parmi toutes les »-algébres, T% joue un role particulier car il posséde la propriété suivante,
dite « d’initialité » :
Théoréme 15 : Pour toute Y-algébre A, il existe un unique X-morphisme de 7% dans A.
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Preuve : Commencons par démontrer l'unicité; nous allons démontrer la propriété sui-
vante :

Pour tout terme fermé ¢ il existe un élément a de A tel que tout morphisme p de Ty, dans
A vérifie p(t) = a. Clest-a-dire :

(VteTy)(JacA) (Vu: Tx - A) (u(t)=a)

Nous faisons une récurrence sur le nombre d’occurrences d’opérations contenues dans le
terme ¢.

Le cas de base : si t est réduit a une opération (donc une constante cste), alors on choisit
a = cstey. Puisque tous les Y-morphismes ;1 sont compatibles avec les opérations de X
on a nécessairement ju(cste) = cstega.

L’étape de récurrence : on considére un terme t constitué de n opérations (avec n > 2) et on
suppose que tout terme contenant au plus n — 1 opérations vérifie cette propriété. Puisque
t contient au moins 2 opérations, il est nécessairement de la forme ¢ = op(ty, -, t,).
Donc pour tout Y-morphisme p, on a u(t) = opa(pu(ty), -, pu(tm)); ceci a cause de la
compatibilité des morphismes avec les opérations de Y. Or tous les termes ¢; contiennent
strictement moins d’opérations que ¢ (ils ne contiennent pas I'opération de téte de t : op),
donc il existe a; - - - ay,, tels que tout X-morphisme p vérifie u(t;) = a;. Il en résulte que
pour tout pon a u(t) = opa(as,---,an). Il suffit donc de choisir a = opa(ay, -+, an).

Pour démontrer I'existence, on remarque tout d’abord que les conditions dégagées pré-
cédemment définissent complétement une application de Ty dans A : u(cste) = cstea et
wlop(ty, -+ tm)) = opa(u(ty), -, u(ty)). En effet, ceci définit p récursivement sur tous
les termes fermés (cf. la définition de Ty). Cette application est trivialement compatible
avec les sortes et avec les opérations; c¢’est donc un Y-morphisme. Ceci clos la preuve. O

Intuitivement, ce >-morphisme dont ’existence et I'unicité est affirmée par le théoréme
précédent est justement le morphisme qui « calcule » (qui « evalue ») un terme de Ty
au sein d'une algebre (A). C’est lui qui relie une « composition licite d’opérations » a sa
valeur calculée dans une algébre A. Pour cette raison on le note souvent evaly : Ty — A .

2.4 Les algébres finiment engendrées

Etant donnée une X-algébre A quelconque, le morphisme evals n’est pas necessaire-
ment surjectif. S’il ne 'est pas, ceci signifie qu’il existe des « valeurs » a de A qui ne sont
jamais « résultat d’'un calcul » issu des opérations de la signature. Ces valeurs « supplé-
mentaires » sont donc difficiles & manipuler puisqu’il n’existe aucune écriture syntaxique
pour les exprimer. En particulier on pourra démontrer beaucoup moins de propriétés les
concernant. On comprend bien dés lors que les algébres qui ne contiennent pas de telles
valeurs ont un role particulier a jouer puisqu’on peut mieux les décrire. C’est pourquoi
on pose la définition suivante.

Définition 16 : Une Y-algébre A est dite finiment engendrée (ou encore « finiment
générée ») si le Y-morphisme evaly est surjectif. On note Gen(X) la classe des
Y-algébres finiment engendrées.

On a donc : Gen(X) C Alg(Y).
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Exemple 17 : L’algebre des entiers naturels IV est finiment engendrée sur la signature
de NAT (celle avec les opérations 0 succ et +). L’ensemble des entiers relatifs Z est
muni de maniére naturelle d’'une structure de X-algébre sur cette méme signature,
mais elle n’est pas finiment engendrée car les entiers négatifs ne peuvent étre atteints
par aucune composition des opérations 0 succ et + .

Notons que 7% est lui-méme finiment engendré car 'identité sur 7% est un ¥-morphisme
surjectif.

Lorsque 1'on veut démontrer un résultat concernant les algébres de Gen(X), on peut uti-
liser un raisonnement par induction similaire a celui développé dans la preuve d’initialité
(le théoréeme d’existence et unicité de evaly). Il n'y a en général aucune raison pour qu’'un
résultat démontré par cette méthode sur Gen(X) puisse s’étendre a Alg(%).

2.5 L’algébre triviale

Définition 18 : L’algebre triviale, notée T'rivy, ou simplement T'riv si la signature consi-

dérée est clairement établie par le contexte, et définie comme suit :

— le S-ensemble T'riv est défini par Trivg, = {s} pour toute sorte s € S (ceci revient
a dire que Triv = S en tant qu’ensemble, et est muni de sa structure canonique
de S-ensemble)

— pour chaque opération op : s1---s, — s de X, sa sémantique est 'application
oprriv de Trivg, X - - - x Trivs, = {s1} x---x{s,} dans Trivs = {s} qui & 'unique
élément (sq,---,s,) associe §

Remarquons que Triv posséde la particularité suivante : une fois sa structure de S-
ensemble établie (par le premier point de la définition), il n’existe qu'une unique fagon
d’en faire une »-algebre (c’est-a-dire que 1’on ne dispose d’aucun choix pour la sémantique
de chaque opération op de ). Ceci est dii au fait que chaque T'riv, ne contient qu’un seul
élément, c’est donc nécessairement lui le résultat sémantique de toute opération dont la
cible est de sorte s.

Cette remarque peut s’étendre aux Y-morphismes, fournissant une propriété similaire &
la propriété d’initialité concernant Ts. Il s’agit en fait de la propriété dite duale.
Théoréme 19 : Pour toute X-algébre A (de Alg(X)) il existe un unique X-morphisme

de A dans T'riv.

Preuve : C’est 'application qui & tout élément a de A associe sa sorte s. On vérifie
trivialement que c’est un S-morphisme, et un 3-morphisme (i.e. compatible avec les opé-
rations). L’unicité résulte encore du fait que pour toute sorte s, Trivs ne contient que s
pour élément. O

Exercice : Considérant la variante qui définit les »-algebres via une famille couvrante
(i.e. A= [J A,) au lieu d’une partition (i.e. A= [] As), comment définir I'algebre
s€S ses
Trivy pour que le théoréme précédent soit encore vrai?

Définition 20 : Une signature X est dite raisonnable (« sensible » en anglais) si Trivy
est finiment engendrée.
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Commentaire : puisque nous avons muni 7'riv d'une structure de 3-algébre, on a T'riv € Alg(Y),
mais rien ne prouve a priori que Triv € Gen(X). Examinons de plus prés le cas patholo-
gique ot Triv n’est pas finiment engendrée. Ceci signifie qu’il existe un élément de Triv,
c’est-a-dire une sorte s, telle qu’aucun terme fermé n’est de cette sorte. Autrement dit, il
existe des « types qui ne sont jamais atteints » par une composition licite d’opérations.
Exemple 21 : La signature suivante n’est pas raisonnable car il n’existe aucun terme

fermé de sorte Stack :

- S={Nat, Stack }

- 3 ={0, succ, +, Push, Pop, Top} avec les arités déja données pour les piles

(ici, on a simplement omis la constante EmptyStack)

Clairement, pour qu’une signature soit raisonnable, il suffit qu’elle posséde une constante
dans chaque sorte. Mais la réciproque est fausse :
Exemple 22 : La signature suivante est raisonnable, bien que sans constante de sorte

PC

— 8 ={Nat, PC} (PC pour Produit Cartésien)

— X contenant les opérations 0 succ et 4+ habituelles et 'operation

-t Nat Nat — PC
(on constate que le terme (0 - 0) est de sorte PC).

Exercice : Ainsi, alors que Ty, est toujours finiment engendré, ce n’est pas toujours le cas
de Trivy. Il en résulte que Gen(X) posséde toujours une algébre ayant la propriété
d’initialité (7% elle méme), et I'on peut se demander ce qui se passe concernant la
propriété duale :

Dans le cas d’une signature non raisonnable trouver une algébre finiment engendrée
TrvGen telle que pour toute Y-algébre finiment engendrée A, il existe un unique
Y-morphisme de A dans TrvGen.

Dans toute la suite de ce cours, sauf mention du contraire (en particulier pour la paramé-
trisation), on ne considérera plus que des signatures raisonnables.

3 Equations et axiomes

Les équations ou axiomes servent a énoncer des propriétés liant les opérations de la
signature. Par exemple que 0+0 = 0. Enoncer ces propriétés exhaustivement sur toutes les
compositions licites d’opérations (i.e. sur T%) conduirait a des axiomes trop peu puissants.
On énonce des propriétés plus générales grace a des « variables ».

3.1 L’algébre des termes avec variables

Définition 23 : Etant donnée une signature Y, un ensemble de variables est un S-
ensemble X ne contenant aucun des noms d’opération de X. Les éléments de X sont
appelés des variables.

Remarquons que chaque variable est donc « typée » (i.e. posséde une et une seule sorte).
Dans ce qui suit, on considére une signature 3 et un ensemble de variables X.
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Définition 24 : La Y-algebre des termes avec variables, notée Tx(X), est définie ci-

dessous.

Sa structure de S-ensemble est définie comme suit : Tx(X) est le plus petit S-

ensemble (au sens de l'inclusion) tel que :

— chaque variable = de sorte s est un terme avec variables de sorte s, c’est-a-dire
S (TZ(X ))s

— chaque constante (cste :— s) de ¥ est un terme avec variables de sorte s, c’est-a-
dire cste € (Tx(X))s

— pour toute opération non constante de >, op : s1---s, — s, et pour tout n-uplet
de termes avec variables de sortes compatibles

(1, tn) € (Tn(X))sy X - X (Tu(X)s,

op(ty, -+, 1t,) est encore un terme avec variables, de sorte s (élément de (75 (X))s)
— deux termes avec variables qui s’écrivent différemment sont différents dans 7% (X).
On munit 75 (X) d’une structure de X algébre trés simplement : pour toute opé-
ration op : s;---s, — s, sa sémantique oprp,(x) est 'application de (T5(X)),, x
<o X (Tn(X))s, dans (T%(X))s qui & (t1,---,t,) associe le terme avec variables
op(ty, -+, ty).
On peut définir plus rapidement 7%(X) comme étant I’algébre des termes fermés sur la
signature ¥ U X (méme si cette nouvelle signature n’est pas finie), munie de la structure
de X-algeébre obtenue en ne considérant que les sémantiques des opérations de 3 (puisque
Y. C Y UX). Ceci revient a oublier, dans Ty x, les sémantiques associées aux opérations
constantes que sont les éléments de X pour la signature > U X.
Exemple 25 : (cf. les exemples de termes avec variables donnés en cours).

Remarquons que Tx(X) contient 75 de maniére canonique (les termes « avec variables »
qui ne contiennent aucune variable dans leur expression sont en fait des termes fermés).
Cette inclusion est clairement un X-morphisme (c’est donc le morphisme evalz,x) par
unicité de ce morphisme).

Remarquons de méme que T%(X) contient X de maniére canonique (puisque chaque
variable est un terme avec variable de méme sorte). Cette inclusion est un S-morphisme
de X dans T5(X).

Notons enfin que 7%, = Tx(0) .

3.2 Les équations

Définition 26 : Une équation est une paire de termes avec variables de méme sorte. On
la note : t =t (ou t et ¢’ sont les termes avec variables de cette paire).

Rappelons qu'une « paire » se différencie d'un couple en ce que ses composantes ne sont
pas ordonnées : la paire t = t’ est égale a la paire t' = ¢.
Exemple 27 : On peut par exemple énoncer les propriétés des entiers naturels et piles
d’entiers naturels, sur la signature des piles déja donnée en exemple, par :
n+0=n
n + succ(m) = succ(n +m)
Pop(EmptyStack) = EmptyStack
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Pop(Push(n, X)) =X
Top(EmptyStack) =0
Top(Push(n, X)) =n

(ici les variables de sorte Nat sont les lettres minuscules, et celles de sorte Stack
sont les lettres majuscules).

Naturellement, on constate que les troisiéme et cinquiéme équations ne sont que des
conventions. Il existe des théories plus puissantes des TAA autorisant la spécification
de traitement d’exceptions, avec messages d’erreurs et autres traitements spécifiques.
Dans la théorie trés simple que nous exposons ici, nous sommes cependant contraints
a de telles conventions peu réalistes.

Dans toutes les théories de TAA utilisables en pratique, on définit rigoureusement une
notion de « formule bien formée » (ou plus simplement « formule »). Ici nous avons défini
les équations. Il faut ensuite définir leur sémantique, c’est-a-dire caractériser parmi les Y-
algebres celles qui valident (i.e. satisfont) une formule donnée. Dans le cas des équations,
la notion de validation passe par celle de substitution, qui utilise elle méme la notion
d’interprétation.

Définition 28 : Etant donnée une Y-algébre A, une interprétation est un S-morphisme

I de I'ensemble de variables X dans A.

Ceci revient simplement a associer a chaque variable une « valeur » dans l'algébre A, de

méme sorte que la variable.

Théoréme 29 : FEtant donnée une interprétation I de X dans A, il existe un unique
Y-morphisme o de Tx(X) dans A qui prolonge I.

Preuve : Laissée en exercice. La notion de « prolongement » est prise ici au sens de
'inclusion de X dans Tx(X) mentionnée plus haut ; ceci signifie simplement que pour tout
terme réduit a une variable z, on requiert que o(x) = I(x). En utilisant cette contrainte de
prolongement, la démonstration du théoréme est exactement calquée sur celle du théoréme
d’initialité de Tx.. O

Remarquons que le théoreme précédent est une généralisation du théoréme d’initialité
concernant Ty, : le théoréme 15 est un cas particulier du théoréme 29 (dans le cas ou
X = 0).

Ce que dit le théoréme 29, c’est simplement qu’une fois que 'on a fixé la valeur de chaque

variable dans A, chaque terme avec variable peut « se calculer » (s’évaluer) en une et une

seule valeur dans A.

Définition 30 : Le morphisme o défini par le théoreme 29 précédent est appelé une
substitution a valeur dans A.

Définition 31 : Soient ¢t = ¢/ une équation et A une Y-algebre. L’algébre A valide t =t/
si pour toute substitution o & valeur dans A on a : o(t) = o(t') (dans A).

Ceci signifie simplement que 1’équation doit étre satisfaite dans A quelles que soient les

valeurs données aux variables. On constate donc que toutes les variables apparaissant

dans une équation sont implicitement quantifiées universellement.

Remarque 32 : L’algébre Ty ne valide aucune équation non triviale (une équation
triviale est une équation de la forme ¢ = t). Par contre Triv valide toutes les
équations.
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3.3 Les équations conditionnelles positives

Définition 33 : Une équation conditionnelle positive (ou parfois aziome conditionnel
ou simplement aziome par abus de langage) est une formule de la forme :

(tlztll) A - A (tn:t;) :>tn+1: ;H-l
ou les (t; = t;) sont des équations.

Une équation est en particulier une équation conditionnelle positive (cas ou n = 0).

Exemple 34 : On peut par exemple spécifier les ensembles finis d’entiers naturels avec
I’ensemble de sorte suivant

S ={Bool , Nat, Set }
I’ensemble d’opérations Y contenant les opérations suivantes :

True :— Bool

False :— Bool

or : BoolBool — Bool
0 :— Nat

succ : Nat — Nat

eq? : NatNat — Bool
0 :— Set

insert : NatSet — Set
€ : NatSet — Bool
delete : NatSet — Set

et les axiomes suivants :

bor True = True

bor False =b

eq?(0,0) = True

eq?(0, succ(n)) = False

eq?(succ(n),0) = False

eq?(succ(n), succ(m)) = eq?(n, m)

insert(x,insert(y, X)) = insert(y, insert(z, X))

insert(x,insert(x, X)) = insert(z, X)

z € () = False

x €insert(y, X) = eq?(z,y) or x € X

delete(x, () =0
eq?(z,y) = False = delete(z,insert(y, X)) = insert(y, delete(z, X))
eq?(z,y) = True = delete(x,insert(y, X)) = delete(x, X)

Définition 35 : Une Y-algeébre A valide un axiome de la forme
(t=t) A A (ta=t)=t=1t

si et seulement si pour toute substitution o a valeur dans A on a : si o(t;) = o(t})
pour tout i = 1..n alors o(t) = o(t') (dans A).



3 EQUATIONS ET AXIOMES 12

Exercice : L’énoncé suivant est-il correct ?
Avalide [(t; = t)A---A(t, = t)) =t = t'] si et seulement si : si A valide chacune
des équations t; =t alors A valide t =t

Exercice : Que peut-on dire de T% et de Triv concernant la validation d’une équation
conditionnelle positive ?

3.4 Présentation d’un types abstraits algébriques

Nous sommes maintenant & méme de définir ce qu’est une présentation dans le cadre
de la théorie « classique » des TAA (celle définie par ADJ).

Définition 36 : Une présentation d’un TAA (ou plus simplement une spécification) est
un triplet PRES = (S, %, Ax) tel que (S, X)) est une signature et Az est un ensemble
d’équations conditionnelles positives sur cette signature.

Ax peut éventuellement étre infini, bien qu’en pratique on n’accepte qu’un nombre fini
d’axiomes (pour pouvoir écrire une spécification en un nombre fini de caractéres!).
Définition 37 : Soit PRES = (5,3, Az) une présentation. Une Y-algébre A wvalide
PRES signifie que A valide tous les axiomes de Azx.
On note Alg(PRES) la sous-classe de Alg(X) contenant les ¥-algébres qui valident
PRES. On note Gen(PRES) la sous-classe des Y-algébres finiment engendrées qui
valident PRES.
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Chapitre B :

Les congruences

1 Définitions

Rappelons qu'une relation (binaire) R sur un ensemble A est caractérisée par 1'en-
semble des couples (x,y) d’éléments de A tels que z est en relation avec y pour R, noté
xRy. Une relation binaire est donc caractérisée par son graphe qui n’est autre qu'un sous-
ensemble de A? = A x A . Dans toute la suite, une relation R dénotera sans distinction
la relation R elle méme ou son graphe. En particulier ’ensemble des relations sur A est
muni d’un ordre partiel défini par l'inclusion des graphes. Dire que R est plus petite que
R’ signifie donc simplement :

(V(z,y) € A?) (2Ry = 2Ry )

Définition 1 : Soient > une signature et A une Y-algébre. Une congruence sur A est
une relation d’équivalence « = » sur A (i.e. réflexive, symétrique et transitive) telle
que :
compatibilité avec les sortes : deux éléments de A ne peuvent étre en relation

que s’ils sont de méme sorte, c¢’est-a-dire

(V(r,y) € A?) (z=y= FscS)(z€A;etycA))

ouencore : = C (]J] 4s)
ses
compatibilité avec les opérations : pour toute opération de la signature op :
Sy S, — S, et pour tout n-uplets d’éléments de A (ay,---,a,) et (by, -+, b,)
de sortes compatibles on a : sia; = by et ... et a, = b, alorsopa(ay,---,a,) =
opa(br, -+, bn)

Rappelons qu’étant donnée une relation d’équivalence R sur un ensemble A, on peut

considérer I'ensemble quotient A/ dont les éléments sont les classes d’équivalence de R

sur A. On note @ la classe d’équivalence d'un élément a de A.

Proposition 2 : Soit A une X-algébre. Si = est une congruence sur A, alors I’ensemble
quotient A/— est canoniquement muni d’une structure de Y-algébre.

Preuve : On munit d’abord A/= d’une structure de S-ensemble en associant a chaque
classe d’équivalence la sorte d’'un de ses éléments. Ceci a un sens car d’une part, par défi-
nition des ensemble quotient, aucune classe d’équivalence n’est vide, et d’autre part tous
les éléments d’une méme classe d’équivalence on la méme sorte a cause du premier point
de la définition précédente. La sorte d'un élément de A/= (i.e. d'une classe d’équivalence)
ne dépend donc pas du représentant choisi dans cette classe.

On munit ensuite A/— d’une structure de X-algébre comme suit. Pour chaque opération
constante cste de X, on pose csteq. = cstey . Pour chaque opération non constante
op: S1+--8, — s de X, et pour chaque n-uplet de classes d’équivalence (ag,---,a,) de
sortes compatibles, on pose :

OPA/E(CL_l, o 7a_7l) = OPA(al, T 'aa'n)
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Ceci a un sens car opa(ay,--+,a,) ne dépend pas des représentants a; - - - a, choisis, a
cause du second point de la définition. O

Définition 3 : Par abus de notation, on notera toujours A/— la Y-algébre canonique
dont le support est I’ensemble quotient A/—. C’est I’algébre quotient de A par la
congruence = .

Proposition 4 : Avec les notations précédentes, I'application quotient de A sur A/—
(qui & tout élément a de A associe sa classe @) est un X-morphisme.

Preuve : En exercice, il suffit de se référer aux définitions. O

Exercice : Soit ;1 : A — B un ¥-morphisme. Soit =, la relation binaire sur A définie
par (a =, d') <= p(a) = p(a’). Démontrer que =, est une congruence sur A.

2 Reésultats fondamentaux

Les résultats énoncés ici sont au centre de la théorie des TAA suivant I'approche
« ADJ ». Ils sont en fait cruciaux pour toute théorie des TAA qui veut dégager une
sémantique plus ou moins monomorphique (c’est-a-dire une sémantique qui privilégie une
unique classe d’isomorphisme d’algébres associée a une syntaxe donnée).

Théoréme 5 : Soit A une X-algebre. Soit R une relation binaire sur A compatible avec
les sortes (i.e. R C (J] As))-

seSs
Il existe une plus petite congruence sur A contenant R. Elle est notée =5 .
Preuve : Soit F l'ensemble des toutes les congruences sur A qui contiennent R. Cet
ensemble est non vide car il contient la congruence =r,;, définie par

(@ =r1pip b) <= (a et b de méme sorte) .

Soit =g la relation binaire sur A définie par =¢ = () =).
. . =eF
Si =g est une congruence, alors elle répond clairement au théoréme. Prouvons donc que

¢’est une congruence ; notons que par définition, pour tous éléments a et b de A :
a=pb<= (V=€F)(a=b).

— puisque toutes les congruences = de F sont réflexives, symétriques et transitives, il
en est de méme de =g (immédiat)

— puisque toutes les congruences de F sont compatibles avec les sortes (en particulier
=7.iv), =R est aussi compatible avec les sortes

— soit op: s --- s, — s une opération quelconque de la signature et supposons que
a; =g by et ... et a, =g b, (de sortes compatibles). Il en résulte que, par définition
de=g,onaa; = b et...eta, =b, pour toute congruence = de F. Par conséquent,

les = étant toutes compatibles avec op, on a opa(ay, -+, a,) = opa(by,---,b,) pour
toute congruence = de F. D’oul la compatibilité de =x avec op : opa(aq, - -, a,) =r
OpA(b17 Y bn) .

O
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Définition 6 : Avec les notations du théoréme précédent, on dit que =5 est la congruence
engendrée par R sur A.

Notation 7 : Soit PRES = (S, X, Az) une présentation. Soit A une X-algébre. On note
R . la relation binaire sur A telle que aR 4,0 si et seulement si :
il existe un axiome de Az

(th=t) A A (tp=t)=t="t

et il existe une substitution o a valeur dans A telle que o(t;) = o(t) pour tout
i=lmneto(t)=aeto(t')=0b.

Commentaire : R 4, est simplement I'ensemble des égalités qui manquent & A pour qu’elle
valide les axiomes de Az. On remarque en particulier que si A valide déja PRES alors
R 4. est incluse dans la diagonale de A% (la « diagonale »est 'ensemble des couples de la
forme (a,a)).
Remarquons de plus que, puisque les égalités sont des paires de termes de méme sorte,
R 4. est compatible avec les sortes. On peut donc lui appliquer le théoréme fondamental
précédent et ainsi poser la définition suivante.
Définition 8 : Avec les notations précédentes, la congruence engendrée par R, est
notée =4, et est appelée la congruence engendrée par Az sur A.
De méme la ¥-algeébre quotient A/, est plus simplement notée A/ 4., et est appelé
I’algébre quotient de A par Az.
On notera quotient 4 s, le ¥-morphisme quotient de A sur A/ 4, .

Proposition 9 : Avec les notations précédentes, pour toute X-algébre A, A/ 4, est une
PRES-algebre (i.e. elle valide Azx). De plus, si A est finiment engendrée alors il en
est de méme de A/ 4, .

Preuve : En exercice. O

On remarque facilement que si A valide déja Az, alors A/ 4, est isomorphe a A via
quotient 4 a, (les classes d’équivalences de =4, sont réduites a des singletons).

3 Minimalité et Initialité

Nous disposons maintenant de deux fagons, que 'on peut qualifier de « duales »,
pour lier Alg(X) et Gen(X) avec Alg(PRES) et Gen(PRES). Nous avons tout d’abord
défini Alg(PRES) (resp. Gen(PRES)) comme une sous-classe de Alg(X) (resp. Gen(X)).
Nous avons maintenant, grace aux congruences, un moyen de « forcer » toute X-algébre
A & valider PRES en la quotientant par =,,. Bien str, Papplication de Alg(X) dans
Alg(PRES) qui fait correspondre A/ 4, a toute X-algébre A est surjective, tandis que
I'inclusion de Alg(PRES) dans Alg(X) est injective. Intuitivement, pour les mordus de
géométrie élémentaire, la « dualité » inclusion vs. quotient entre Alg(X) et Alg(PRES)
peut étre comparée avec l'inclusion d’une droite dans le plan vs. la projection (par exemple
orthogonale) du plan sur cette droite.

Nous allons maintenant étudier d'un peu plus prés la vision « quotient ».
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Proposition 10 : Soient A une Y-algébre et B une PRES-algebre. S'il existe un mor-
phisme p de A dans B, alors il existe un unique morphisme 77 de A/ 4, dans B tel
que jt = 1 o quotient 4z -

Preuve : Tout d’abord 'unicité est immédiate car quotient 4 4, est surjectif : pour toute
classe d’équivalence @ de A/ 4., on doit nécessairement avoir 7i(a@) = u(a) . Ensuite, pour
que 7 existe, il suffit que 7i(@) ne dépende pas du représentant a de @.

Considérons la congruence =, définie sur A par (a =, d') <= p(a) = p(a’). 11 suffit de
démontrer que =, contient =4,. Mais puisque B valide Az, =, contient la relation R 4,
(exercice : s’en convaincre), ¢’est-a-dire que =, est élément de I'ensemble F décrit dans la
preuve du théoréme fondamental de la section précédente. Puisque =4, est la plus petite
congruence de F, elle est en particulier incluse dans =,,. O

Ce qu’affirme le résultat précédent, c’est simplement que quotient 4 4, est le morphisme
minimal qui quotiente A en une PRFES-algébre. Par conséquent, si B est un autre quo-
tient de A (via ) qui valide PRES alors on peut factoriser ce quotient « plus grand » en
quotientant d’abord de maniére minimale (i.e. en construisant A/, ), puis en effectuant
les quotients « qui manquent » pour atteindre B (via 7). On comprend alors que cette
proposition est simplement une autre maniére de dire que =4, est une congruence mini-
male; ici on a traduit cette propriété en terme de X-morphismes. On comprendra mieux
I'intérét de telles traductions par un usage systématique de la théorie des catégories.

Appliquons ce quotient minimal & I’algébre Tx,. On peut prévoir que ce quotient est d'un

intérét majeur car nous avons vu que 7% est déja minimale parmi les Y-algébres (propriéte

d’initialité) ; on congoit bien que son quotient sera quant-a lui minimal parmi les PRES-

algebres.

Définition 11 : Soit PRES = (S,X, Az) une présentation. Le quotient de Ty par la
congruence engendrée par Az est noté Tprps.

C’est donc une X-algebre qui valide Az : Tprps € Alg(PRES). Mieux : puisque quotientr, a,

est surjectif, on a Tprps € Gen(PRES).

Théoréme 12 : Pour toute PRES-algebre B, il existe un unique »-morphisme de
TPRES dans B.

Preuve : Fuxistence : on applique la proposition précédente avec A = Ty et p étant
I'unique morphisme de 7% dans B (propriété d’initialité de 7%); le morphisme 7 de
Tpres = A/ a, dans B convient.

Unicité : supposons qu’il existe 2 morphismes distincts « et 5 de Tprrps dans B. Puisque
quotientr, a, est surjectif, a o quotienty, 4, et B o quotienty, 4, seraient 2 morphismes
distincts de Ty, dans B; ce qui contredit la propriété d’initialité de T%. O

Par conséquent, de méme que T est initial vis-a-vis de Alg(X) et Gen(X), Trrps est
initial vis-a-vis de Alg(PRES) et Gen(PRES). Pour la théorie (monomorphique) la plus
simple des TAA, c’est Tprps qui est 'algébre privilégiée représentant la sémantique de la
présentation PRES.



Chapitre C : Exemples de spafications &juationnelles

Source: thee de toisieme gycle, G. Bernot, Uniersite de Paris-Sud, ferier 1986.

1. Les booleens

Il s'agit de la spefication usuelle des boaas aec les constanteJrue et Falsg et les
op@ations usuelles = (nggation), . (conjonction), »+ (ouinclusif), if _then_else.

S = { BOOL}

2 ={True,Rlse -, ~_, =~ ,if then_else } avec les arits esidentes (et heessaires
ici, puisqu’il n'y a qu’une seule sorte).

E: - True = False
- False = True
Trueasb = b
False~s b = False
awb = - (—-a Fate b)
if Truethenaelseb = a
if False thenaelseb = b
2. Les entiers naturels

Dans le cadre tedmple des axiomesgeationnels dénis dans ce cours, les ‘@pgons
“prédecesseur” fred), “soustraction” (), “division” (div) et “modulo” (mod posent quelques
problames, car elles peentent de manie intrinseque des cas d'application exceptionnels, or le
traitement d’exception n'a pdséedorde Pour ne pas nuiré la complegude de cette $piication,
Nnous poserons par cgemtion que :

O pred(0)=0
O n-m = 0 lorsquemest plus grand que
O ndv 0 et nnod 0 sont toujours gaux a0

Une tHerie des types abstraits almEmues aec traitement d’exception pedttre trouve dans
[Ber86] ou [BBC86a].

Afin de pouvoir speifier 'opération d’ordre naturel sur les entiers naturels (“<”, qui est utile pour
speifier la division), nous considens NAT comme une prentation au-dessus @OOL Evidem-
ment, si I'on s’inteesse seulement aux ‘opBons 0, succ (successeur)pred (predéesseur), +
(addition), - (soustraction) etx (multiplication), alors on peut consiae NAT comme une Spi-
cation apart entige, en otant les autres @pgons et les axiomes les concernant.

S={ NAT}



2={0,succ_,pred_, + — , x , < ,eq(,),if then_else , div., méd_
avet les arifs eridentes.

E: pred(succ(n)) = n
n+0 = n
n+succ(m) = succ(n)+m
n-0 = n
n-succ(m) = pred(n)—m
nx0 = 0
nxsucc(m) = (nxm)+n
n<0 = False
O<succ(m) = True
succ(n) <succ(m) = n<m
eq(0,0) = True
eg(0,succ(m)) = False
eqg(succ(n),0) = False
eg(succ(n),succ(m)) = eq(n,m)
if Truethennelsem = n
if Falsethennelsem = m

n div succ(m)
n mod succ(m)
et par comention :

if n<succ(m) thenn dse succ(n-succ(m)) div succ(m) )
n— (n div succ(m))

pred) = 0
ndvO0 = 0
nmdO0 = 0

Remarquons gu’en fait, il faudraitvier la surchage sur I'opeation ‘if _then_ else”, qui &ait dga
une opeation boolenne ; mais le contete (ici le nom des variables) nous permet ramat de
différencier ces deux épations, ce qui nousvige d’alourdir les notations.

Remarquons aussi que noguations “par covention” n’induisent aucune inconsistance, car les
axiomes tels que

n div succ(m) = if n<succ(m) thenn dse succ(n-succ(m)) div succ(m) )
imposent que le second memibsadc(m) soit différent de 0.

Remarquons enfin qu'il est par contre inutile decBge que(n—m) égale 0 lorsquen est plus grand
gue n, car ceci feulte de la cowention “pred(0)=0": le alcul de la soustraction aboutit alors a
(0-0).

3. Les entiers relatifs

Pour ne pas nuiré la coompldude de cette Sp#ication, nous poserons par eention que
n div 0 et n mod O sont toujours gaux a0 .

Afin de pouvoir speifier 'opération d’ordre naturel sur les entiers relatifs (“<”, qui est utile
pour speifier la division), nous considens INT comme une psentation au-dessus dg@OOL
Evidemment, si I'on s'ifteesse seulement aux ‘opBons 0, succ(successeur)pred (predéesseur),
op (opposg, + (addition), — (soustraction) etx (multiplication), alors on peut conSice INT
comme une spification apart entiee, en otant les autres ‘@péons et les axiomes les concernant.



S={INT}

2 ={0,succ_,pred_,op_, _+ ~ , x, < ,eq( ), if_then_else_, div_, mod_
avet les arifs avidentes.

E: pred(succ(x)) = x
opO) = O
op(succ(x)) = pred(op(x))
op(pred(x)) = succ(op(x))
x+0 = X
X +succ(y) = succ(x)+y
x+pred(y) = pred(x)+y
x-0 = X
x—succly) = predX)-y
x—predly) = succ(X)-y
xx0 = 0
xxsuccly) = (xxy)+x
xxpred(y) = (xxy)-x
0<0 = False
O<succ(0) = True
0 <succ(succ(y)) = if O<succ(y) thernTrue else O<succ(succ(y))
O<pred(y) = if O<y then O<pred(y) els€alse
succ(x) <y = x<pred(y)
pred(x) <y = x<succ(y)
eqxy) = o (x<ywy<x)
if Truethen xelsey = x
if False then x elsey = vy
xdvy = if yxd<x<yxsucc(d) then d elsedivy
xmody = ifeq(y,0) then 0 else %x(x div y)
xdvO0 = 0

Les ‘guations relaties a“<” et “div’ méiitent quelques explications :

O Concernant I'opeation “<”, il est bien connu que I'on ne peut pascHjer

0 <succ(n) = Tue

comme dans les entiers naturels, car éeraredes inconsistances dans les beude
O <succ(ped(0)) = True = <0 = False
On remarque que la spication que nous\wens donhe ici ne fournit pas un syste de
rééaiture qui termine. Nous sommes dans un cad'oo aurait besoin d'une Gpation
“if_then_”, mais on ne dispose ici que dié “then_ else”. Le moyen al§brique d’obtenir
un “if_then_” est le suvant : chaque fois que I'on voudraitree
t = sibalorst

on erit :

t = ifbthent elset
méme 9 cette ‘guation ne fournit pas une syste de ééciture qui termine, elle n'en est pas
moins valide sur le plan purement dggue (congruences).

O De la mene fapon, I'equation que nousvens donne pour ddinir la division ne modése en
aucune @&pon un dgorithme de calcul de la division euclidienneéanmoins elle dfnit



parfaitement le multat d de la division dex pary, sur le plan algbrique.
Bien su, un noyen plus constructif de Spéier la division euclidienne est’kpation suv-
ante, qui est cependant plus comple

xdvy = if eq(y,0) then O /*par convention *
else /* cas gaméral */
(if y<O then op(x)iv op(y)
else /*le diviseur y est positif */
(if O<x<y then O /*fin de recursion */
else (if ¥x
then succ(x-y) divy) /*dividende positif */
else ped( (x+y) divy) /* dividende negatif */
(dans cet axiome,u&v’ est une abbBraation pour {(u<v - eq(u,v)} ; et “0Osx<y” est une
abbraviation pour (0<x A~ x<y)").
Prouer que ces deux mamgs de spafier la division sont guivalentes relge du brmalisme
d’'implémentation abstraite.

4. Les tableaux

Nous speifions les tableaux comme une€ geptationARRAYau-dessus de deux sffeations
préedéfinies :

O Une speification RANGcontenant une sorlRANGet la sorteBOOL, et munie d’un prélicat
d’égalité sur la sorteRANG(notéeq). Cette sort&RANGsera celle des indices des tableaux (le
plus souvenNAT dans lesxemples).

Prédicat d’egalité : dans I'algdre initiale deRANG eq(x,y)est’'@al aTruesi x=y, et aFalse
sinon. En particulierla propriété eq(x,y)=Trueest rdlexive, symérique et transitie dans
toute algere finiment geéréevalidant RANG

O Une speification ELEM contenant une sorteLEM, et nunie d’'une constante “distingelede
sorte ELEM, notee e. Cette constante est cessaire du fait qu’en I'absence de traitement
d’exception, on est contraint de suppog®ur conserver la sfifante compleide de notre
speification, que le tableau “vide'ctfeate contient un’&nent en chacun de ses range
plus simple est de poser qu'il contient cette constantmiformement.

S = { ARRAY}
2= create : - ARRAY (tableau initial)
_[1:'=_: ARRANRANGELEM - ARRAY (affectation)
LI: ARRAY RANG - ELEM (acce)

if then_else_: BOOL ARRARRAY -  ARRAY

Pa corvention, on noterd out’ les variables de sort®RRAY i ouj celles de sortRANG et x ouy
celles de sortELEM.



t
tl

E: if True then t else t’
if False then t else t’

create create[i]:=e
(tM:=X))[]:=y if eq(i,j) then t[jl:=y else (t[j]:=y)[i]:=x
(t[i:=x)[i] X

Ces axiomes traduisent simplement glestableau vide contient la constangepartout, I'afectation
dans un tableau est commutatguf si elle concerne deux fois |€ me indice auquel cas la defnée
affectation erase la preédente, et I'acte aun tableau fournit le dernied@ment afecteen l'indice

en question (la commutaiié de l'affectation permet toujours de faire remonter la “bonné&caa-
tion ala racine du terme repsentant le tableau auquel on adep

5. Les piles

Nous speifions les piles (non bofes) comme une psentation STACK au-dessus de
NAT+BOOL (pour pouvoir speifier 'opération “hauteur”), et d’'une Spification praléfinie ELEM
contenant une sortELEM, et munie d’'une constante “distingglede sorte ELEM, notee e (les
élénents plate dans les piles seront ceux de sdfteEM). Cette constante est rieessaire dudit
gu’en I'absence de traitement d’exception, on est contraint de suppaseconserer la sufisante
compld@ude de notre Sp#ication, que I'acCe ala ple vide fournit un”&ment praléfini. Cet’'éément
serae.

Naturellement, il est possible g€ EM soit en faitNAT ou BOOL (avec par exemple e=0).

S = { STACK}
2= empty : - STACK (pile vide)
push: ELEMSACK - STACK (empile un"&ment)
pop : SACK - STACK (depile d'un cran)
top : SACK - ELEM (éénent en haut de pile)
height : SBCK - NAT (hauteur)
is-empty : SACK - BOOL (lapile est-elle vide ?)
E: pop(push(x,X)) = X
top(push(x,X)) = X
heightlempty) = 0
height(push(x,X)) = succ(height(X))
is-empty(X) = eq(height(X),0)
et par comention :
pop(empty) = empty
top(empty) = e
6. Les chaines

Nous speifions les chines (non borfes) comme une psentation STRING au-dessus de
NAT+BOOL (pour pouvoir speifier I'opération “longueur”), et d’'une Spdication praléfinie ELEM



contenant une sorteLEM (les “caractees” formant les cliaes). Naturellement, il est possible que
ELEM soit en faitNAT ou BOOL

S = { STRING}

2= Al - STRING (chdne vide)
add : ELEM STRING -  STRING (ajoute un Enent)
concat: STRING STRING -  STRING (concateation)
length : STRING -  NAT (longueur)
is-empty : STRING - BOOL (la chane est-elle vide ?)
E: concatqu) = u
concat(add(x,u),v) = add(x,concat(u,v))
lengthg) = O
length(add(x,u)) = succ(length(u))
is-empty(u) = eq(length(u),0)
7. Les ensembles

Nous speifions les ensembles (finis) comme unéspntationSET au-dessus dBIAT+BOOL
(pour pouvoir spefier I'opération “cardinal”), et d'une spiication praléfinie ELEM contenant une
sorte ELEM (les @énents des ensembles), et munie d’'uhdma d’egalité, noté eq sur la sorte
ELEM.

Naturellement, il est possible queLEM soit en &it NAT (muni deed), ou BOOL (le pralicat
d’égalité est alors déni par : eq(a,b) = (@b)w - (awb))

S = { SET}
2= if then_else: BOOLSETSET - SET
O: - SET (ensemble vide)
ins : ELEM SET -  SET (insertion)
del : ELEM SET -  SET (enlever un dément)
O: ELEM SET - BOOL (éémentde)
O: SETSET -  SET (union)
n: SETSET -  SET (intersection)
- SETSET -  SET (différence)
A SETSET -  SET (différence symiique)
cad : ET - NAT (cardinal)

is-empty : SET - BOOL (I'ensemble est-il vide ?)



E= if Truethen Xelse Y

if False then X else Y
ins(x,ins(y, X))
del(x,ins(y,X))

x
x Oins(y,X)
xoag
X O ins(x,Y)
Xn [
X n ins(x,Y)
X-0
X=ins(x,Y)
XAY
card(d)
card(ins(x,X))
is-empty(X)
et par comention :
del(x[7)
8.

X

Y

if eq(x,y) then ins(y,X) else ins(y,ins(x,X))
if eq(x,y) then del(x,X) else ins(y,del(x,X))
False

if eq(x,y) then True elsd X

X

ins(x,XJY)

O

if xOX then ins(x,XY) else XY

X

del(x,X»Y

XOYy-XnY

0

if xCOX then card(X) else succ(card(X))
eg(card(X),0)

g

Les

files

Nous speifions les files (“FIFO”, non borres) comme une psentationQUEUE au-dessus de
NAT+BOOL (pour pouvoir speifier I'opération “longueur”), et d’'une Sp#ication preléfinie ELEM
contenant une sortELEM, et munie d'une constante “distingglede sorte ELEM, notee e (les
élérments place dans les files seront ceux de sdeieEM). Cette constante est rieessaire dudit
gu’en I'absence de traitement d’exception, on est contraint de suppaseconserer la sufisante
compld@ude de notre spéication, que I'acCe ala file vide fournit un”Ement preléfini. Cet'éément

Serae.

Naturellement, il est possible g€ EM soit en faitNAT ou BOOL (avec par exemple e=0).

S = { QUEUE}

2= new :
add :

remove :

first :

length :
is-empty :

ELEM QUEUE
QUEUE
QUEUE
QUEUE
QUEUE

QUEUE
QUEUE
QUEUE
ELEM
NAT
BOOL

(file vide)

(ajoute un"Ement)

(detruit I'dlément en 1ee)
(premier’éément de la file)
(longueur)

(la file est-elle vide ?)



E: remove(add(x,new))
remove(add(x,add(y,X)))
first(add(x,new))
first(add(x,add(y,X)))
length(new)
length(add(x,X))
is-empty(X)
et par comention :
remove(new)
first(new)

new
add(x,remove(add(y,X)))
X

first(add(y, X))

0

succ(length(X))
eq(length(X),0)

new
e
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Gilles BERNOT
LIENS, CNRS URA 1327

Ecole Normale Supérieure,
45 Rue d’Ulm,
F-75230 PARIS Cédex 05,
FRANCE

bitnet: bernot@frulm63
uucp: bernot@ens.ens.fr

(Appeared in Proc. of “Category Theory and Computer Science”, LNCS 283, 1987.)
Résumé

Le but de ce chapitre est de mettre en garde le chercheur en types abstraits algébriques
contre une utilisation abusive de la théorie des catégories. Quelques propriétés peu
souhaitables du (pourtant classique) foncteur de synthése sont décrites, spécialement si
I'on s’intéresse aux sémantiques dites “loose”. Tous les résultats énoncés ici sont partic-
uliérement simples, sinon triviaux ; néanmoins, ils illustrent des faits donnant lieu a de
nombreuses erreurs dans le cadre des types abstraits algébriques. Ces erreurs résultent
souvent d’une inadéquation entre certains outils catégoriques bien connus et le concept
informatique que l'on souhaite modéliser. Enfin, une approche hiérarchique fondée sur
la catégorie des modeéles “protégeant les sortes prédéfinies” est proposée, et les premiéres
propriétés en sont dégagées.

Mots clés : complétude, consistance, modéle initial, spécifications abstraites, spécifica-
tions structurées, théorie des catégories, types abstraits algébriques.

Abstract

The aim of this paper is to prevent the abstract data type researcher from an improper,
naive use of category theory. We mainly emphasize some unpleasant properties of the
synthesis functor when dealing with so-called loose semantics in a hierarchical approach.
All our results and counter-examples are very simple, nevertheless they shed light on many
common errors in the abstract specification field.

We also summarize some properties of the category of models “protecting predefined sorts.”

Keywords : abstract data types, abstract specifications, category theory, completeness,
consistency, initial model, structured specifications.
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1 Introduction

In the following pages, we focus our attention on results which seem to be “trivially
ensured” in the basic abstract data type framework. We sometimes give proofs... often
counter-examples of such results. In order to get striking counter-examples, we provide
very simple ones, if not trivial (mainly based on elementary algebraic properties of natural
numbers). Nevertheless, many common errors, or misinterpretations found in the abstract
data type litterature result from similar mechanisms. This emphasizes the fact that
category theory should be carefully used in the abstract data type field, including for
(very) low level concepts.

More provocatively: this paper mainly points out the fact that the synthesis functor F
of abstract data types “does not preserve philosophy.” However, since about teen years
[ADJ76], it is well known that this functor is crucial for defining a hierarchical, modular
approach of abstract specifications!

Some elementary reminders about abstract data types are given in the next section
(Section 2). Section 3 discusses about the well known forgetful and synthesis functors, U
and JF, associated with a hierarchical approach. Section 4 shows the difficulty of properly
defining sufficient completeness and hierarchical consistency with loose semantics. In
Section 5, we show what happens when combining enrichments. Lastly, Section 6 discusses
about a loose semantics obtained by “protecting” predefined sorts.

The following discussions are mainly centered on pairs [positive fact / proof| (respec-
tively: [negative fact / counter-example]).

2 Elementary reminders

Let us begin with basic definitions and properties [ADJ76]:

Given a signature X (i.e. a finite set S of sorts and a finite set ¥ of operation-names with
arity in S), a 3-algebra, A, is a heterogeneous set partitioned as { As }scs , and for each
operation-name op : sy - - - S,-1 — S, of ¥ there is an operationopy : Ag, X --- X Ag, | — As, .
A Y-morphism from A to B is a sort-preserving, operation-preserving application from A
to B. This defines a category, denoted by Alg(X) ; it has an initial object: the ground-
term algebra T% .

In the following, a specification SPEC will be defined by a signature > and a finite set £
of positive conditional equations of the form:

Vi =Wy NN\ Uyl = Wp_1 = Uy, = W,

where v; and w; are Y-terms with variables.

Given a specification SPEC, Alg(SPEC) is the full sub-category of Alg(X) whose objects
are the Y-algebras which validate each axiom of E. The category Alg(SPEC) has an
initial object, denoted by Tsppc |[BPWS82].

Since Tsppc exists, Gen(SPEC) can be defined as the full sub-category of Alg(SPEC)
such that the initial morphism is an epimorphism (i.e. is surjective, in our framework).
Gen(SPEC) is the category of the finitely generated algebras. Our first “fact” will be
devoted to the following remark:

It is well known that Gen(SPEC) is a particularly interesting category for the abstract
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data type computer scientist; nevertheless, this is not exactly due to its large spectrum
of morphisms, as reminded below.

fact 1 : (Morphisms from a finitely generated algebra)
Let I" be an object of Gen(SPEC) and A an object of Alg(SPEC). The set
Hom agspcy (I, A) contains at most one element. Consequently, for all objects
X and Y of Gen(SPEC), Homgen(spec)(X,Y') contains at most one morphism.

Proof: By initiality properties, if there exists a morphism g, then the following triangle
comimutes:

r 7 A
initial initial
morphism morphism

Tspec

Thus, the unicity of p results from the surjectivity of the initial morphism associated
with T O

One of the most important aspect of abstract data types is its structured, hierarchical,
modular approach. This is obtained by means of presentations. A presentation PRES
over SPEC is a new “part of specification” PRES =< S’ ¥/, E' > such that the disjoint
union SPEC+PRES =< SUS", YUY, FUE’ > is a specification. Sorts and operations
of SPEC" are often called the predefined sorts and operations. Relations between the
categories Alg(SPEC) and Alg(SPEC + PRES) are handled by the well known forgetful
functor and synthesis functor:

(U : Alg(SPEC + PRES) — Alg(SPEC)) and
(F : Alg(SPEC) — Alg(SPEC + PRES)).

The functor F is a left adjoint for the functor ¢. Consequently, for each SPEC-algebra
A, there is a particular morphism from A to U(F(A)) : the morphism deduced from the
adjunction unit (or adjunction morphism). This morphism is absolutely crucial for the

hierarchical approach: it allows to evaluate the modifications performed on A under the
action of PRES.

Example 2 : If A is equal to IN over the signature {0, succ_} (without axioms) and
if PRES adds pred_ with the axioms [pred(succ(n)) = succ(pred(n)) = n| , then
U(F(IN)) is isomorphic to Z. The unit of adjunction leads to the natural inclusion;
and this morphism permits to show that IV has been modified by adding negative
values.

If the axioms were [pred(succ(n)) = n and pred(0) = 0], then the unit of adjunction
leads to the identity over IV showing that this second specification of pred does not
change IN.
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3 Forgetful and synthesis functors

We first present a rather obvious reminder about the forgetful functor. Let B be a SPEC+
PRES-algebra. The forgetful functor removes all subsets B, where s € S’, and all
operations of ¥ are forgotten (including those with arity in S only), but it does not

remove any value of predefined sort: U(Bs) = B, for each s € S. For instance, in
Example 2, U(Z) = ZF#IN.

Let us remind the classical definition of the synthesis functor (although classical, this
definition is the starting point of some misinterpretations!): Let A be a SPEC-algebra
and let T, s/ (A) be the algebra of ¥ + ¥'-terms with variables in A; we denote by
eval : U(Tsis(A)) — A the canonical evaluation morphism. F(A) is the quotient of
Ts.s/(A) by the smallest congruence containing both the fibers of eval and the close
instanciations of £ + F'.

Because E + E' is required in the definition of F (instead of E’ alone), F(A) does not
only depend on A and PRES ; it also depends on SPEC.

fact 3 : Given a presentation PRFES, the action of the synthesis functor F over a given,
fixed algebra A is highly dependent of the predefined specification.
As outlined in the following example, this fact considerably restricts the possibility
of writing “implementation independent” specifications (see for instance [EKMP80],
[SW82], or [BBC86a| about abstract implementations).

Example 4 : Let SPEC be a classical specification of NAT with operations 0, succ__
and _+

r+0=ux
x + succ(y) = succ(x +y)

Let SPEC' be the specification obtained by adding the following axiom to SPEC :
rT+y=r+z=—y==z

The specifications SPEC and SPEC" have clearly the same initial object: IV .
Let PRES be the presentation adding no sort, adding the operation = x | and
adding the axioms:

x X succ(0) = x > (1 is neutral)
x X succ(y) = x + (x x y) > (recursive definition)

When PRES is shown as a presentation over SPEC, F(IN) is a model where all
terms containing a multiplication by 0 cannot be evaluated. When PRES is shown
as a presentation over SPEC’, F(IN) is isomorphic to IN, because:

r+0=21x=2x X succ(0) =z + (x x0)

and the simplification axiom of SPEC’ leads to 0 =z x 0 .

Notice that, in spite of the fact that SPEC and SPEC" have the same initial seman-
tics, the presentation PRFES is not completely specified over the first specification,
but is completely specified over the second one.
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4 Consistency and completeness

The subject of this section is an examination of some a priori possible definitions of the
notions of sufficient completeness and hierarchical consistency with loose semantics. We
start with the most loose semantics: the entire category Alg(SPEC'). We will show that
the simplest definitions are unacceptable for abstract specification purposes.

All the counter-examples provided in this section are based on the following specifi-
cation+presentation example. Hopefully, we believe that this counter-example cannot be
suspected to be too much unusual, complicated or ad hoc.

Example 5 : Let SPEC be a specification of natural numbers (for instance the specifi-
cation given in Example 4) together with a sort BOO L and boolean operations True
and False. We consider the presentation PRES enriching SPEC by an equality
predicate eq? :

eq?(0,0) = True

q?(0, suce(n)) = False
eq?(suce(m),0) = False
eq?(succ(m), succ(n)) = eq?(m,n)

D

Looking at this presentation PRES, we can affirm that a “good notion” of sufficient
completeness (resp. hierarchical consistency) should be satisfied by PRES. This example
is simply written by taking into account each possible value for the arguments of eq?, with
respect to the constructors of SPEC, moreover there are no axioms between constructors
(fair presentation |Bid82]).

We may of course imagine more sophisticated presentation examples, in particular ex-
amples which add new sorts to SPEC. But our goal is simply to prevent the abstract data
type researcher from using a naive, rather unrealistic definition of sufficient completeness
or hierarchical consistency.

4.1 Sufficient completeness

In the initial approach, sufficient completeness is defined as follows [GauT78|.

“The adjunction morphism associated with the initial algebra is surjective:”

T SPEC — U(F(T _SPEC))

This condition exactly means that PRFES does not add new values to T SPEC' . Remind
that F(T'_SPEC) = Tsppc+pres , due to adjunction properties.

fact 6 : The following definition of sufficient completeness is not suitable in the general

case:
“PRES is sufficiently complete if and only if for all algebras in Alg(SPEC) the
adjunction morphism is surjective”.
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Using Example 5, we convince ourselves of this fact by considering the SPEC-algebra
obtained by two copies of IN. This algebra, (IN x {0,1} and {True, False}) , is not
finitely generated, but is an object of Alg(SPEC') by sending the operation-name 0 over
the element (0,0) , and suce((n,a)) = (suce(n),a) . Terms of the form eq?((n,0), (m, 1))
cannot be evaluated using the PRES axioms of Example 5. Consequently, they add new
boolean values, and the adjunction morphism is not surjective.

fact 7 : The following two definitions of sufficient completeness are logically equivalent:

1. the adjunction morphism associated with the initial algebra 7' SPEC is sur-
jective
2. for all algebras in Gen(SPEC) the adjunction morphism is surjective.

Proof: [2 = 1] is trivial because the initial algebra is finitely generated.

[1 = 2] : let A be a finitely generated SPEC-algebra. By construction of F, F(A) is
finitely generated over the signature of SPEC + PRES. Consequently, the image of the
initial morphism via the forgetful functor is surjective:

U(z’m’tA) : Z/{(f(T_SPEC))IU(TSPEc+pREs) — Z/{(f(A))

Our conclusion results from the commutativity of the following diagram:

U(F(A
adjunction (F(4))
(surjective) (surjective)
(surjective)
Tspec U(Tspec+pPrES) O

Restricting ourselves to finitely generated algebras has several disadvantages. For
instance, parameterized presentations require a non finitely generated semantics [ADJ80].

4.2 Hierarchical consistency

In the initial approach, hierarchical consistency is defined as follows:
“the adjunction morphism associated with the initial algebra is a monomorphism”
(i.e. is injective in our framework).

fact 8 : The following definition of hierarchical consistency is not suitable in the general

case:
“PRES is hierarchically consistent if and only if for all algebras in Alg(SPEC') the
adjunction morphism is injective”.

Let us return to Example 5. If we consider the SPEC-algebra Z (which is a non finitely
generated algebra), we get the following inconsistency:

True = eq?(0,0) = eq?(0, succ(—1)) = False
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Restricting hierarchical consistency checks to finitely generated algebras does not yield
better results:

fact 9 : The following definition of hierarchical consistency is not suitable in the general
case:
“PRES is hierarchically consistent if and only if for all algebras in Gen(SPEC') the
adjunction morphism is injective”.

Using Example 5 again, we consider a finitely generated algebra of the form % , and we
get the following inconsistency:

True = eq?(0,0) = eq?(0,n) = eq?(0, succ(n — 1)) = False

These facts prove that “defining sufficient completeness on Alg(SPEC)” , “defining hier-
archical consistency on Alg(SPEC)” or “defining hierarchical consistency on Gen(SPEC)”
are too strong requirements. Extension from the purely initial semantics to a loose se-
mantics must be done more carefully.

5 Combining presentations

In the remainder of this paper, we simply follow the definitions of sufficient completeness
and hierarchical consistency given at the beginning of sections 4.1 and 4.2 (i.e. the ini-
tial approach). Given a specification SPEC, we consider two presentations PRES; and
PRES,y with disjoint signatures.

Let PRES be the union of PRES, and PRES, , we care about the sufficient complete-
ness and hierarchical consistency of PRES. In spite of the strong hypothesis described
here, we have sometimes to be careful, as detailed in the following two subsections.

5.1 Sufficient completeness

fact 10 : If PRES, and PRES, are both sufficiently complete over SPEC, then PRES =
PRES| 4+ PRES, remain sufficiently complete. Moreover, under the same hypoth-
esis, PRES, is sufficiently complete over SPEC + PRES|.

Proof: (using elementary tools)

Tsppo+PRrES,+PRES, 1S the quotient of Tx,x, 15, by the smallest congruence containing the
close instanciations of the SPEC' + PRES, + PRES, axioms [BPW82|. Consequently, it
suffices to prove that each ¥ + X1 + ¥s-ground-term of sort in S (resp. in S+ S7) belongs
to the equivalence class of a 3-term (resp. X + ;-term). This can be trivially proved via
structural induction. O

Obviously, the converse is false: the sufficient completeness of PRES does not imply
the sufficient completeness of PRES; or PRES, .
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5.2 Hierarchical consistency

fact 11 : The hierarchical consistency of PRES, and PRES; over SPEC does not imply
the hierarchical consistency of PRES = PRES, + PRES, over SPEC.

Example 12 : Let SPEC be a specification of natural numbers. Let PRES, be the
presentation simply containing the following axiom:

succ(n) =0=n=0

PRES), is clearly consistent (in fact, the premise cannot be satisfied in the initial
object, thus this axiom is never applied). Let PRES, be the presentation adding
the operation pred  with [pred(succ(n)) = suce(pred(n)) = n| . PRES, is clearly
hierarchically consistent over natural numbers (even though it is not sufficiently
complete). The union PRES = PRES; + PRES, is not hierarchically consistent
because from succ(pred(0)) = 0 we get:

0 = pred(0) , which leads to succ(0) = succ(pred(0)) =0

Another example of the same fact is the following:

Example 13 : Let PRES; be the presentation described in Example 5 (adding equal-
ity predicate to natural numbers), and let PRES, be the same presentation as
Example 12 before (adding pred). PRES, and PRES, are clearly hierarchically
consistent over natural numbers, but the union PRES = PRES| + PRES> is not
hierarchically consistent because:

True = eq?(0,0) = eq?(0, succ(pred(0))) = False
(a similar example was first presented in [EKP80|, for abstract implementation

purposes).

fact 14 : If PRES = PRES, + PRES, is hierarchically consistent over SPEC then
PRES, and PRES, are hierarchically consistent over SPEC'.

Proof: Assume that PRES] is not consistent: the morphism from Tsppc to U(Tsppc+prES,)
is not injective. Since the following diagram commutes, the adjunction morphism from

Tspec t0 Tspec+PRES, +PRES, 1S 1Ot injective:

Ur(Tspec+prES,) U(TspEc+PRES +PRESs)
( PRES, ( PRES, + PRES,
adjunction morphism) adjunction morphism)
Tspec

(the horizontal arrow is the forgetful of the adjunction morphism for PRES, over SPEC +
PRES,).
It results that PRES is not hierarchically consistent over SPEC. O
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fact 15 : If PRES, and PRES, are both hierarchically consistent and sufficiently com-
plete over SPEC, then PRES = PRES, + PRES5 too. Moreover, under the
same hypothesis, PRFES, is hierarchically consistent and sufficiently complete over
SPEC + PRES,.

(This fact is well known; a demonstration with conditional axioms, including exception
handling, can be found in [Ber86]).

6 Loose semantics with “Protect”

Clearly, abstract specifications do not necessarily directly lead to executable specifications.
It is often convenient to specify some operations via “universal properties.” For instance
the subtraction can be specified via:

Z—Yy=r<<=rt+y==z

Sometimes, such axioms may lead to uncompletely specified presentations, as in the fol-
lowing example.

Example 16 : Let SPEC be an initial specification of integers with operations 0, succ_,
pred , + , — and x . Let us specify a presentation PRES adding the
operation div_ as follows:

0 < (a — (b x (adivd))) = True
(a — (b x (adivh))) < b= True

These axioms characterize (adivb) among all integers finitely generated with respect
to succ and pred. However, in the initial model Tgppcr, prps > the term (adivb) is
not reached by succ and pred . Its value is only a unreachable value such that the
(unreachable) remainder (a — (b X (a div b))) returns the specified boolean values
when compared with 0 and b .

Consequently, this presentation is uncompletely specified according to the usual
definition of sufficient completeness.

In such examples, the only interesting models are those which do not modify the pre-
defined initial model (Z). This leads to a (loose) semantics where models are those
protecting predefined sorts [Kam80|. Indeed, when writing relatively large specifications,
this semantics seems to be highly suitable (AsL [Wir82] [SW83|, PLuss [Gau84|, OBJ
[FGJIMS85|, LArRcH [GHS83]...).

Let us define the associated category:

Definition 17 : (The “Protect” category)
Let SPEC be a specification and let PRES be a presentation over SPEC. The
category of PRES-models protecting SPEC is the full subcategory of Alg(SPEC +
PRES) whose objects are the SPEC + PRES-algebras A such that U(A) is iso-
morphic to the initial predefined algebra Tsprc . We denote this category by
Prot(SPEC, PRES) .
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Notice that the object class of Prot(SPEC, PRES) can be empty.

fact 18 : If Prot(SPEC, PRES) is not an empty category, then PRES is hierarchically
consistent over SPEC'.

(Here, consistency is defined with respect to the initial algebra Tsppc only)

Proof: If TSPEC+PRES is inconsistent over Tsppc, then a fortiori all SPEC + PRES-
algebras are inconsistent over Tsppc (because T SPEC+prES 18 minimal). O

fact 19 : Even if PRES is consistent over SPEC, Prot(SPEC, PRES) may be empty.

Example 20 : Let SPEC be the boolean specification with True and False. Let PRES
be a specification of SET(BOOL) with 0, insert, € and choose :

True € () = False

False € ) = False

b €insert(t/, X)=(b=b")orbe X
choose(X) € X = True

This specification is clearly hierarchically consistent (even though it is not suf-
ficiently complete). However, the Protect category is empty, because the term
choose()) can neither be equal to True nor to False (both choices induce True =
False).

(Fortunately, this example can be easily specified without inconsistency using ab-
stract data types with exception handling [Bid84] [GDLE84| [BBC86b| |Ber86], or
with partial functions [BW82].)

fact 21 : Even if Prot(SPEC, PRES) contains models, it has not necessarily an initial
object.

Example 22 : Let SPEC be the boolean specification with True and False. Let
PRES be the presentation adding the constant operation maybe, without any ax-
iom. Prot(SPEC, PRES) contains two models, no one is initial.

fact 23 : If PRES is sufficiently complete over SPEC', then either the category
Prot(SPEC, PRES) has an initial object, either it is empty.

Proof: If PRES is consistent, then the initial model Tgpp, prpg belongs to
Prot(SPEC, PRES); it is then necessarily initial in Prot(SPEC, PRES). If PRES is not
hierarchically consistent, then Fact 18 implies that Prot(SPEC, PRES) has no object.
O

fact 24 : There are presentations PRES which are not sufficiently complete over SPEC),
such that Prot(SPEC, PRES) is not empty and has an initial object.

It suffices to refer to Example 16, where the axioms characterize div by a “universal
property among integers.” The division is incompletely specified according to classical
initial definition of sufficient completeness, but Prot(SPEC, PRES) only contains one
model (Z) which is necessarily initial.
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7 Conclusion

We have investigated how a hierarchical approach of abstract data types, with the notions
of hierarchical consistency and sufficient completeness, could be defined when dealing
with so-called loose semantics. The results shown in sections 2 to 5 seem to be somewhat
pessimistic:

e The synthesis functor is “implementation dependent” with respect to the predefined
specification (Fact 3).

e Sufficient completeness cannot be checked on all models (Fact 6).
e Hierarchical consistency cannot be checked on all models (Fact 8).

e Hierarchical consistency cannot be checked on all finitely generated models, a smaller
class of models must be investigated (Fact 9).

e Combining hierarchically consistent presentations does not result on a hierarchically
consistent presentation (Fact 11).

However, we showed some positive results:

e Checking sufficient completeness on all finitely generated algebras is equivalent to
check it on the initial algebra only (Fact 7).

e Combining sufficiently complete presentations results on sufficiently complete pre-
sentations (Fact 10); the same occurs for presentations that are both sufficiently
complete and hierarchically consistent (Fact 15).

In the last section (Section 6), we defined the category of models protecting predefined
sorts. We have investigated the relations between the classical notions of complete-
ness/consistency and the elementary properties of this category:

e The category is empty if the presentation is not hierarchically consistent, but the
converse is false (Facts 18 and 19).

e The category has not necessarily initial models (Fact 21).
It has initial models if the presentation is sufficiently complete and hierarchically
consistent, but the converse is false (Facts 23 and 24).

In conclusion: From facts 3, 6, 8, 9 and 11, we showed that the synthesis functor of
classical abstract data types “does not always preserve philosophy” when dealing with
loose semantics. Moreover, with a loose semantics based on protection of predefined sorts,
the corresponding category has few systematic relations with sufficient completeness or
hierarchical consistency (facts 18 to 24).
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