M1 Info — Calculabilité et complexité (Année 2021/2022)

TD 01 - Cardinalité et machines de Turing

Rappel : soient A et B deux ensembles, une fonction f : A — B est
— injectivessiVa,a’ € A: f(a) = f(d') = a = d (oula contraposée),
— surjectivessiVbe B:3a€ A: b= f(a),
— bijective ssi elle est a la fois injective et surjective.

Utile : Théoréme de Cantor-Schroder-Bernstein : soient A et B deux ensembles, si il existe une
fonction injective de A vers B (intuitivement |A| < |B|), et une fonction injective de B vers A
(intuitivement | B| < |A|), alors il existe une bijection entre A et B (intuitivement |A| = | B).

Exercice 1. Ensembles infinis dénombrables

1. Donner une bijection entre N = {0,1,2,...} et 2N = {0,2,4, .. .}.
2. Donner une bijection entre N = {0,1,2,...}etZ={...,—2,-1,0,1,2,...}.

@

Prouver l'existence d"une bijection entre N et N x N.
Bonus : si vous étes trés fort, donnez en une.

Peut-on en déduire que |Q| = |N|?
En utilisant la bijection g entre N et N x N, donner une bijection entre Net N x N x N.

Prouver ’existence d"une bijection entre ¥* et N, pour ¥ un alphabet fini.

A

Conclure en donnant la relation de grandeur entre I'ensemble des algorithmes et I'en-
semble N.

Exercice 2. Ensembles infinis indénombrables

1. Donner la relation de grandeur entre 'ensemble des problemes et ’ensemble des pro-
blemes de décision.

2. Donner la relation de grandeur entre I'ensemble des problemes de décision et I'ensemble
des fonctions f : N — {0, 1}.

3. Prouver 'existence d’une bijection entre I’ensemble des fonctions f : N — {0, 1} et [0, 1].
Astuce : Utiliser la base 2.
Remarque : 0.1111... =1

4. Prouver l'existence d'une bijection entre [0, 1] et R.

5. Conclure sur la relation de grandeur entre R et ’ensemble des problémes.

Exercice 3. Fonctions non calculables

1. Rappeler la relation de grandeur entre I’ensemble R et I’ensemble N. (Montrer que N C R
et rappeler en quelques phrases I’argument de la diagonale de Cantor).

2. Donner la relation de grandeur entre I’ensemble des problemes et ’ensemble des algo-
rithmes.



3. Conclure sur l'existence de fonctions non calculables.

Exercice 4. Ma premiere MT
Soit M = (Q,T,%,0, qo, B, ¢r) la machine de Turing ot
— Q=19,91,92,93,9,95,9r },
— Y ={a,i,l,n,p,s}, T ={a,i,l,n,p,s, B},
— 0 est donnée par
%
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1. Quel est le langage reconnu par cette machine de Turing ?
2. Peut-on dire que ce langage est semi-décidable?

3. Peut-on dire que ce langage est décidable?

Exercice 5. états d'une MT = mémoire finie
Objectif : voir que 1’on peut sauvegarder des informations (en quantité finie) dans les états.
Soit M = (Q,T, %, 6, qo, B, qr) la machine de Turing o1
— Q= {90, 90> @ % 4 47},
— ¥ ={a,b},T ={a,b,B},
— 0 est donnée par
(90, @) = (qa> @, —) (0,0) = (gv,b,—)
(qava) = (qa)a7_>) (vaa) = (Qbaaa_ﬁ
(qavb) = (qaab>_>) (Qbab) = (Qb7by—>)
(¢a, B) = (¢, B,<)  (a, B) = (qp, B, )
(Q(lm (I) = (QFa a, _>) (q;ﬁ b) = (QFv b, _>)

1. Dessiner cette machine sous la forme d"un automate.
2. Quel est le langage reconnu par cette machine de Turing?
3. Peut-on dire que ce langage est semi-décidable ?
4. Peut-on dire que ce langage est décidable?
Exercice 6. MT

Donner des machines de Turing pour décider les langages suivants.
1. L={aw|weX*}avecX = {a,b,c}.
2. L={weX||w| =0 mod 3} avec ¥ = {a}.

L = {w € ¥* | w est un palindrome} avec ¥ = {a, b}.

L = {a"b"c" | n € N} avec ¥ = {a, b, c}.

L= {a"'2) | n € N} avec & = {a,b}.

L ={w#uw' | w,w € {0,1}*etw =w+ 1} avec X = {0,1, #}.
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Ces langages sont-ils semi-décidables ? décidables ?



