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Algorithmes probabilistes
® Algos probabilistes :

> font des choix de maniere aleatoire
Rq : algo deterministes font aussi des choix !
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Algorithmes probabilistes

® Algos probabilistes :
» font des choix de maniere aleatoire

Rq : algo deterministes font aussi des choix !
> Aleatoire # quelconque!!!

P> souvent : aleatoirement uniformement

P pas toujours, par ex. : choix aleatoire d'un sommet
proportionnellement au degre

® Qu’est-ce qu’on perd?
— on obtient pas toujours I'optimum
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Algorithmes probabilistes

® Algos probabilistes :

> font des choix de maniere aleatoire

Rq : algo deterministes font aussi des choix !
> Aleatoire # quelconque!!!

» souvent : aleatoirement uniformement
P pas toujours, par ex. : choix aleatoire d'un sommet
proportionnellement au degre

® Qu’est-ce qu’on perd?
— on obtient pas toujours I'optimum
® Qu’est-ce qu’on gagne?
— la complexite de I'algo baisse
> par exemple : exponentiel — polynomial
> ici : O(n*m?) — O(n*log? n)

® Pourquoi ca marche?

tout depend de la probabilite d'obtenir I'optimum — pas trop

faible

2/21



Une version un peu differente de coupe minimum

e Entrée : un multigraphe non oriente (aretes multiples
possibles pour un couple de sommet)

o : d U:{O,B/cg
Y :30(,4}
L (},__ (a}o‘
‘!Q'ce“f‘“\ " {C-Q) C{ ();):4
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Une version un peu differente de coupe minimum

e Entrée : un multigraphe non oriente (aretes multiples
possibles pour un couple de sommet)

e Sortie : une coupe (U, U’) de G (=bipartition de V(G))
ayant le nombre minimum d'aretes qui traversent

O O
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Une version un peu differente de coupe minimum

e Entrée : un multigraphe non oriente (aretes multiples
possibles pour un couple de sommet)

e Sortie : une coupe (U, U’) de G (=bipartition de V(G))
ayant le nombre minimum d'aretes qui traversent

Differences avec precedemment :

O@puits ni sou@

® graphe non oriente (cas particulier de graphe oriente)

® aretes multiples (equiv. capacites entieres)
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Une version un peu differente de coupe minimum

* Solution? O () O(mwY)

Wotn Jowr B coud (0A) o e EX
odil do §7 gy i
Dbt & B g
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Une version un peu differente de coupe minimum

e Solution ?

n(n—1)/2 fois I'algo d'EK, avec toutes les paires
{source, puits} possibles

e Complexite?
O(n3m?)
(O(n®*m) avec le meilleur algo connu pour le flot
max, qui est en O(nm))

® Algo probabiliste :

> On va faire un algo probabiliste en O(n*log? n)
(le meilleur algo proba est en O(n?log? n))
> et en plus d'une simplicite deconcertante !

L —
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Algo probabiliste pour coupe minimum

® Algo probabiliste = deux executions ne donnent pas le meme
resultat !

® On I'execute plusieurs (= beaucoup de) fois et on garde la
meilleure solution
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Algo probabiliste pour coupe minimum

® Algo probabiliste = deux executions ne donnent pas le meme
resultat !

® On I'execute plusieurs (= beaucoup de) fois et on garde la
meilleure solution

® Deux questions :

> Quelle est la proba d’obtenir une solution optimale7
> || faut faire combien d'essais ?

» On veut proba — 1 lorsque I‘ taille de I entreé% 400
(Waouh'!

. en fait, ca suffit que la proba soit une constante.

P

Doy N
PM y O goge Lg.fl,yzo.,v

O et
Pugoc <08 = P £ OF
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Algo probabiliste pour coupe minimum
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Cas des graphes non connexes

P .
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O ()




Algo proba\biliste pour coupe minimum )
& gorkin e g kot Ao Jrgrlsy b Dilre
Définition (contraction d’arete) Aot Cormitz)

Soit G = (V/, E) un multigraphe sans boucle et uv une arete de G.
Le raphe contracte de G selon I'arete uv, note G/uv, est defini par
G/uv=(V\{u}, E\{ux|xe Nw)JUf{vx | ux € E et x# v}).




Algo probabiliste pour coupe minimum

Algorithme 1 : Algorithme Contraction Aleatoire

1 pour tout v € V faire

2 | SW) e {v)

3 fin

4 tant que |V| > 2 faire

5 choisir une arete uv de G uniformhement aleatoirement; ’
6 G+ G/uv; O (m)

7 &(v) + S(v) U S(u);

8 fin

9

retourner la coupe (5(x),S(y)); (ou {x,y}=V)
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Analyse de |'algo de Contraction Aleatoire

,1-e[l°‘. A ‘4>(D’\-41~I‘ a (jztu?nnl
® |'algo fait toujours n — 2 contractions, pour finir avec un W
graphe a 2 sommets o
® on note_k la taille d'une coupe minimum de G

® on fixe une coupe minimum@z (X,Y) de G et on calcule la
proba que I'algo retourne la coupe C

® Rq. : I'algo retourne C ssi il ne contracte aucune arete
-
traversant C
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Analyse de |'algo de Contraction Aleatoire

C N
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Analyse de |'algo de Contraction Aleatoire

A la premiere contraction, la g
traversant pas C est p=1

H o Aol

® on not 'evenement suivant : "a la j¢¢ iteration de la

boucle principale, I'arete uv selectionnee ne traverse pas C”

j-1 .
on calcule la proba p; = Pr N El = w"!‘i”?"
b B e 41

. ju
G; le graphe avant I'it&rdtion j, dans I'evenement N E
=1

1=
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proba d’obtenir la coupe minimum C

(-1

® G a exactement n — j + 1 sommets et la coupe minimum de

Gata|llek Cr(r’ i»(#awa
ol g i’
o'\ / ')

lr\/o'\lcu,1
c W doy -
o \Ul =

!,
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proba d'obtenir la coupe minimum C
J\Qyw) (A):- H Bk Ancididsy Ou Aomad
AA

® G; a exactement n — j + 1 sommets et la coupe minimum de

G;j a taille k
® ainsi, led ini s G; est au moins k, et donc G;j a

au moins k(n —j + 1)/2 aretes.
B (m-ye1)
Z

N %

WV
?

7+
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proba d'obtenir la coupe minimum C

® G; a exactement n — j + 1 sommets et la coupe minimum de
G;j a taille k
® ainsi, le degre minimum dans G; est au moins k, et donc G; a

au moins k(n—j+1)/2 aret‘:sm (r o C

® on obtient

__J-1
- p=PlE 6 G- 12 ~2/0-i+Y
H ol
(o~ 0‘9'
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proba d'obtenir la coupe minimum C

Gj a exactement n — j + 1 sommets et la coupe minimum de
G;j a taille k

ainsi, le degre minimum dans G; est au moins k, et donc G; a
au moins k(n — j +1)/2 aretes.

® on obtient

-1
Lpy = PrEI ) EI & k/kn =+ 1)/2) = 2/(n =i +1)

'ou —2/(n—j+1)=(n—j— —
d 2 Jth

LY g = w-}H1-2

~n-441  m-441 m-249
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proba d'obtenir la coupe minimum C

® comme PrL ﬁ_J = Pr[A|B] x Pr[B], on obtient
p="Fr ﬂ E] = H P

_/
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proba d'obtenir la coupe minimum C

e comme Pr[AN B] = Pr[A|B] x Pr[B], on obtient
n—2 n—2
p= Pr[,ﬂl El = -H1 pi

® ainsi la proba d’obtenir la coupe minimum C par I'algo est C/')

n n n 4
N2 A3 A4 ,’L"x&@ 2
PR E

R SN R T (-1

4.'

Mm-4-1 - s
02 % i ~m2 A?A_-.. p=1
n\_f)-l’( M | -

(L’)‘\
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proba d'obtenir la coupe minimum C

e comme Pr[AN B] = Pr[A|B] x Pr[B], on obtient
n—2 n—2
p= Pr[,ﬂl El = ,Hl pi
® ainsi la proba d’obtenir la coupe minimum C par I'algo est

n—2 n—-3 n-—4 3 2 1 2
X X XeoX =X =X ==——
n n—1 n-2 5 4 3 n(n-1)

p>

® on fait maintenan@terations de I'algo de contraction,
chacune ayant une proba de succes p
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proba d'obtenir la coupe minimum C

e comme Pr[AN B] = Pr[A|B] x Pr[B], on obtient
n—2 n—2
p= Pr[,ﬂl El = ,Hl pi
® ainsi la proba d’obtenir la coupe minimum C par I'algo est

n—2 n—-3 n-—4 3 2 1 2
X X XeoX =X =X ==——
n n—1 n-2 5 4 3 n(n-1)

p>

® on fait maintenant t iterations de I'algo de contraction,
chacune ayant une proba de succes p

o Comment choisir t pour avoir une proba constante de trouver
la coupe C dans au moins une des t iterations ?
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proba d'obtenir la coupe minimum C
A
P F mal)

® |a proba de ne trouver C dans aucune des t executions est

Pechec = Ut
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proba d'obtenir la coupe minimum C

® |a proba de ne trouver C dans aucune des t executions est

Pechec = (1 - p)t
. 2x23F A
® maths = (1 — p)r <1/e o I(\'Ol?;
e
A Roy(A-P)E -1
P

Loyla-2)< -p
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proba d'obtenir la coupe minimum C

® |a proba de ne trouver C dans aucune des t executions est
Pechec = (1 - p)t
1
® maths = (1 —p)r <(1/e)

logn o ecutions de I'algo et on obtient

® on fait donc t =

Pechec < (l/e)logn 4 .9°7~\

(4-p ) (4 P
no7«
(Jl - 9,7:-\

-MN

l/\
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proba d'obtenir la coupe minimum C

® |a proba de ne trouver C dans aucune des t executions est

Pechec = (1 - p)t
1

® maths = (1 —p)r <1/e

e on fait donc t = '°87 executions de I'algo et on obtient
Pechec < (l/e)logn = ]-/n

® c'est a dire guela proba de trouver une coupe minimum C
fi log n . ) .
ixee apres executions de I'algo contraction est au

moins 1 — % quand n — +o0
S—

]
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Analyse de complexite de I'algo proba pour coupe minimum

® soit f(n) la complexite de I'algo de contraction, la complexite

totale de I'algo proba pour coupe minimum est
o((n)
® Complexite de Contraction?

> boucle principale : O(n) fois m -7 Ca-—-!}v\*,&r-’)
> ligne 5: O(1)
> ligne 6 : O(n)
> ligne 7 : O(n)

complexite totale : O(n?)
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Conclusion de I'algo proba pour coupe minimum

¢ Algo avec proba de succes p > 1 — % et complexite O(n* log n)

® rien n'empeche de : o 63
> ne faire que t = M executions : p > 1 - = et complexite
O(n%) AQ

> faire t ={log 100070 . D executions : p> 1 — o005 €t
complexite O(n*) (la cte=log 1000 est cachee dans le O(.))

> fairet=n- @ executions : p > 1 — L et complexite O(n®)

Questions subsidiaires : C 7 /l
® Mq il y a au plus O(n?) coupe mlnlm'f}m dans un graphe\\

® Mq il peut y avoir Q(2") s, t-coupe minimum dans un graphe

NO Ok
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Conclusion de I'algo proba pour coupe minimum

Questions subsidiaires :

® Mq il y a au plus O(n?) coupe minimum dans un graphe

® Mq il peut y avoir Q(2") s, t-coupe minimum dans un graphe
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Une autre implementation de I'algo (peridurale)
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