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Probleme de I'equilibrage de charges

Entrée : m machines, n taches avec chacune un temps d’'execution
de t;ERj_,lSign.

Contraintes :
® taches insecables : effectuees entierement sur une machine

® une machine ne peut faire qu'une tache a la fois

Sortie : une affectation des taches aux m machines telle que la
machine qui termine en dernier termine le plus tot possible

Exemple : m=3, n=5,t1 =2, tph =3, t3 =4, t, =3, t5 =5
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Probleme de |'equilibrage de charges

Entrée : m machines, n taches avec chacune un temps d’'execution
de t;ERj_,lSign.

Contraintes :
® taches insecables : effectuees entierement sur une machine

® une machine ne peut faire qu'une tache a la fois

Sortie : une affectation des taches aux m machines telle que la
machine qui termine en dernier termine le plus tot possible

Difficulte de calcul : NP-complet o ol ‘allye. palipmomit
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Probleme de |'equilibrage de charges

Entrée : m machines, n taches avec chacune un temps d’'execution
det; e R, 1 </<n.

Contraintes :
® taches insecables : effectuees entierement sur une machine

® une machine ne peut faire qu'une tache a la fois

Sortie : une affectation des taches aux m machines telle que la
machine qui termine en dernier termine le plus tot possible

Difficulte de calcul : NP-complet

On va faire un algorithme polynomial qui donne une solution
gpprochee
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Algorithme d’approximation

On note / I'inst¥hce du probleme, OPT (/) la valeur de la solution
optimale sur | et ALG(/) la valeur retournee par I'algorithme sur /.

Définition B

Pour un probleme de ﬁinimisation,‘ un algorithme d’'approximation
avec mr d'approximation p > 1 est tel que V/, éLPLT((II)) < p=cke
Pour un probleme de maximisation, un algorithme d'approximation

avec facteur d’approximation@z 1 est tel que VI, ZLPTT((,I)) < p=che
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Algorithme d’approximation

On note / l'instance du probleme, OPT (/) la valeur de la solution
optimale sur | et ALG(/) la valeur retournee par I'algorithme sur /.
Définition

Pour un probleme de minimisation, un algorithme d’approximation

avec facteur d'approximation p > 1 est tel que V/, éLPLT((II)) < p.

Pour un probleme de maximisation, un algorithme d'approximation
OPT (1)
ALG(D) = P

avec facteur d'approximation p > 1 est tel qu

Exemple : Un probleme de minimisation et un algorithme pour le
resoudre. Sur trois instances /,/’, 1", on observe :

® OPT(I)=3et ALG(l)=6 }= 97
® OPT(I')=8et ALG(l') =12 Y»A.5
e OPT(I"Y=6¢et ALG(I")=8 Y?A.33-.
Quel est le ratio d'approximation de cet algorithme ? 2 'l
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Algorithme d’approximation

On note / l'instance du probleme, OPT (/) la valeur de la solution
optimale sur | et ALG(/) la valeur retournee par I'algorithme sur /.
Définition

Pour un probleme de minimisation, un algorithme d’approximation

avec facteur d'approximation p > 1 est tel que V/, éLPLT((II)) < p.

Pour un probleme de maximisation, un algorithme d'approximation
OPT (1)
» ALG() = P

avec facteur d'approximation p > 1 est tel que V/

() e °

Exemple : pour I'equilibrage de charges on va faire un algo
polynomial tel que la solution retournee par I'algorithme verifie

toujours ALG(/) < 20PT(!) : I'algorithme a un ratio
d'approximation 2.

am—
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Equilibrage de charges

Définition

Pour 1 </ < m, on note J(i) I'ensemble des taches affectees a la
machine /.

La charge de la machine i est definie comme L; = ) t;. L¥

3= { AyhY T (2):2]44) jed(i) /
{ | ‘-3-;-: %“*:MW-SU) ") W

®@+=
5 = TR
- | 3
G133\ T ’
] A - < , |
o il b 2 T 3
T ML M
“.1. . ’ Mo M M 3
Définition
Le makespan d’une affectation est la charge maximum d’une
machine dans cette affectation : objectif a minimiser. /,OPT (1)

Le makespan minimum sur toutes les affectations sera note
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Premier algorithme - List Scheduling
ALGO :

® considerer les taches une par une dans un ordre quelconque

® pour chaque tache I'affecter a la machine la moins chargee
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Premier algorithme - List Scheduling
ALGO :

® considerer les taches une par une dans un ordre quelconque

® pour chaque tache I'affecter a la machine la moins chargee

Ca c'est simple! ... et ca donne un ratio d'approximatio
L:[Q ) 344, o 3 5 )
—7
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Premier algorithme - List Scheduling

Conseil general pour prouver les ratio d’algo d’approx :

Montrer que la solution optimale ne peut pas etre trop bonne, pas
meilleure que...

Donc dans ce cas il faut(minorer L*. )>/
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Premier algorithme - List Scheduling

Conseil general pour prouver les ratio d’algo d’approx :
Montrer que la solution optimale ne peut pas etre trop bonne, pas
meilleure que...

Donc dans ce cas il faut minorer L*.

- ® o or——T > ©® 0o o &
Lemme
R n
Le makespan minimum L* > malx{t,-}.
|=
_
M
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Premier algorithme - List Scheduling

Conseil general pour prouver les ratio d’algo d’approx :
Montrer que la solution optimale ne peut pas etre trop bonne, pas
meilleure que...

Donc dans ce cas il faut minorer L*.

—

[ o

Lemme
\\ Le makespan minimum @

Lemme

\\ Le makespan minimum
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Preuve du ratio d approx

G(1

Théoreme ._A,L._( ) L2

L ’'algo List Scheduling a un ratio d ’approx:%gg/) 2.
poadorton (ALG ll)() 5

=

L®
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Preuve du ratio d approx

Théoreme
L'algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

Démonstration.
Soit / machine avec la plus grande charge et soit j la derniere
tache qui lui a ete affectee.

On a Vk € [[1,m]], L; — t; < Lyg.
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Preuve du ratio d approx

Théoreme
L'algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

Démonstration.

Soit / machine avec la plus grande charge et soit j la derniere
tache qui lui a ete affectee.
On a Vk € [[1,m]],L,- —t; < Ly.

m (MW
D'ou, (L,‘ — tj}S % > L 1 pmadin,
=1
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Preuve du ratio d approx

Théoreme
L'algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

Démonstration.
Soit / machine avec la plus grande charge et soit j la derniere
tache qui lui a ete affectee.

OnaVvke [l,m], L —t < L.

D'ou, (L; — tj) < 1ZL,_1Zt

n
Cad. Li—t <= Z L* d'apres le lemme.

wadyges =L L
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Preuve du ratio d approx

Théoreme
L'algo List Scheduling a un ratio d’approximation 2.

Démonstration. ~
Soit / machine avec la‘plus grande cha@ soit j la derniere

tache qui lui a ete affectee. 0
OnaVkE[[l,m]],L,-—tngk. =~

D'ou, (L, — tj) < % i L;, = % i t; . /lﬁabﬁ"g?q_ éL*
=1 =1

n
Cad L —t < % > ti < L* d'aprgs le lemme. A‘i < /“"‘"(&5
i=1 i - A

Donc(L; < L[* + ¢ _§ 2L*, d’'apres lJautre lemme, []
.’/
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27

® || faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu'on veut de 2
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A-t-on prouve le meilleur ratio ? ANALYSE A

LA MEILLEVRE
Po>SiBLA

® il faut trouver un exemple ou |'algo donme—2~eu-hicn
s'approche aussi pres qu'on veut de 2

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p < 2

Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache
de duree m, qui vient en dernier dans | .ordre considere.

L:(/I,A,/l,...r_,__’/l,'l)m

T \
\

M

| t,
A A P
1 - -1 \ 1
\ ~ —— m
v~ A OPTIMOM = M
""\JMM = ‘Lm-’l 21l _ 9 A

r~ M L
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27

® || faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu'on veut de 2

Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache
de duree m, qui vient en dernier dans |'ordre considere.

Par I'algo on obtient 2m — 1 alors qu’'on peut faire m.

2m —1/m — 2 quand m — +o¢
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27

® || faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu'on veut de 2

Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache
de duree m, qui vient en dernier dans |'ordre considere.

Par I'algo on obtient 2m — 1 alors qu’'on peut faire m.

2m —1/m — 2 quand m — +o¢

® conclusion : le ratio d'approx de cet algo est exactement 2
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A-t-on prouve le meilleur ratio ?

® on a prouve p < 2, mais a-t-on p <27

® || faut trouver un exemple ou I'algo donne 2 ou bien
s'approche aussi pres qu'on veut de 2

Exemple : m machines, m(m — 1) taches de duree 1 et une tache
de duree m, qui vient en dernier dans |'ordre considere.

Par I'algo on obtient 2m — 1 alors qu’'on peut faire m.

2m —1/m — 2 quand m — +o¢

® conclusion : le ratio d'approx de cet algo est exactement 2

® meilleur ratio avec un autre algo?
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Deuxieme algo : Longest Processing

ALGO :
Meme algo que List Scheduling mais avec un ordre d'arrivee des
taches bien choisi : par ordre decroissant des durees.
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Deuxieme algo : Longest Processing

ALGO :

Meme algo que List Scheduling mais avec un ordre d’arrivee des
taches bien choisi : par ordre decroissant des durees.

Du@i: 2,3,4,3,5. Ordre decroissant : L=(5,4,3,3,2) 7 haatd
N

i \
M_m(—gﬁ—&kqﬂl

I o |
— 1 | £ q
C /.
4 T- 3
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Deuxieme algo : Longest Processing

ALGO :

Meme algo que List Scheduling mais avec un ordre d'arrivee des
taches bien choisi : par ordre decroissant des durees.

Durees : 2,3,4,3,5. Ordre decroissant : L=(5,4,3,3,2)

Analyse : 20 et M Mﬂs’”‘ - [9‘
® on peut supposer que n > m, sinon l'algo trou'%/é'%dfﬁoﬁ?’s\
I'optimal L*
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Deuxieme algo : Longest Processing m. Corth

ALGO : 2 Dt g

Meme algo que List Scheduling mais avec un ordre d'arrivee des

taches bien choisi : par ordre decpoisw duregs. ¢ J 0‘0"0
Mo A7

Durees - 2 3.4, ’%J‘L_% dre decr 2) mﬁi@ﬂt,
AWW_L_

@ﬁ = -'lMM \

/),uu/ |m m

/\‘&ﬂuﬁ ,16E\ k 1 k 4 -'.
w}"h k‘[ | N 0{ L& + k { 1

3 "AW”’“ 2k, 2847 2 AZP YA
’ Anayse: k L 7 37

N
L 2x"5 on peut supposer que n > m, sinon l'algo trouve toujours

S k” I'optimal L*

- s Iorsque@arrlv a une char au moms,‘.
" C
tm, par consequent(L* > t,, + tm+1 2tmt1. M.\« \ -
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Deuxieme algo : Longest Processing

Jorete )
® d’'apres |'analyse de I'algo precedent, on @g L* on Mea

peut alors distinguer 2 cas : 4"'@
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres |'analyse de |'algo precedent, on a L; < L* + t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

» j < m:alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = ty| est trouve par l'algo
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres |'analyse de |'algo precedent, on a L; < L* + t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

» j < m:alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par l'algo

» j>m+1:alors tj ty11 < L*/2et donc ;X 3/2- L*.
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres |'analyse de |'algo precedent, on a L; < L* + t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

» j < m:alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par l'algo

» j>m+1:alors tj < tppg < L*/2etdonc L; <3/2- L%,

® conclusion : p < 3/2 (on peut montrer p < 3/4)
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres |'analyse de |'algo precedent, on a L; < L* + t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

» j < m:alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par l'algo

» j>m+1:alors tj < tppg < L*/2etdonc L; <3/2- L%,

® conclusion : p < 3/2 (on peut montrer p < 3/4)

® A-t-on p<3/27
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Deuxieme algo : Longest Processing

® d'apres |'analyse de |'algo precedent, on a L; < L* + t;, on
peut alors distinguer 2 cas :

» j < m:alors L; n'a qu'une tache, c'est necessairement t; et
L* = t; est trouve par l'algo

» j>m+1:alors tj < tppg < L*/2etdonc L; <3/2- L%,

® conclusion : p < 3/2 (on peut montrer p <274
® A-t-on p<3/27

® Qui, on peut montrer|p <&/4
Et c'est le mieux qu'on puissé montrer :
m machines, n = 2m + 1 taches, 2 taches de duree m + 1,
m-+ 2, ..., 2m et une de duree m.
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Probleme du sac a dos

® Entrée : un@ds Iimitem R et n objets qui ont une
valeur v; € R et un poids w; € R
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Probleme du sac a dos

® Entrée : un poids limite W € R et n objets qui ont une
valeur v; € R et un poids w; € R

® Sortie : un sous ensemble S C [1, n] d’objets tel que
> wi §met > vj est maximum

ieS ieS
g 310 W=8

vi. M\ 7|12
wio, A\ F | 2|5 |3 et
o1 a2 | o> [olhé | oS V- ”Z‘;

l |

A {0‘5",“”3, i Y 3y
W 3 o (e = 2]
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Probleme du sac a dos

® Entrée : un poids limite W € R et n objets qui ont une
valeur v; € R et un poids w; € R

® Sortie : un sous ensemble S C [1, n] d’objets tel que

> ow; < W et > v est maximum
i€S i€S

Difficulte de calcul : NP-complet A ? Mo y, ’V‘(A"C) > -'a‘*
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Probleme du sac a dos

® Entrée : un poids limite W € R et n objets qui ont une
valeur v; € R et un poids w; € R

® Sortie : un sous ensemble S C [1, n] d’objets tel que

> ow; < W et > v est maximum
i€S i€S

Difficulte de calcul : NP-complet

Corp et

e
On va construire un schema lpolynomial d'approximation, c'est a
dire un algorithme A, qui donne une approximation aussi bonne

qu'on veut (ratiopour n'importe quel € > 0)

A o1

N.001
A 000‘01 14/24




Schema polynomial d'approximation

O ntia = ch2
02 84n

g oo
-

INTERET
RAT VP

S

|2

4 |12 |@D)

1.01

Y

~—

-

Rul1

RON2

RN

L

.Mym'

144

O\
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Alg (exponentiel) pour sac a dos a valeurs entieres

® |es valeurs v; des objets sont des entiers (les poids sont reels)
® | e probleme reste NP-complet
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Algo exact (exponentiel) pour sac a dos a valeurs entieres

® Les valeurs v; des objets-sont des entiers (les poids sont reels)
® | e probleme reste NP-complet

® | 'algo resoud le probleme de maniere exacte et dans une

complexite O(n?v*), avec v = m'zalx{v,-}.
— — i=
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Algo exact (exponentiel) pour sac a dos a valeurs entieres

® |es valeurs v; des objets sont des entiers (les poids sont reels)

® | e probleme reste NP-complet
® | 'algo resoud le probleme de maniere exacte et dans une

complexite O(n?v*), avec v = m'zalx{v,-}.
| =

L’approche : programmation dynamique

Def|n|t| okl
st le poids minimum W/ d'un sac a dos de valeur au
moins V qU| n’utilise que les objets {1, 2 /} sl chigna
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Algo exact (exponentiel) pour sac a dos a valeurs entieres

® |es valeurs v; des objets sont des entiers (les poids sont reels)

® | e probleme reste NP-complet
® | 'algo resoud le probleme de maniere exacte et dans une

complexite O(n?v*), avec v = m_?ax{v,-}.

=1

L’approche : programmation dynamique

Définition
OPT (i, V) est le poids minimum W d'un sac a dos de valeur au
moins V' qui n'utilise que les objets {1,2,...,/}.

Formule de recurrence :
i—1

® si V> > vjalors OPT(i,V)=w;+ OPT(i —1,max{0,V — v;})
j=1 ~~— ~— —

® sinon, o
OPT(i, V) = min{QPT(i— L V). i + OPT(i — L max{0. V — v}
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L'algo

Algorithme 1 : Sac a dos a valeurs entieres  \W/

1 pour i de 0 a n faire

2 ‘ OPT(i,0) = 0;

3 fin

4 pour i de 1 a n faire M O(M‘z AJ’)

5 pour V del a %vj faire £ . -+

j=1
6 si V > 121 Vj
j=1
7 alors OPT (i, V) < w; + OPT(i — 1,max{0, V — v;});
8 sinon OPT (i, V) <
min{OPT (i —1,V),w; + OPT (i —1,max{0, V —v;})};

9 fin
w0 fin__ OFT k] =W
11 retourner le V maximum tel que OPT(@V) < W;
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Analyse de complexite

® Boucle ligne 4 : n fois

n
® Boucle ligne 5 : au plus ) v; < nv* fois

Jj=1

e Complexite totale : O(n?v*)
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Analyse de complexite

® Boucle ligne 4 : n fois

n
® Boucle ligne 5 : au plus ) v; < nv* fois

Jj=1

QL ake

e Complexite totale :k)(n2@7 o Sk

Attention : cette complexite n'est pas polynomiale mais

ielle! ] :
exponentielle 'l ! A — },} ; M

La taille de la donnee est O(nlog v*) et v* = exp(log v*).
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Analyse de complexite

On va utiliser cet algo pour faire un algorithme d’approximation
pour le probleme general a valeurs reelles.

o——
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Analyse de complexite

On va utiliser cet algo pour faire un algorithme d’approximation
pour le probleme general a valeurs reelles.

Pour cela on va modifier les valeurs donnees en entree de sorte
que :

® |es valeurs v; modifiees soient entieres
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Analyse de complexite

On va utiliser cet algo pour faire un algorithme d’approximation
pour le probleme general a valeurs reelles.

Pour cela on va modifier les valeurs donnees en entree de sorte
que :

® les valeurs ¥; modifiees soient entieres

® ¥ = 0(n) : le temps de calcul sera polynomial
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Analyse de complexite

On va utiliser cet algo pour faire un algorithme d’approximation
pour le probleme general a valeurs reelles.

Pour cela on va modifier les valeurs donnees en entree de sorte

que :
P2
® |es vaIeurs@nodifiees soient entieres

* U = %(n) . le temps de calcul sera polynomial

® optimum du probleme modifie soit une approximation a un
facteurll + d de I'optimum du probleme initial

19/24



L"algo d approx

® on retire les objets tel que w; > W, qui ne servent a rien
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L"algo d approx

® on retire les objets tel que w; > W, qui ne servent a rien
® on choisit un facteurd'ectette b (on verra comment)

1Md" ”,.H- k.
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L"algo d approx

® on retire les objets tel que w; > W, qui ne servent a rien
® on choisit un facteur d'echelle b (on verra comment)

® on arrondit toutes les valeurs v; sur le multiple de b juste au

dessus A v
~
—— \®: [vi/b] - b
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L"algo d approx

® on retire les objets tel que w; > W, qui ne servent a rien
® on choisit un facteur d'echelle b (on verra comment)

® on arrondit toutes les valeurs v; sur le multiple de b juste au
dessus :

V;::(W/bW°b

® puis on se ramene a des valeurs entieres en divisant par b :

()= vi/b :1@ (1)) AN
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L'algo

d'approx

on retire les objets tel que w; > W, qui ne servent a rien
on choisit un facteur d'echelle b (on verra comment)

on arrondit toutes les valeurs v; sur le multiple de b juste au
dessus :

V;::(W/bW°b

puis on se ramene a des valeurs entieres en divisant par b :

. Vi=Vi/b=v;/b]

WI ) [
/M

on resoud le probleme sur les w;) avec |'algo precedent

AT n A 2. TP
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L’algo d'approx 4+ &

® on retire les objets tel que w; > W, qui ne servent a rien
® on choisit un facteur d'echelle b (on verra comment)

® on arrondit toutes les valeurs v; sur le multiple de b juste au
dessus :

V;::(W/bw-b
® puis on se ramene a des valeurs entieres en divisant par b :
V;::W/b::(W/bw
® on resoud le probleme sur les (V;, w;) avec I'algo precedent

1

Choix du facteur d’echelle : b = 5-v* (avec = entier)
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L"algo d approx

® on retire les objets tel que w; > W, qui ne servent a rien
® on choisit un facteur d'echelle b (on verra comment)

® on arrondit toutes les valeurs v; sur le multiple de b juste au
dessus :

V| = (Vi/b—‘ - b
® puis on se ramene a des valeurs entieres en divisant par b :
V| = V,'/b — [V,/b_‘
® on resoud le probleme sur les (V;, w;) avec I'algo precedent

1

Choix du facteur d’echelle : b = 5-v* (avec = entier)

Doit garantir :

b/
.O*:O(H)A QG"\']M’

® un ratio d'approximation de 1 + € pour le probleme initial
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Analyse de complexite
ALGO :
® On fixe e comme on veut.
” . 1o0ee0 (9 )
® On modifie les valeurs de l'instance : (w;, ¥;).

® On applique I'algo exact pour le sac a dos a valeurs entieres
sur l'instance modifiee : sac a dos optimum@

o RetournerSJ Nolikin Alkoonat g &LWM

£- 4

-
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Analyse de complexite
ALGO :
® On fixe e comme on veut.
® On modifie les valeurs de I'instance : (w;, ¥;).

® On applique I'algo exact pour le sac a dos a valeurs entieres
sur I'instance modifiee : sac a dos optimum S.

® Retourner S

Complexite :

® algo de complexite O(n?v*) applique a I'instance modifiee
avec les (W/,@ : complexite O(n?0*)
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® On modifie les valeurs de I'instance : (w;, ¥;).

® On applique I'algo exact pour le sac a dos a valeurs entieres
sur I'instance modifiee : sac a dos optimum S.

® Retourner S

Complexite : 4/&' yfan
® algo de complexite O(n?v*) applique a I'instance modifiee
avec les (w;, V;) : complexite O(n2® - At

® soit j € [1,n] tel que v; =v*, ona z S

vt = = |vj/bl = [v7/b] :( ‘I
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Analyse de complexite
ALGO :
® On fixe e comme on veut.
® On modifie les valeurs de I'instance : (w;, ¥;).

® On applique I'algo exact pour le sac a dos a valeurs entieres
sur I'instance modifiee : sac a dos optimum S.

® Retourner S

Complexite :

® algo de complexite O(n?v*) applique a I'instance modifiee
avec les (w;, V;) : complexite O(n?0*)

® soit j € [1,n] tel que v; = v*, on a

0 = 0 = [vy/b] = [v*/b] = 2]

e complexite totale : O(2n®) = O(n3) lorsque € est fixe
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A+€

® soit S* la solution optimale du probleme initial et
soit S la solution retournee par I'algo d'approx

Le ratio d’approx A+ & lSI 7/ 183]
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Le ratio d'approx

® soit S* la solution optimale du probleme initial et
soit S la solution retournee par I'algo d'approx

® comme |'algo resoud le pb avec Ies@ Il le resoud aussi avec
Ies@(equivalent a multiplication par b pres)
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Le ratio d'approx

par definition v; < v, <v;+ b, dou
S . o

OPT £ (1+€) ALL

soit S* la solution optimale du probleme initial et
soit S la solution retournee par I'algo d'approx

comme |'algo resoud le pb avec les V;, il le resoud aussi avec
les V; (equivalent a multiplication par b pres)
onadond ) V;> >
ieS ieS*
(clef : la softution optimale ne peut pas etre trop bonne)

iES™ IES™ 151\
- € L]\ALG‘

Oft ¢ mdr 4 ALG-

nb £€ N—(r)
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Le ratio d'approx

® soit S* la solution optimale du probleme initial et
soit S la solution retournee par I'algo d'approx

® comme l|'algo resoud le pb avec les V;, il le resoud aussi avec
les V; (equivalent a multiplication par b pres)

® onadonc ) V> > ¥
ieS ieS*
(clef : la solution optimale ne peut pas etre trop bonne)

® par definition v; < v; < v; + b, d'ou

D Vi< Y U<y Gi<Yy (vitb)<nb+) v

ieS* ieS* ISN) ISN) €S
LG~
° doncoi( vi et > v; different d'au plus nb.
ieS* ISN)
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Le ratio d'approx
ALG

Montrons que nb est petit devant > v;.
ieS
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Le ratio d'approx

}r = _E,M‘\Y},

Montrons que nb est petit devant > v;. o
IS
® on reprend la definition de j tel que v; = v*, on a alors
vi =(£nb et v; = V.
oXin Can A pion
3
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Le ratio d'approx

Montrons que nb est petit devant > v;.
IS
® on reprend la definition de j tel que v; = v*, on a alors
Vi = %nb et v = V.

E: & S
0commeVi,w,-ﬁW,onaZ\'?;Z\'@z%ﬂb /V*R”é —_ 4
- icS
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Le ratio d'approx

Montrons que nb est petit devant > v;.

IS
on reprend la definition de j tel que v; = v*, on a alors
L 2 R
Vi = 2nb et v; = V;.

comme Vi,w; < W,ona > V> ¥ = 2nb ~
I i€S I T N;>/(U; —‘(J'
d'apres les inegalite precedenteson a ) v; > > V; — nb, d'ou
IES ieS > 2
S v; > (2 —1)nb, cad. nb < S v )
ics ics 3
pour € < 1, cela donneﬁ < e v /] € SE.
iES — : Cm—
A -t )/]
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Le ratio d'approx

Montrons que nb est petit devant > v;.

IS
on reprend la definition de j tel que v; = v*, on a alors
L 2 R
Vi = 2nb et v; = V;.

comme Vi,w; < W,ona ) V>V = %nb
€S
d’apres les inegalite precedentesona > v; > > V; —nb, d'ou
icS icS
2 1
Z Vi > (E — )nb, c.a.d. nb < 7 1" Z V;
€S € ieS
pour € < 1, cela donne nb <€) v;
orT PLC i€S LG
au final, >~ vi <Y vi+nb<(l4¢€)> v
jeS* icS icS

SE————
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>
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Le ratio d'approx

Jr- &

Montrons que nb est petit devant > v;. 2
IS
® on reprend la definition de j tel que v; = v*, on a alors

L 2 RS
vJ—enbeth—vJ.

: S L)
comme Vi, w; < W, on a ZV,'ZVJ'—EI‘Ib

ISR
d'apres les inegalite precedentesona ) v; > > V; d'ou
i€S i€S
2 1
Z Vi > (E — 1)nb, c.a.d. nb < 7 1" Z V;
ieS € ieS

pour € < 1, cela donne nb <€) v;

i€S
au fin > vi+nb < (1+ 6)
ieS

Conclusion : le ratio d’'approx de |'algorithme est donc bien 1 + €
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Un algo polynomial exact pgur(sac a dos a valeurs enti@
(comme le probleme est(NP-comple riche et celebre!)
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Un algo polynomial exact pour sac a dos a valeurs entieres :
(comme le probleme est NP-complet = riche et celebre!)

® comme les valeurs sont entieres, |'optimum aussi

® comme on approxime a 1 + € pres, en prenant € assez petit on
obtient la solution exacte, en temps polynomial -
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Une idee geniale!'!'!

Un algo polynomial exact pour sac a dos a valeurs entieres :
(comme le probleme est NP-complet = riche et celebre!)

® comme les valeurs sont entieres, |'optimum aussi

® comme on approxime a 1 + € pres, en prenant € assez petit on
obtient la solution exacte, enAemps polynomial !

Malheureusement : (,CZ( mwt OPT < m

e || faudrait fixer € assez petit pas seulement pour une instance,
mais pour toutes é) Qaaa o 1\1‘4"""

® et au plus la taille de I instance est grande, au plus il faut

prendre € petit e OPT <1

® en fait, d0|t croitre exponentiellement avec la taille

® donc la compIeX|te eV|ent exponentielle...
/N o
E'7/ " 0(."" @\) W»‘
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