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Programmation lineaire

Probleme en forme standard :
e Entrée :

¢
> mreels by, by, ..., by "“M—)

SN

¢ nreels Cly Quiis Cp
» mn reels a;; pour i € [1,m] et j € [1,n]

aE—

® Sortie : n nombres reels x1, x2, ..., X, qui
n o«
> maximisent ) ¢jX;
» sous les contraintes :

n
>/ > ajxi < bj, pour i € [1, m] et
=1 = e
" x; > 0, pour tout j € [1,n]

Difficulte de calcul : Polynomial

2/22



Mise en forme matricielle &t ~von
.. | :
maximiser c1(1\+ o)+ c§m sous contraintes :

3,21,

axi + aXe + 333+ duxg < b1~
— /

aix1 + anxe + anxs + auxs < b«
az1x1 + axpxe + a8333x3 + amxa < b3

Vie|l,4],x; >0 / /= \

-
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Mise en forme matricielle

maximiser ¢i1xi + C2X2 + €3X3 + C ontraigtrgs )
aiixy + amxe +  a13x3  + 314Xy

<
[ T anXo T+ axsxa + auxall < |bo
a31x1  + azpxe +  axs T auxy) <

- 'I'I N n
7JJ7’\I_> U

maximiser :

.
X2
a @ -
X3
X4
sous contraintes : L
_ - X1 'b .
di1 di2 di3 dia X5 1
ar1 axp a3 au a < | b
|d31 432 d33 d34 X4 b3 |

et Vi € [[1,4 s
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Rappel produit matriciel

X1
X2
X3

/X4
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Programmation lineaire : exemple

Probleme : Un magasin veut faire fabriquer desmnebEs et des
vestes de sport a une usine textile qui dispose de (15_%72 e cotton
et .10\0(2272 de polyester. La fabrication d'une paire de pahtalon
recquiert/lm? de cotton &t 2m? de polyester et celle d'une veste

<( om

recquiert\1.5m? de cotton _t_@z de polyester. Sachant que le

benefice agasin sur une paire de pantalon est de 50% et de
40% pour une veste, quelle est la commande que doit passer le

magasin pour maximiser son benefice total ?

e “"‘“"’&MM S0 2 + %0,
Mo e - =
M o hraindA

N +A4.5 4 LT
Lt N A4 £ 1000
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Programmation lineaire : exemple

Probleme : Un magasin veut faire fabriquer des pantalons et des
vestes de sport a une usine textile qui dispose de 750m? de cotton
et 1000m? de polyester. La fabrication d'une paire de pantalon
recquiert 1m? de cotton et 2m? de polyester et celle d'une veste
recquiert 1.5m? de cotton et 1m? de polyester. Sachant que le
benefice du magasin sur une paire de pantalon est de 50% et de
40% pour une veste, quelle est la commande que doit passer le
magasin pour maximiser son benefice total ?

Modelisation : x le nombre de pantalons commandes et y celui de
vestes. On veut :

® maximiser 50x + 40y
® sous les contraintes :

5/22



Programmation lineaire : exemple

Probleme : Un magasin veut faire fabriquer des pantalons et des
vestes de sport a une usine textile qui dispose de 750m? de cotton
et 1000m? de polyester. La fabrication d'une paire de pantalon
recquiert 1m? de cotton et 2m? de polyester et celle d'une veste
recquiert 1.5m? de cotton et 1m? de polyester. Sachant que le
benefice du magasin sur une paire de pantalon est de 50% et de
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® sous les contraintes :
> x+ 1.5y < 750
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recquiert 1.5m? de cotton et 1m? de polyester. Sachant que le
benefice du magasin sur une paire de pantalon est de 50% et de
40% pour une veste, quelle est la commande que doit passer le
magasin pour maximiser son benefice total ?

Modelisation : x le nombre de pantalons commandes et y celui de
vestes. On veut :
® maximiser 50x + 40y

® sous les contraintes :

> x+ 1.5y < 750
> 2x + y < 1000
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Programmation lineaire : exemple

Probleme : Un magasin veut faire fabriquer des pantalons et des
vestes de sport a une usine textile qui dispose de 750m? de cotton
et 1000m? de polyester. La fabrication d'une paire de pantalon
recquiert 1m? de cotton et 2m? de polyester et celle d'une veste
recquiert 1.5m? de cotton et 1m? de polyester. Sachant que le
benefice du magasin sur une paire de pantalon est de 50% et de
40% pour une veste, quelle est la commande que doit passer le
magasin pour maximiser son benefice total ?

Modelisation : x le nombre de pantalons commandes et y celui de

vestes. On veut : -
r \ b

® maximiser 50x + 40y /lk
® sous les contraintes : o2C 4 4.8 A -£50
s x+1.5Q50 prary.
» 2x +y <1000 ?
> x=0ety=0 Lo,
J
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Interpretation graphique

” 2 2ct 34 {1500
N

maximisation

direction de ??S, 2 SO

2(4’”.?»;: 7So

AR o

® chaque contrainte correspond a u' olats (demi-espace)
delimite par une droite (hyperplan)

® |a region des solutions faisables est un polyedre

® une solution maximum (lorsqu’elle existe) est atteinte sur un
des sommets du polyedre
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Interpretation graphique

direction de
maximisation

® chaque contrainte correspond a un demi-plan (demi-espace)
delimite par une droite (hyperplan)

® |a region des solutions faisables est un polyedre

® une solution maximum (lorsqu’elle existe) est atteinte sur un
des sommets du polyedre
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Resolution de programmes lineaires

® || existe des algos polynomiaux

® |e plus utilise en pratique est probablement simplex (qui n’est
. ——
pas polynomial)

® simplex retourne soit :

» "infaisable” lorsqu'il n'y a pas de solution realisable
V(”non borne” lorsqu'il n'y a pas de maximum (maximum=+00)
» une solution optimale sinon
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Formes non standard

® |a fonction objectif peut etre une m|n|m|sat|on plutot qu’'une
maximisation

» on multiplie par —1 : min @ M, &, +7 o

mop X = 2K o
® || peut y avoir des contraintes de negativite sur Ies variables

> X = —X;
. ' ' T, £0 xiz-%,
T L 2l = X2 2,0 8

® || peuty avoir des variables sans contraintes de positivite 2 70

’X,%X — X; avecx+>0etx >0

P — [on—

® || peut y avoir des contraintes d'inegalites qui soient > a la
place de <

» on multiplie par —1 : >—<

® || peut y avoir des contraintes d’'egalites plutot que d'inegalite

» ——< et >, ou bien
» on elimine une variable
8/22



Primal / dual

Primal :

n
maximiser )  ¢jx; sous contraintes :
J=1

n

> aiixj < b;, pour i € [1, m]

J=1
xj > 0, pour j € [1,n]
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Primal / dual
Primal : m~ o

n
maximiser )  ¢jx; sous contraintes :
=

n
S aiixi(Q)bi, pour i € [1,m] s 2 :
= — op-ab-

xj > 0, pour j € [1,n]

Dual : M~ aJoN.

minimisey %b ous contraintes :
50
m
. < -
2. 3jy(=)¢j, pour j € [1, n] /V\-"’*l{"““t"”‘

]| =

M, pour i € [1, m|
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Primal / dual
Primal :
@

maximiser Z@xj sous contraintes :

Za,]xj<.pour/€[[1@ M;’l

xj > 0, pour j € [1,n]

Dual :

mlnlmlj[ @@y, sous contraintes :

Zauy,>@ pourJE[[l@ m A,
Vi 2 0, pour i € |1, m] m .l((_

Théoreme (Dualite forte)

Si le primal admet une solution optimale, alors le dual aussi et les
valeurs objectifs optimales des deux problemes sont egales.

10/23



Primal / dual

Primal :

+ apxe + aizx3 + auxs < by
+ axxe + axsxg + auxy < b
+ ag2x2 + azxs + auxs < b3
Vi e [[1,4]],X,' >0
Dual :
minimiser b1y; +/oy> + b3y3 sous contraintes :
Gy + @y + .V3@ a (%)
arzyr + axy: + ays =2 @ x,
aizyr + a3y + asys = G 1 {
- 3
aisyr + axye + auys =2« -
Vie[1,3],yi >0 = &
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Primal / dual

Primal :

maximiser [Cl Cr C3 c4}-

sous contraintes

Dual :

minimiser [bl b b3}'

sous contraintes

<

11

d12

ar1  a
|a31 a32™ as3

d11
d12
d13
d14

d21
d22
d23
d24

1
y2

| V3]

X1
X2
X3
X4

d13
d23

d31
d32
d33
d34

di4
d24
d34

Y1
Y2

| V3

X2
X3

(1v

OIN
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Retour sur |'algorithme du simplexe

® || existe des algos polynomiaux

® |e plus utilise en pratique est probablement simplex (qui n'est
pas polynomial)
® simplex retourne soit :

» "infaisable” lorsqu'il n'y a pas de solution realisable
» "non borne” lorsqu'il n'y a pas de maximum (maximum=+o0)
» une solution optimale, sinon

® || existe une solution optimale pour le primal ssi il existe une
solution optimale pour le dual et

® |es valeurs objectifs de ces solutions optimales sont les memes
pour le primal et le dual.
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Retour sur |'algorithme du simplexe

Il existe des algos polynomiaux

le plus utilise en pratique est probablement simplex (qui n’est
pas polynomial)
simplex retourne soit :

» "infaisable” lorsqu'il n'y a pas de solution realisable
» "non borne” lorsqu'il n'y a pas de maximum (maximum=+o0)
» une solution optimale, sinon

il existe une solution optimale pour le primal ssi il existe une
solution optimale pour le dual et

les valeurs objectifs de ces solutions optimales sont les memes
pour le primal et le dual.

De plus, dans ce cas, simplex fournit aussi une solution
optimale pour le dual.
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Un exemple plus avance : flot maximum

maximiser f $ous contraintes :

flu,v) <c(u,v),V(u,v) e A CCufa-aX('/)

VE%(S) f(57 V) - VEI\EI;(S) f(V7 S) f\f- M d &I"LQ“'* }"'“ w
> f(tv)— X fvit)=—f & &

veNT(t) veN—(t)

> Huv)= > f(v,u),Yue V\{s t} .
veNT(u) = veN—(u) = L onkin,
f(u,v) > 0,V(u,v) € A

@:@4’@- ”

V) (A\ Wt (s
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Passage au dual : forme standard du primal

Primal sous forme standard :

maximiser f sous contraintes :

f(u,v) < c(u,v),V(u,v) €A
> flsv)= X f(v,s) - f<0 )

veNT(s) veN—(s)

— > f(s,v)+ >  f(v,s)+f<0
veNT(s) veN—(s) -
> f(t,v)— > f(v,t)+f <0

veNT(t) veN—(t) I

— > f(t,v)y+ > f(v,t)—Ff<0
veNT(t) veN—(t) -

> f(u,v)— Y f(v,u)éO,VuE VA {s, t}

veNT(u) veN—(u)

— > f(u,v)+ > f(v,u)<0,Vue V\{s, t}

veNT(u) veN—(u) -—
f(u,v) > 0,V(u,v) e Aetf >0
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Passage au dual : forme standard du primal l_(x/})

Primal sous forme standard :
o o 00 0 o.‘.(.«,») -}@@
maximiser f sous contraint&s™~ ~ =

?s clu.v),¥(u, v) € A 2
f(s,v)— > f(v,s)@SO @

vENT(s) N—(s)
( > s+ Y f(vs)E Do Sy
veNT(s) veN—(s)
> f(tv) - X fv)fH<o — ¥
veENT(t) vEN—(t)
- > fltv)+ > f(v,t) £ A0 = Vi
veNT(t veN—(t) _ — ..
Fu, V)= > wf(v,u)i< 0, ueV\{st} -y P
veN*(u) VEN=(u) "= ~Z%,
— (v, )L 0,Vue Vs, t — VY, AS
vel\;(u) VE/\;(U) .( - '?' \ { } g 4"

f(u,v) >20,¥(u,v) € Aet >0
xy
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Le dual

Dual :

minimiser > c(u, v)y,, sous contraintes :
(u,v)EA

vyt oy )
yuv—|_y;r_)/u__y\j—+y\/_ ZO,\V’(U,V)EA
Vv > 0,V(u,v) €A et
yLTZOetyJZO,Vfu;@eA
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Le dual

Dual :

minimiser > c(u, v)y,, sous contraintes :
(u,v)EA
_|_

Vo T ,‘</++yv > 0,¥(u,v) € A
Yuv > 0 Wu v) S

T>0ety, >0,V(u,v)eA
D ~—

En posant y," — y, = yu,Vu E\/on obtient :
p ’l

minimiser Y c(u, v)y 7 Sous contraintes :
(u,v)EA

Ve —Ys 2> 1

Yaov +Yu —Yv = 0,¥(u,v) € A

Yo > 0,Y(u,v) € A
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Le dual... c'est Coupe Minimum !

Dual :
minimiser obj = »_ c¢(u, v)y,, sous contraintes :
(u,v)EA
Ye—Ys 21

Yuv 2 Yv —yu,V(u, V) S A
Yov => 0, Y(u,v) € A
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Le dual... c'est Coupe Minimum !

Dual :
minimiser obj = > c(u, v@sous contraintes :
(u,v)EA
Ye—Ys 21

)/uv > Yy — )/m\v/(u V) €A
yuv >0, V(u,v) € A

Démonstration.

® obj est minimum pour y,, = max
N

-—

17/23



Le dual... c'est Coupe Minimum !

Dual :
minimiser obj = »_ c¢(u, v)y,, sous contraintes :
(u,v)EA
Ye—Ys 21

Yuv 2 Yv _yuvv(uv V) S A
Yov => 0, Y(u,v) € A

Démonstration.

® obj est minimum pour y,, = max{y, — y,,0}

® obj est invariant par translation : on peut prendre@

- +—+——+—
20
ﬁ'o ‘1’,, 1’A~ 4’;.,

P

>
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Le dual... c'est Coupe Minimum !

Dual :
minimiser obj = »_ c¢(u, v)y,, sous contraintes :
(u,v)EA
Ye—Ys 21

Yuv 2 Yv _yuvv(uv V) S A
Yov => 0, Y(u,v) € A

Démonstration.
® obj est minimum pour y,, = max{ Vv — Yu, 0}
® obj est invariant par translation : on peut prendre ys =0
® obj diminue si pour tous les y, < 0 on prend y, =0
b Yy Wn

50
Ht— Attt
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Le dual... c'est Coupe Minimum !

Dual :
minimiser obj = »_ c¢(u, v)y,, sous contraintes :
(u,v)EA
Ye—Ys 21

Yuv 2 Yv —yu,V(u, V) S A
Yov => 0, Y(u,v) € A

Démonstration.

obj est minimum pour y,, = max{y, — v,,0}
obj est invariant par translation : on peut prendre ys = 0
obj diminue si pour tous les y, < 0 on prend y, =0

obj diminue si pour tous les y, > 1 on prend y, =1
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Le dual... c'est Coupe Minimum !

Dual :
minimiser obj = ) sous contraintes :
(u,v)EA
Ye—Ys 21

Yuv 2 Yv — yu,V(u, V) S A
Yov => 0, Y(u,v) € A

Démonstration.
® obj est minimum pour y,, = max@,O}
® obj est invariant par translation : on peut prendre ys =0
® obj diminue si pour tous les y, < 0 on prend y, =0

® obj diminue si pour tous les y, > 1 on prend y, =1

(=1  MEI T
My A, Nk

& 1
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Le dual... c'est Coupe Minimum !

Dual :
minimiser obj = ) (C(U, V)yuv) us contraintes :
(u,v)€

yt—Yys > 1
Yuv 2 Yv —yu,\V/(U, V) S A
Yov => 0, Y(u,v) € A

Démonstration.

® obj est minimum pour y,, = max{y, — y,,0}

® obj est invariant par translation : on peut prendre ys =0

® obj diminue si pour tous les y, < 0 on prend y, =0

® obj diminue si pour tous les y, > 1 on prend y, =1
(= =1)

® considerons les bipartitions (U, V) definies pour 0 1
par U ={ueV |y, <c}etV.={ve V|@£>c}:
dc tel que objy diminue si Vu € U, on prend ye = 0 et

{Vv € V.onprend y. =1
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Programmation lineaire en nombres entiers

Définition
® un programme lineaire avec coefficients reels, comme

precedemment

® mais on cherche les solutions entieres, c.a.d. avec tous les
xj, I € [1, n]| entiers (contrainte d'integralite)
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Définition
® un programme lineaire avec coefficients reels, comme

precedemment

® mais on cherche les solutions entieres, c.a.d. avec tous les
xj, I € [1, n]| entiers (contrainte d'integralite)

direction de
maximisation

s
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Programmation lineaire en nombres entiers

Définition
® un programme lineaire avec coefficients reels, comme

precedemment

® mais on cherche les solutions entieres, c.a.d. avec tous les
xj, I € [1, n]| entiers (contrainte d'integralite)

Complexite de calcul : NP-complet
(contrairement a la programmation lineaire)
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Programmation lineaire en nombres entiers

Définition
® un programme lineaire avec coefficients reels, comme
precedemment

® mais on cherche les solutions entieres, c.a.d. avec tous les
xj, I € [1, n]| entiers (contrainte d'integralite)

Complexite de calcul : NP-complet
(contrairement a la programmation lineaire)

Resolution exacte : techniques de branching
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Minimum Vertex cover (MVC)

® Entrée : un graphe G = (V,E)
(non oriente, simple et sans boucles)

® Sortie : un sous ensemble S C V de sommets qui couvrent
toutes les aretes, c.a.d. tel que Vuv € E,u € Souv e S

et qui est de cardinalite minimum pour cette propriete.
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(non oriente, simple et sans boucles)

® Sortie : un sous ensemble S C V de sommets qui couvrent
toutes les aretes, c.a.d. telque Vuv e E,ue Souv e S
et qui est de cardinalite minimum pour cette propriete.

Remarque

S est un vertex cover ssi V' \ S est un stable.
S est un minimum vertex cover ssi V '\ S est un stable maximum.
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(non oriente, simple et sans boucles)

® Sortie : un sous ensemble S C V de sommets qui couvrent
toutes les aretes, c.a.d. telque Vuv e E,ue Souv e S
et qui est de cardinalite minimum pour cette propriete.

Remarque

S est un vertex cover ssi V' \' S est un stable.
S est un minimum vertex cover ssi V' \ S est un stable maximum.

Conclusion : Stable Maximum et Minimum Vertex Cover sont en
quelque sorte " equivalents” ... sauf que pas completement !
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Minimum Vertex cover (MVC)

® Entrée : un graphe G = (V,E)
(non oriente, simple et sans boucles)

® Sortie : un sous ensemble S C V de sommets qui couvrent
toutes les aretes, c.a.d. telque Vuv e E,ue Souv e S
et qui est de cardinalite minimum pour cette propriete.

Remarque

S est un vertex cover ssi V' \' S est un stable.
S est un minimum vertex cover ssi V' \ S est un stable maximum.

Conclusion : Stable Maximum et Minimum Vertex Cover sont en
quelque sorte " equivalents” ... sauf que pas completement !

Complexite de calcul : Minimum Vertex Cover est NP-complet
(car Stable Maximum ['est)

Approximabilite : Minimum Vertex Cover : OUI. Stable
Maximum : NON |
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Un prog. lineaire en nombres entiers pour Weighted MVC

Weighted : les sommets ont un poids w; et on veut trouver S un
MVC de poids w(S) minimum (avec w(S) = ) ;.5 w;)
Pb plus general, donc au moins aussi dur
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Un prog. lineaire en nombres entiers pour Weighted MVC

Weighted : les sommets ont un poids w; et on veut trouver S un
MVC de poids w(S) minimum (avec w(S) = ) ;.5 w;)
Pb plus general, donc au moins aussi dur

En nombres entiers :
minimiser ) w;x; sous contraintes

jcv= "
xi+x; > 1,Vij€eE =
x; € {0, 1} VI €
ARITET e eien)
X, %4

C> © Tt %21
A 7
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Un prog. lineaire en nombres entiers pour Weighted MVC
Weighted : les sommets ont un poids w; et on veut trouver S un
MVC de poids w(S) minimum (avec w(S) = ) ;.5 w;)

Pb plus general, donc au moins aussi dur

En nombres entiers :
minimiser Z/W,;Lssous contraintes
i€V
xi+x;i > 1,Vije E
x; € {0,1},Vie V
Relaxation lineaire :

minimiser ) w;x; sous contraintes
icV

8,‘1&' >b\V/Ij€ E

0<x,<1,VieV ‘,z.(,qur' .
" Aorabiom )’7 ‘
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Un prog. lineaire en nombres entiers pour Weighted MVC
Weighted : les sommets ont un poids w; et on veut trouver S un
MVC de poids w(S) minimum (avec w(S) = ) ;.5 w;)

Pb plus general, donc au moins aussi dur

En nombres entiers :

minimiser ) w;x; sous contraintes
eV

xi+xi > 1,Vije E

x; € {0,1},Vie V

Relaxationineaire :
minimise ous contraintes

X,'—|—XJ'Zl\V/I_'/'EE
0<x,<1,VieV

Avantage : relaxation lineaire soluble en temps polynomial donne
une solution reelle avec un meilleur objectif... mais non admissible.
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Un prog. lineaire en nombres entiers pour Weighted MVC

Weighted : les sommets ont un poids w; et on veut trouver S un
MVC de poids w(S) minimum (avec w(S) = ) ;.5 w;)
Pb plus general, donc au moins aussi dur

En nombres entiers :

minimiser ) w;x; sous contraintes
eV

xi+x;i > 1,Vije E

x; € {0,1},Vie V

Relaxation lineaire :

minimiser ) w;x; sous contraintes
ieVv

Xj + X > 1,Vije E

0<x,<1,VieV

Avantage : relaxation lineaire soluble en temps polynomial donne
une solution reelle avec un meilleur objectif... mais non admissible.

Algo d’approx : On va utiliser cette solution reelle non admissible
pour en faire une solution entiere avec ratio d'approx garanti.
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Arrondi de la solution reelle

® on resoud la relaxation lineaire en temps polynomial :
on obtient une solution reelle minimum S = (Xi)1<i<n
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Arrondi de la solution reelle

® on resoud la relaxation lineaire en temps polynomial :
on obtient une solution reelle minimum S = (Xi)1<i<n

® on construit une solution entiere S = (xj)1<j<n par arrondi :

Q: 1 ssi iﬂ N—

I<n
-
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Arrondi de la solution reelle

® on resoud la relaxation lineaire en temps polynomial :
on obtient une solution reelle minimum S = (Xi)1<i<n

® on construit une solution entiere S = (xj)1<j<n par arrondi :
Xj = 1 ssi )?,' Z 1/2

® on montre que S est un vertex cover et que w(S) < 2w(S5*),
ou S*™ est une solution minimum en nombre entiers
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Arrondi de la solution reelle

® on resoud la relaxation lineaire en temps polynomial :
on obtient une solution reelle minimum S = (Xi)1<i<n

® on construit une solution entiere S = (xj)1<j<n par arrondi :
xi = 1 ss1 x; > 1/2

® on montre que S est un vertex cover et que w(S) < 2w(S5*),
ou S* est une solution minimum en nombre entiers

Lemme
Soit S* un MVC de poids minimum et soit S la solution obtenue

par arrondi a partir de la solution minimum S de la relaxation
lineaire. Alors S est un vertex cover et w(S) < 2w/(S5*).
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Preuve du ratio d'approximation

Lemme
Soit S* un MVC de poids minimum et soit S la solution obtenue

par arrondi a partir de la solution minimum S de la relaxation
lineaire. Alors S est un vertex cover et w(S) < 2w(S*).

Démonstration.
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Preuve du ratio d'approximation

Lemme

Soit S* un MVC de poids minimum et soit% solution obtenue
par arrondi a partir de la solution minimum e la relaxatiqon
lineaire. Alors S est un vertex cover et w(S) < 2w(S*).

Démonstration.

® on remarque que w(S) < w(S*)
car la relaxation lineaire est moins contrainte
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Preuve du ratio d'approximation

Lemme @/

Soit S* un MVC de poids minimum et soit S/ la solution obtenue
par arrondi a partir de la solution minimum @de la relaxation
lineaire. Alors S est un vertex cover et w(S) < 2w(S*).

Démonstration.

® on remarque que w(S) < w(S*)
car la relaxation lineaire est moins contrainte

4
® on montre que S est bien_un vStex cover
1

L am— - . .
> soit ij € E, commd_X; + X; > 1)alors X; > 1/2 ou Xj > 1/2

» onadonc x; =1oux;=1:5 est un vertex cover
N S—
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Preuve du ratio d'approximation

Lemme

Soit S* un MVC de poids minimum et soit S la solution obtenue
par arrondi a partir de la solution minimum S de la relaxation
lineaire. Alors S est un vertex cover et w(S) < 2w(S*).

—_a»

Démonstration.

® on remarque que w(S) < w(S*)

car la relaxation lineaire est moins contrainte

® on montre que S est bien un vertex cover
> soit ij € E, comme X; + X; > 1, alors X; > 1/2 ou Xj > 1/2
» onadonc x; =1ouxx; =1:5 est un vertex cover

® on montre que w/(S) <2w(5S) é 2 \N(S“)
> comme x; = 1si X; > 1/2 et x; = 0 sinon, alors x; < 2X;
> d'ou, w(S) <2w(8)
- —
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Preuve du ratio d'approximation

Lemme

Soit S* un MVC de poids minimum et soit S la solution obtenue
par arrondi a partir de la solution minimum S de la relaxation
lineaire. Alors S est un vertex cover et w(S) < 2w(S™).

Démonstration.

~ -
on remarque que w(S) < w(S5*) 2‘2 ~
car la relaxation lineaire est moins contrainte -
) (x,( *7.
on montre que S est bien un vertex cover 2

> soit ij € E, comme X; + X; > 1, alors X; > 1/2 ou Xj > 1/2
» onadonc x;=1oux;=1:5 est un vertex cover

on montre que w(S) < 2w(S)

> comme x; = 1si X; > 1/2 et x; = 0 sinon, alors x; < 2X;
» d'ou, w(S) <2w(5)

comme w(S) < w(S*), on obtient w(S) < 2w(S*)
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