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@ Introduction to algorithm complexity

Graph = { Node } + { arrows }
© Exact Pattern Matching

© Graph algorithms

Introduction

@ Definitions

@ Representation by adjacency list

@ Representation by adjacency matrix
@ Breadth-first search (en largeur)

@ Depth-first search (en profondeur)
@ Topological sorting of an acyclic directed graph
°

o

°
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Cartography : Road network, Internet network,

Economics - Management : Supply planning, flow management, scheduling,
Chemistry : Molecular modelling, DNA,

Social sciences : Genealogy, mass phenomena, conflict,

Linguistics : Grammar, Compilation,

Artificial Intelligence : Behaviour

Biology : phylogeny (trees = a subclass of graphs), metabolic networks,

Strongly connected components
genetic networks, prey-predator networks, molecular modelling...

Shortest path search
Dijkstra’s Algorithm
Bellman—Ford Algorithm
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[ Systems Biology ]
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The inhabitants of Koénigsberg wondered whether it was possible, starting from
any part of the city, to cross all the bridges without crossing the same one twice
and returning to their starting point.

KONINGSBERGA

525 Other Examples
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@ Peut-on dessiner sans lever le crayon et en ne passant qu'une seule fois sur
chaque aréte les figures ci-contre ?

@ Peut-on "passer” d'une piéce a I'autre en franchissant une fois et une seule
chacune des frontiéres ? On considérera d'abord le cas ol aucune piéce n'a
de porte vers |'extérieur, puis le cas ol chaque piéce a une porte vers
I'extérieur.
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Definitions

Seven Bridges of Konigsberg (18th c.)

The inhabitants of Koénigsberg wondered whether it was possible, starting from
any part of the city, to cross all the bridges without crossing the same one twice
and returning to their starting point.

No such walkway exists, and it was Euler who provided the solution to this
problem, characterizing the graphs we now call « Eulerian » after the illustrious
mathematician.

Definitions

Un graphe orienté G est un couple (S, A) ou :
@ S : un ensemble fini dont les éléments sont appelés des sommets

@ A : un sous-ensemble du produit cartésien S x S. Les éléments de A
sont appelés des arcs.

Un graphe non-orienté G est un couple (S, A) ou :
@ S : un ensemble fini dont les éléments sont appelés des sommets

@ A : ensemble de paires non-orientées de sommets. une aréte est un
ensemble de 2 sommets (a = {u, v}) On note indifférement a = {u, v}
ou a = {v, u}. Les éléments de A sont appelés des arétes.

P oA




= o5 Degrés, chemin, chaine, circuit, cycle Connexité & co.

@ Un graphe non-orienté est connexe si pour tout couple de sommets, les
sommets sont reliés par une chaine. Les composantes connexes sont
les classes d'équivalence de sommets induites par la relation “est
accessible a partir de”.
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Algorithmics @ Dans un graphe orienté, I'arc (u, v) part de u et arrive en v.

(e (st Dans un graphe non orienté, I'aréte (u, v) est incident a u et a v.

Si (u,v) € A, on dit que v est adjacent a u.

Dans un graphe non orienté, la relation d’adjacence est symétrique.

@ Un graphe orienté est fortement connexe si chaque sommet est
accessible a partir de n'importe quel autre sommet. Les composantes
fortement connexes sont constituées des classes d'équivalence de
sommets induites par la relation “sont accessibles mutuellement”.

@ Le degré d'un sommet dans un graphe non orienté est le nombre
d’arétes qui lui sont incidentes. Pour les graphes orientés, on a :
- le degré sortant : le nombre d’arcs qui partent du sommet,
- le degré entrant : le nombre d’'arcs qui arrivent au sommet.

@ Un graphe est complet si tous les sommets sont adjacents a tous les
autres.

@ Un chemin dans un graphe orienté (resp. chaine dans un graphe non
orienté) de longueur k d'un sommet u vers un sommet u’ est une
séquence < v, v1, ..., Vk > de sommets tels que u = vy, u’ = v et
(vi—1,vi) € A, pour i = 2...k.

La longueur du chemin (resp. de la chaine) est le nombre d'arcs de ce
chemin (resp. le nombre d’arétes de la chaine).

Definitions Definitions

@ Un graphe connexe non orienté acyclique est un arbre.

Rappel : Une relation d'équivalence dans un ensemble E est une relation binaire
qui est a la fois
@ réflexive (pour tout élément x de E, on a x ~ x),
@ symétrique (chaque fois que deux éléments x et y de E vérifient x ~ y, ils
vérifient aussi y ~ x) et
@ transitive (chaque fois que trois éléments x, y et z de E vérifient x ~ y et
y ~ z, ils vérifient aussi x ~ z).
On définit la classe d'équivalence [x] d'un élément x de E comme |'ensemble des
y de E telsque x ~ y :

@ Un sommet u’ est dit accessible 2 partir de u s'il existe un chemin de
u vers u’. On note u ~ u’. Un chemin est élémentaire si tous ses
sommets sont distincts.

@ Un chemin d'un graphe orienté forme un circuit si le dernier sommet
est égal au premier. Un circuit est dit élémentaire s'il ne passe pas deux
fois par le méme sommet. Une boucle est un circuit de longueur 1.

@ Dans un graphe non-orienté, une chaine < vy, v, ..., vx > forme un
cycle (élémentaire) si k > 2 et si vy = v, (et si les sommets sont
distincts). Un graphe sans cycle est dit acyclique.

yeEx]ex~y.

On appelle représentant de [x] n'importe quel élément de [x].
L'ensemble des classes d'équivalence forme une partition-de E.

sx  Représentation par liste d'adjacence

soo:  Utilisation des graphes en bio-informatique
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@ La représentation par liste d'adjacence est utilisée pour les graphes peu
denses : ceux pour qui |A| est bien inférieur 3 |S|?, souvent on note
Al << |s?

@ Pour chaque nceud/sommet, la liste d’adjacence Adj[u] est un liste chainée
des sommets v tels qu'il existe un arc (u, v).
Pour un graphe orienté, la somme de toutes les longueurs des listes

@ L'alignement de séquences peut étre vu comme un probléme d'optimisation
de chemins dans un graphe orienté.

Definitions H 7z st
@ reconstruction des arbres phylogénétiques chainées vaut |A].
@ Les réseaux génétiques sont modélisés par des graphes d'interaction entre Pour un graphe non orienté, la somme de toutes les longueurs des listes
entités. chainées vaut 2 x |AJ.
@ La classification hiérarchique est basé sur un arbre. @ Complexité mémoire : ©(|S| + |A|)
@ Réseaux complexes d interaction : réseaux de protéines @ Sion a un graphe pondéré : chaque arc posséde un poids donné

habituellement par une fonction de pondération,
w:A—R (2)

On note w(u, v) le poids de I'arc (u, v).



o5 Représentation par matrice d'adjacence
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Pour cette représentation des graphes, on suppose que les sommets sont
numérotés 1,2, ....|S|.

@ les arcs sont décrits par une matrice |S| x |S| : M = (aj) telle que

o 1 si (i,j)eA
i _{ 0 sinon @)

@ Complexité mémoire : ©(|S|?).
Dans un graphe non orienté, M = 'M (transposée de la matrice initiale).
On peut alors réduire d'un facteur 2 I'espace mémoire nécessaire, en ne
mémorisant que la matrice triangulaire supérieure (avec la diagonale si on a
des boucles).

@ Si le graphe est pondéré :

0 — w(ui, uj) si (i,j) €A 4)
v 0 ou NIL ou oo sinon




