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Définitions. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de densité  f lorsque 

• f est une fonction de ℝ dans ℝ+

• ∫-∞
+∞
f (t)ⅆ t = 1

La fonction de répartition de X est alors

•F(x)=∫-∞
x
f (t)ⅆ t

La probabilité P(a≤X≤b) est alors donnée par

• P(a≤X≤b)=F(b)-F(a)=∫a
b
f (t)ⅆ t

Exemple. La loi uniforme sur [a,b] a pour densité la fonction
f(x)=0 si x<a ou x>b

f(x)= 1

b-a
 si a≤x≤b

Propriétés. 
La fonction de répartition F d’une variable aléatoire X de densité f satisfait les propriétés

• f est croissante
•  ∀ x ∈ ℝ, 0≤F(x)≤1
• lim
t→-∞

F(t) = 0

• lim
t→+∞

F(t) = 1

• ∂

∂x
F(x) = f (x)
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L’espérance d’une variable aléatoire X de densité f est E(X ) = ∫-∞
+∞
t f (t)ⅆ t

La variance d’une variable aléatoire X de densité f est Var(X ) =EX 2 -E(X )2

Le moment d’ordre m  d’une variable aléatoire X de densité f est  E(Xm) = ∫-∞
+∞
tm f (t)ⅆ t

Le moment centré d’ordre m  d’une variable aléatoire X de densité f est  
E((X -E(X ))m) = ∫-∞

+∞
(t -E(X ))m f (t)ⅆ t

Exemple. 
• L’espérance de la loi uniforme sur [a,b] est

E(X ) = ∫a
b
t 1

b-a
ⅆ t = b2-a2

2

1

b-a
=
a+b

2

•Le moment d’ordre 2  de la loi uniforme sur [a,b] est

EX 2 = ∫a
b
t2 1

b-a
ⅆ t = b3-a3

3

1

b-a
=
a2+ab+b2

3

• La variance  de la loi uniforme sur [a,b] est

EX 2 -E(X )2 = a
2+ab+b2

3
- a+b

2

2
=

(b-a)2
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La loi uniforme est la version continue de la loi uniforme discrète. 

Définition. On appelle loi uniforme sur l’intervalle [a,b], la variable aléatoire notée  dont la 
fonction de densité est  constante sur l’intervalle [a,b] et nulle à l’extérieur de l’intervalle [a,b]

f(x)=c 1{a≤x≤b}

Remarques. 

• La fonction f(x) est une densité à conditionque  ∫-∞
+∞
f (t)ⅆ t=1, c’est à dire ∫a

b
cⅆ t=1 ou 

encore c(b-a)=1, soit c = 1

b-a
 

• Son espérance est ∫a
b t

b-a
ⅆ t= t2

2 (b-a)

a

b
= b2-a2

2 (b-a)
= a+b

2

• Sa variance est ...
• Dessiner sa fonction de répartition 
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La loi exponentielle est la version continue de la loi géométrique. Elle intervient surtout dans les 
problèmes de file d’attente. 

Définition. On appelle loi exponentielle de paramètre λ, la variable aléatoire notée X ∼ ℰ(λ) 
dont la fonction de densité est 

f(x)=λ e-λx 1{x≥0}

Remarques. 

• C’est bien la densité d’une probabilité car ∫0
+∞

λ e-λ t ⅆ t=1

• Son espérance est ∫0
+∞

λ t e-λ t ⅆ t= 1
λ

• Sa variance est ∫0
+∞

λ t - 1

λ

2
e-λ t ⅆ t= 1

λ2

• La fonction de répartition de la loi exponentielle est 

F(x) = ∫0
x
λ e-λ t ⅆ t = 1 - e-λx

������� �[�_] �= λ ���[-λ �]

���������[�[�]� {�� �� +��������}]

�� = ��������[���������[� �[�]� {�� �� +��������}]]

��� = ��������[���������[��� �[�]� {�� �� +��������}]]

�� = ��������[��� - ����]

���������[�[�]� {�� �� �}]

������� ���������������������[�� ��[λ] > �]

������� ���������������������
�

λ
� ��[λ] > �

������� ���������������������
�

λ�
� ��[λ] > �

�������� ���������������������
�

λ�
� ��[λ] > �

�������� � - ⅇ
-� λ
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Dérivation et intégration

Dérivation par partie
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Soient X et Y des variable aléatoires indépendantes de fonction de densité f et g. Alors la fonc-
tion de densité de la variable aléatoire Z=X+Y est la convolution f*g définie par 

 f*g(z)=∫-∞
+∞
f (t) g(z - t)ⅆ t

P(Z≤t)=P(Z≤t ⋂ X∈]-∞,+∞[ )

=∫-∞
t
∫-∞
+∞
h(z, x)ⅆzⅆx

= ∫-∞
t
∫-∞
+∞
h(z x) f (x)ⅆzⅆx

= ∫-∞
t
∫-∞
+∞
g(z - x) f (x)ⅆzⅆx

Exercice. Calculer la densité de la  somme de deux variables aléatoires uniformes sur [0,1]. 
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Ici, la fonction de densité de la variable aléatoire Z=X+Y est la convolution f*f définie par  
• f(x)=1x∈[0,1]

• f*f(x)=∫-∞
+∞hj

1x∈[0,1] 1x-t ∈[0,1] ⅆ t

0≤x-t≤1 ⟺x-1≤t≤x

�������� ����������[

����[{�������[�]� ��[� - � ≤ � ≤ �� �� �]}� {�� �� �}� ������� → ����]� {�� �� �}]

��������

�

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

On a alors 4 cas à envisager,
• Si x<0, alors  f*f(x)=0

• Si 0≤x<1, alors  f*f(x)=∫0
x
1ⅆ t = x

• Si 1≤x<2, alors  f*f(x)=∫x-1
1

1ⅆ t = 2 - x

• Si x≥2, alors  f*f(x)=0

�������� �[�_] �= ��[� < � || � > �� �� �]

�[�_] �= ��������[�[�]� �[�]� �� �]
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Inegalité de Markov
Soit X une variable aléatoire à densité admettant un moment d’ordre m, alors, pour tout réel t>0, 
on a 

P ( X ≥ t) ≤ E( X m)

tm

En particulier, pour m=1, on a  

P ( X ≥ t) ≤ E( X )

t

Preuve (pour m=1) : 

t P(X≥t)=t∫t
+∞
f (x)ⅆx=∫t

+∞
t f (x)ⅆx ≤∫t

+∞
x f (x)ⅆx≤∫0

+∞
x f (x)ⅆx=E(X)

Inegalité de Tchebychev
Soit X une variable aléatoire à densité admettant une variance, alors, pour tout réel t>0, on a 

P( X -E(X ) ≥ t) ≤ Var(X )

t2

Preuve  : On utilise l’inégalité de Markov sur (X -E (X ))2
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On peut remarquer facilement que toute fonction positive et intégrable peut générer facilement 
une fonction de densité. Prenons par exemple  la fonction 

x↦ x2 entre -2 et 2, et nulle ailleurs. Si l’on note a son intégrale a=∫-∞
∞
f (x)ⅆx 

�������� �[�_] �= ��[���[�] > �� �� ���]

����[�[�]� {�� -�� �}]

� = ���������[�[�]� {�� -��������� ��������}]

�[�_] �= �[�] / �

�[�_] �= ���������[�[�]� {�� -��������� �}]

����[�[�]� {�� -�� �}]

��������
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�������� �[�_] �= ��[���[�] > �� �� ���]

��������� = ���������[� �[�] / �� {�� -��������� ��������}]

�������� = ���������[��� �[�] / �� {�� -��������� ��������}] - �����������
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�
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La loi normale  est la loi la plus importante des probabilités et des statistiques. 

Définition. Soient m et σ deux réels avec σ>0. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi 

normale ou loi Gaussienne, de paramètres m et σ2, notée X ~m, σ2 morsque X admet 

pour densité la fonction

f (x) =
1

2πσ2
e
-

(x-m)2

2σ2

�������� �[�_� �_� σ_] �= ���[-( � - �)�� / � / σ��] / ����[� �� σ��]

����[�[�� �� �]� {�� -�� �}]

����������[����[�[�� �� σ]� {�� �� �}� ��������� → ����]�

{{�� �}� -�� �}� {{σ� �}� ��� �}� {{�� -�}� -��� ��}� {{�� �}� -��� ��}]

��������
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��������

�
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Propriétés. Soit une  variable aléatoire X suivant une loi normale, de paramètres m et 

σ2,

X ~m, σ2

. Alors

• E(X)=m

•Var (X ) =σ2

�������� �����[�� σ]

��������� = ��������[σ > �� ���������[� �[�� �� σ]� {�� -��������� ��������}]]

�������� = ��������[σ > ��

���������[� �� �[�� �� σ]� {�� -��������� ��������}]] - �����������

�������� �

�������� σ
�

Propriété. Soit une  variable aléatoire X suivant une loi normale, de paramètres m et 

σ2,X ~m, σ2. Alors la variable aléatoire Y =
X-m

σ
 suit une loi normale centrée réduite (0, 1)
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Soit X ∼(2, 4) Calculer P(X≤4), P(X≥1) et  P(1≤X≤4)

�����������������������������������������
�������� ���[������������������[��� σ�]� �]

���������[

���[������������������[��� σ�]� �] ���[������������������[��� σ�]� � - �]�

{�� -��������� ��������}]

��������

ⅇ
-

(-��+�)�

� σ��

� π σ�

�������� ���������������������
ⅇ
-

(��+��-�)�

� σ��+σ��

� π σ�
�

σ��
+

�

σ��
σ�

� ��
�

σ��
+

�

σ��
 > �
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Théorème. Soit (Xi)i≥1  une suite de variable aléatoires de même loi,  d’espérance m et d’écart 

type σ. Notons Sn = X1 + ... + Xn . alors on a la convergence en loi  suivante
Sn-nm

nσ2
⟶(0, 1), 

c’est à dire que pour tout intervalle de 
ℝ⋃{-∞,+∞}, on a 

lim
n⟶+∞

P a ≤ Sn-nm

nσ2
≤ b = ∫a

b 1

2π
e-

x2

2 ⅆx

On peut donc dire que l’on peut approcher la somme de n variables aléatoires de même loi d’e-
spérance E[X] et d’écart type σ par 

 Sn∼ (nE[X], n σ)

�������� ����[����������������������[�]]

��������[����������������������[�]]

����[����������������������[�]]

��������[����������������������[�]]

��������

�

�

��������

�

��

��������

�

�

��������

�

��
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���[������������������[� / �� ����[� / ��]]� �]}� {�� -�� � + �}� ������� → �����

���������� → ����� ��������� → ���� ��������� → �]� {�� �� ��� �}]

��������
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La fonction d’erreur ou la fonction d’erreur de Gauss est définie par 

erf(z) = 2

π
∫0
z
e-t

2

dt.

Elle est intimement liée à la fonction de répartition de la loi normale (centrée réduite). 

�������� �����[�]

���������[���[-���]� {�� -��������� ��������}]

���������[���[-���]� {�� -��������� �}]

�������� π

��������

�

�
π (� + ���[�])

La fonction de densité de la loi normale centrée réduite est φ(x) =
1

2π
e-

x2

2

Sa fonction de répartition est donc

ϕ(x) =∫-∞
x 1

2π
e-

t2

2 ⅆt

Application. ϕ(x) = 1

2
+
1

2
erf(x).

Autre interprétation.  Si X est une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite 
X ~(0, 1) alors

P(-z ≤ X ≤ z) = erf z

2
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Une batterie a une durée de vie normalement distribuée, avec une espérance de 1000 heures et un 
écart type de 50 heures. Trouver la proportion de batterie avec une durée de vie comprise entre 800 
et 1000 heures. Les applications numériques seront faites, soit en utilisant la table de valeurs de la 
loi niormale centrée réduite, soit en utilisant le logiciel de votre choix. 

�������� ����[���[������������������[����� ��]� �]�

{�� ���� ����}� ������� → ����� ��������� → ���]

����[���[������������������[����� ��]� �]�

{�� ���� ����}� ������� → ����� ��������� → ���]

��������

800 1000 1200 1400

0.002

0.004

0.006

0.008

��������

800 1000 1200 1400

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

�������� �����[�]

�����������[��� < � < ����� �  ������������������[����� ��]]

�����������[��� < � < ����� �  ������������������[����� ��]] // �

��������

�

�
���� � 

�������� ��������
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�����������[� ≤ ���� �  ������������������[����� ��]] // �

�����������[� ≥ ����� �  ������������������[����� ��]] // �

�������� ���������

�������� ���������

Sous excel on demandera =LOI.NORMALE(900; 1000; 50; 1) ou  =1-LOI.NORMALE(1100; 1000; 
50; 1)
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�����������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������

��������������������������np���� np(�-p) ��

ℬ(n,p)≈(np, np(1 - p) )

�������� � = ���

� = ����

������������[���[��������������������[�� �]� �]� {�� ��}� ��������� → ���]

����[���[������������������[� �� ����[� � (� - �)]]� �]�

{�� �� ��}� ������� → ����� ��������� → ���]

��������
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��������
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�����������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������
�����������np��

ℬ(n,p)≈(np)

Exemple. Surbooking dans les avions
94 places sont vendues au lieu de 90, car chaque passager ayant réservé a une probabilité 
(faible,mais réelle, estimée ici à 5%) de ne pas se présenter pour l’embarquement. Le nombre de 
passagers effectivement absents à l’enregistrement suit donc une loi binomiale ℬ(94; 0, 05), qui 
peut être approchée par une loi de Poisson (4.7).

�������� � = ���

� = ����

������������[{���[��������������������[�� �]� �]�

���[�������������������[� �]� �]}�

{�� ��}� ��������� → {���� ����}� ��������� → ���]

��������
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On dispose d’un nombre d’observations, et on veut savoir si ces observations sont compatibles 
avec une loi normale, et si oui, s’il est possible d’estimer les paramètres de cette loi. 
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