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Récurrences
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(Relation de) Récurrence

Définition
Soit K un corps commutatif. Etant donné une séquence
(dénombrable) U d’éléments de K, une récurrence est une
équation qui exprime le n-ieme élément de U en fonctiond’un
nombre fini d’éléments qui le précédent. Plus formellement,
notons u, 'énieme élément de U alors

Un == f(n, Unfl’ Un72, ey Unfp)

pour une fonction f: N x KP — K fixée est une récurrence
d’ordre p.
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Probleme de Cauch

Définition
Soientp > 0,up = f(Up—1,Up—2,...,Un—p,N) une récurrence
sur K de degré p alors le systeme :

Un = f(Up—1,Un—2,... ,Un—p,N)
Up—1 = 0p-1
Up = do

est un probleme de Cauchy pour U avec conditions initiales
ui=a; € Kpourie {0,...,p—1}.
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Probleme de Cauch

Définition
Etant donné le probléme de Cauchy suivant (sur K) :

Un = f(Un_l,Un_Q,...7Un_p,n)
Up— = dp—
p—1 p—1

: (1)

Ug = dy

une fonction g: N — Kest solution de (1) ssi u, = g(n) pour
toutn € N (et g ne dépend que de n).
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Probleme de Cauch

Remarque

Chaque systeme dynamique (X, f) pourun xy € Xfixé induit le
probleme de Cauchy suivant :

Ut = F p+1(u07u1a 7Up—17t)
e T @
Up = X0

dont la solution est ce que nous appelons orbite de f de
condition initiale xp, X1, ..., Xp—1.
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Probleme de Cauchy : questions

= Est-ce qu’un probleme de Cauchy a toujours
une solution?

= Est-ce que les solutions sont uniques?

= Siun probléme comporte seulement des
fonctions calculables, est-ce que la solution est
calculable?
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Récurrences linéaires

Définition
Une récurrence est linéaire ssi son équation est de la forme :

up = f(n) + > ax(n) - uy (3)

avec aj(n),f(n) des fonctions définies sur un corps
commutatif K. Si f(n) = 0 pour tout n € N alors la
récurrence est homogene. Sipourtoutk € {0,...,n — p},les
fonctions uy(n) sont constantes alors (3) est dite a coefficients
constants. Si ux(n) # 0 pour toutk € {0,...,n — p} alors (3)
est complete.
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VN >0, uy=1-+3-370uk
= VYn>0, u,=up_1+2"

= Vn>0, U1 =2-Up_1+1
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Cas 1 : coeff. constants, ordre 1

Un — G'Un_1+b
up = C

On va utiliser la méthode sommation

Un = GUn_l + b
a'-u,_y = a®>-up,g + a-b
a’ Uy = @ -up3 + a*-b
a"tu =adu + a"'-b
Un — Gn . UO + b Zk OO
_ n a1
u, = a’c + bo5
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Un - k=1 9n—k - Un—k
Up—1 = Cp—1

9

\ Up = (p

On utilise la méthode du polyn6me caractéristique:

p
Xp:Zak-Xk
k=0

c-est-a-dire:
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p—1
X = a- X =0 (4)
k=0

On trouve les racines de (4) : (s1)", ..., (sp)" avec
L+06L+...4+1,=p.Alors

hoo .
n =3 > kin - ()"

k=1 i=0
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Considérons le probleme de Cauchy suivant :

Up = Up—1+Up—2
up = 1
ug = 1

Son polynéme caractéristique est :
X=Xx+1

qui a comme solution sy = %5 ets; = %5 et donc la solution

générale est :
1+v5)" 1-v5\)"
un=a-< 5 > +b-< B > (5)
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Pourn=0de (5)ontire:a+ b = 1etpourn = 1ontrouve
a- (H‘[) +b- (1 f) = 1 ce qui donne lieu au systeme suivant :

a+b=1
{ (252) +b- (57%) =

Multipliant par 2 la deuxieme et ensuite en sous-trayant la premiere
de la deuxieme:

etdonc
54v5 _ VB
= 0 = %9
5—vb5 __ 5
b= 77 =—5(1-9)
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Ce qui donne comme résultat final :
_ 5448 (14v8)" 4 5-v5 (1-v5)"
Un = "o < 2 ) + 10 ( 2 )

= ¥ ¢ -1-¢)]

Récurrences Enrico Formenti 15/82



Cas 3 : complete, coeff. cons

upposons d-avolr la recurrence suivante
n—1
un:c~|—Zak-uk (6)
k=0

alors il suffira de soustraire deux termes successifs pour tomber sur
une série géométrique :

= dpUp
etdonc
n—1
Upy1 = (an+ Dup ie. up = (ap—1+ Dup_1 = H(a,- + 1)ug
i=0
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Exercice 1
Résolvez le probléme de Cauchy suivant par la méthode des
séries génératrices :

up = 3 iguk+1
up = 1

Exercice 2
Résolvez le probléme de Cauchy suivant par la méthode des
séries génératrices :

up = 3005 (ug+1)
Upg = 1
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Equations de partition

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

Un == Gun/p+b
up, = 1

poura,b € R,p € Naveca # 0etp > 1. Pour trouver la solution il
conviendra d’utiliser la substitution n = p* (etdonc k = logp n:
Upk = QUy1 +b
uq =1
maintenant en posant s, = u,« on obtient:
{ Sy = asx_1+b

50:1

et puis on procéde comme d’habitude.
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Exercice 3
Résolvez le probléeme de Cauchy suivant :

th = 2'tn/2
th = 1

Exercice 4
Résolvez le probléme de Cauchy suivant :

{ th = T-typ+n?
tH{ = 2
1 = 3
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Considérons le probleme de Cauchy suivant :

Un = P(n) + ZZ:l An—k - Un—k
ot T @
Up = Cp

avec P(n) un polyndéme en n a coefficients sur K et ay, ¢, € K des
constantes.
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Casl:P(n) =0

Un Gpn-1 Qp-2
Un—1 1 0
=1 0 1
Un—p+2 .
[Un—p+1] 0 0
Maintenant posons:
C T
Up—1
Zn - et M=
Upn—p+2
LUn—p+1]

Récurrences

Un—p+1 Opp] [ up—q1 ]
0 0 0 Un_o
0 0 0 x
Un—p+1
0 1 ] L Un—p |
[an_1 an—2 an—p+1 anfp-
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
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alors nous pouvons réécrire comme suit :
Zn == M X an]_

Nous avons donc un systéeme dynamique discret linéaire dont nous
connaissons déja l’expression de 'équation d’orbite :

Co
p—1
o
. P2
Zy=M"PYz, | avec Z, 1= |, (8)
o

Attention! Calculer M" est parfois assez couteux mais si M est
diagonalisable alors tout change!
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Cas 1.a : valeurs propres distincts

On sait que le polyndme caractéristique Py (\) de M est :
Pu(XN) = AP — MPa,_ 1 — ¥ la, g — ... = Aan_pt1 — Anp
alors en posant Py(\) = 0 on trouvera p solutions
Ap—1,Ap—2, ..., Ao

que, par hypothése, on considérera toutes distinctes. Donc M est
diagonalisable et peut alors s’écrire comme BDB~! ol

D=diag()\p_1,Ap_2,...,)\0) et B= [bp—ly---;bO]

avec b; les vecteurs propres relatifs aux valeurs propres \;.
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Alors
m—p+1 — (BpB—1)"P*' = gpB—'BDB'-..BDB~'BDB"!
BDB—1 répéte?; —p + Lfois
= BD"PHp~!
et donc

Z,=BD"PtB71z,

et sa premiere ligne donnera la solution finale.
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Et si on faisait plus simple...(?!)

Reprenons le cas précédent a partir du point ou l'on a trouvé les
valeurs propres et les vecteurs propres correspondants.

Lemme
Pout tout n € N, M"v; = A!v; si \; est une valeur propre de M
et v; le vecteur propre correspondant.

Preuve. Parinduction surn € N.
Pourn = 1, Mv; = \v; est juste la définition de valeur propre.
Supposons la thése vraie pourn > 1. Alors on a

Mn+1V,' = M(an,') h: M()\?V,') = A?MV,' = )\?+1Vi O
yP
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Alors nous pouvons réécrire Z,_; dans (8) comme combinaison
linéaire des vecteurs propresde M ! :

Zp_1 s Clp_lbp_l + Gp_pr_Q + ...+ agbg

et on résout le systeme induit pour trouver la valeur des a;.
D’apres le lemme précédent on trouve :

Z, = MPHlz,
Gp_an_p+1bp_1 + ...+ GoMn_’H_lbo
Gp—1 X2 bp1 4.+ ag Ay P by

1. C’est toujours possible car les valeurs propres sont tous distincts.
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Reprenons la récurrence de Fibonacci (décalée) :
Uy = Up_1+Un_g avecu; =ug=1
Alors on trouve :
Un 1 1 1
o A i I

Nous avons Py(A) = —A(1 — ) — 1 et donc on trouve deux valeurs
propres:

)\1: D) :(f) et )\2:

14++5 1—2\/5:1_¢

Les valeurs propres sont distincts donc M est diagonalisable!
Cherchons donc B et D telles que M = BDB™!.
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Pour la matrice D c’est facile :
A O
D=
L
etB = [bl bg] ou by et by ces sont les vecteurs propres par

rapporta A\ et \o
Pour trouver by = [x;  yi] Tl suffit de résoudre

M= pn] =[0 o

etontrouve by = [¢ 1] r

De maniére similaire on trouve by = [1 — ¢ 1] T
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ce quidonne

e 1-9 4 V51 ¢-1
B_[l 1] et Bl_?[_l <Z>]

Donc en reprenant tout :

(¢ 1 —¢] [¢"1 0 Gill ¢—-1]]1
a = [P e B LA 0

_ (e -9 m[1 e-1][1
=<z>”‘1 (1—¢) '] 5 |[-1 ¢ 1

_ "= (1—9)" —(1-¢)¢" +¢(1 - )" Hl]ﬁ
;b”*l—( — )"t —(1—)p" M+ (1 —9)" ] 1] B

B ¢n+1_( _(b)n—l-l ﬁ

L -1 =9) b




Cas 1.b : valeurs propres multiples

Soient \g, \k_1, ..., A1 lesvaleurs propres de M et
My, My_1, . .., my alors la solution générale sera:
mj
_ i n
Zy=> > aun(s)
j=1 i=0

ou les g;; ces sont des constantes a déterminer grace aux
conditions initiales.
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Sil'on pose
P(n)
0
Bn -
0
alors on peut réécrire notre récurrence comme::
Zn =MZy_1 + Bp

et donc en déroulant :

n—p
Zy=M"PHZ, 1Y MB, ()
k=0
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Considérons une variante non-homogene de la suite de Fibonacci
et essayons de résoudre le probléme de Cauchy suivant :

Upt2 = Upp1t+Up+1
up =1
Uo =1

Alors nous sommes dans la situation précédente avec

p=2 Zi= m et Bpip= [(1)] pourtoutn e N
donc la (9) dévient :

n—2
Zy=M"12, 4+ MB,
k=0
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Comme M — | estinversible et son inverse est M alors :

Zy=M""1Zy + M 2lg, = M1z, 4 (MPY — )MB,
M'=17; + (M" — M)Bs
= M'1zy 4+ M'By —[1,1]7

On connait déja le valeurs propres de M ainsi que deux vecteurs
propres associés. On connait aussi comme écrire Z; comme
combinaison linéaire de ces vecteurs. Il nous reste a trouver
I’expression de B, comme combinaison linéaires de mémes
vecteurs propres :
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(suite..)
o[ [ = o

ce qui donne lieu au systeme suivant :

ap+b(l—9¢) = 1
a+b =0

qui a pour solution

G

—N—
S Q
o
S
acn
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En mettant tout ensemble on trouve

Zn — {@(pn—l |:¢1):| _ \/g(é—@ (1 _ ¢)n—1 |:1 I ¢:| }

fgef-sa-or )
N
=l

_ 2Fn - 1
T 2F,—1
etdoncu, = 2F, — 1.
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Séries formelles (ordinaires)
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< 9

U()XO U1X1 l,ng2 Uan
U

s
>
n=0
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Seéries formelles (ordinaires)

Définition
Soit K un corps commutatif. Une série formelle (ordinaire) sur
K auneindéterminée X est une suite infinie de valeurs u, dans

K notée
o
Z UnX" (10)
n=0

Remarque
Pour nous K seront toujours R ou C munis des opérations de
somme et produit usuelles.
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1 sin=0

* 1,0,0,...,0,... est > > u,X" avecu,= )
0 sinon
1 sin=0,1

° 1,1,0,...,0,... est > > upnX" avecu,= ' ’
0 sinon
_1\n

® 1,0,1,0,1,0,... est > 2 upnX" avecu,= (I)TH
_1\n+1

® 0,1,0,1,0,1,... est > 2 upX" avecu,= (QT“

® 0,1,2,3,4,5,... est > 2 upX" avecu,=n
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Pour faire simple on notera par:

* 0 lasérie > 2 unX" avecu, = 0pourtoutn € N

1 sin=0

e 1 lasérie > 2 usX" avecu, = OBEnen

1 sin=0,1

o 14+X lasérie > .2 unX" avecu, = .
sinon

2 sin=2

o 2X* lasérie > 2, upX" avecu, = _
0 sinon

e Ftc...
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Somme de séries formelles

Définition
Soient U = Y 2 up - X" etV = 302 v, - X" deux séries
formelles sur le méme corps commutatif K alors leur somme
est définie ainsi :

U+V:Z(un—|—vn)-X”

n=0

Remarque : les séries formelles forment un groupe par rapport a la
somme et la série 0 est ’élément neutre du groupe.
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Prenons
U= ,unX" avec u, = 0
et
n+1
V=>"1"gvaX" avecv, = #
Alors
[o¢] 0o 0 -
U+ V= Zunxn +ZVan — Z(un +Vn)Xn —_ an
n=0 n=0 n=0 =
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Produit de séries formelles

Définition
Soient U = Y 2 up - X" etV = 302 vy - X" deux séries
formelles sur un corps commutatif K alors leur produit est
défini ainsi :

e n
Uu-v= Z ( ukVn—k> X'
n=0 \k=0
~———

Cn

Donc l’ens. des séries formelles est fermé par rapport a 'opération
de produit et la série 1 est '’élément neutre du produit.
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Prenons

U= 2 usX" avec up= (—1)#
et

V=7>120vaX" avecv, = %
Alors

n=0 \i+j=n
—_——

Cn Cn

oo n o
uv = Z ZUkVn—k X' = Z Z uyi | X
n=0 \k=0
—_———

comprendre comment évaluer la somme qui donne ¢, n’est pas
évident donc faisons quelques considérations :
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Exemple (suite et fin)

si n est pair et k est pair alors n — k est impair et donc uyv,_x = 1
si n est pair et k estimpair alors n — k est pairetdonc ugv,_, =0
si n est impair et k est pair alors n — k estimpair et donc uyv,_x = 1
si n est impair et k est impair alors n — k est pair et donc uv,_x =0

Alors on trouve

L _n-1 (—1)"+1+1+n (-1)"+1 _ 2n—1—(=1)"!
T2 2 2 2 a 4

UV représente la séquence 0,0,1,1,2,2,3,3, ...
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Inverse d’une série formelle

Définition
Onditque lasérieformelleV = "7, v,-X" surKest'inverse
delasérieU = > 2 un - X"surKssiUV = W = 1g. Si U
admet une inverse alors on dit qu’elle est inversible.

/, \
Théoreme
Une série formelle U = >~ 7 up, - X" sur K est inversible ssi
Uo 75 OK.
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Inverse d’une série formelle

Preuve
Soit U =3 72 un - X" une série formelle sur K avec vy = Ox
et, par l'absurde, soit V =}~ ° ; v, - X" son inverse alors par la
définition d’inverseon a:

uv = 3 uvi | X' =1k
P DIXT

n=0 \i+j=n

Cn
Doncc, = 0pourn > Oetcy = 1 pourn = 0 mais (parlarégle
du produit) ¢y = ugvy = 0 ce qui est absurde. D’autre part, la

série formelle 1 est le produit de deux séries U et V implique
que ugvp = L etdoncug # Oetvy # 0. ]
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SurK = R la série formelle >~.2 ) X" est I'inverse de la série 1 — X.

Preuve
Il suffit de constater que
o0
L=X) X" = A=-X0+X+X+X+. . +X"+..)
n=0
= 1 X4+X=X X2+ =X+ X"+ ...
=1
et ensuite le prouver par induction surn € N, O
Donc

= 1-X
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Sommes partielles

Soit U =Y 2, usX" et considérons le produit suivant :
1 o G X" . X"
en appliquant la régle de la multiplication on trouve

5 (5

Conclusion : multiplier une SF par ﬁ donne la série des sommes
partielles de la séquence de départ.
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Dérivation de séries formelles

Définition
Soit U = > 2 unX" une série formelle sur un corps
commutatif K. On définit 'opérateur D(U) (noté aussi U'),
appelé dérivée de U, comme suit :

o0
& U/ == E Llnan_l
n=1

Propriétés
Soient U, V deux séries formelles et a, b € K alors
“ Dla-U+b-V)=a-D(U)+b-D(V)
= DU-V)=U-D(V)+D(U) -V
= D(UoV)=(D(U)oV)-D(V)
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D3 X
n=0

o> )
n=0

Séries formelles (ordinaires)

1
1-X
1 d , 1
X =2+ = 5

1 > 2
D <—(1 _X)2) => (n+2)(n+1)x" = 77

n=0
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Séries formelles remarquables

> 1
n __
2N =1

o0

1
— n . —_ —
20NN =
n=0
- 1
Zc" -X"=—— pourtoutc € R\ {0}
= 1—cX
X n . yn
- X
> ¢ Sk e* pourtoutc € R\ {0}
n=0 ’
o (=1)"
> (2n)! X = cos(X)
n=0 )
oo _1 n .
> (2(n +)1)'in+1 )
n=0 ’
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La méthodedes

séries génératrices
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La méthode

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

Unpp = b+ Zizl Ak - Unyp—k
e T (11)
Up = Qo

avecb,ay,...,dp,Co,...,Cp—1 des constantes dans un corps clos K.

Soit
00
U == Z Uan
n=0

la série formelle associée a la solution de notre probleme de
Cauchy.
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o0
u = C0+C1X—|-...—|—Cp_1xp_1 -}—ZU,,X”

n=p
o0

= c+aX+. ...+ X+ Z UpypX"TP
n=0

p

= c+aX+. ...+ X+ Z (b + Z ax - u,,+p_k> Xt
n=0 k=1
oo oo p

= Co+aX+. . G XTI XL <Z ay - un+pk> Xtp
n=0 n~0 \k=1

= o+ X+ ...+ Cp1XP 1+b’(p +Z Zak U k)X”*”

= o+ X+t Xt 2 +alzun+p XL
n=0

o0
.+ ap Z upXP
n=0
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U = co+aX+...+caXP~ 1+ +01X2Un+p WXL
n=0 .
..+apXPZu,,X”
n=0
= cot+aX+...+p X+ 20 4ax Z UpX" + ...+ apXPU
n=p—1
= C+CaX+...+C 1XP~ 1+ +01X(U—C0—C1X—...
= Cp2XPT) +aX? (U —co—c1X—...—cp,3Xp_3)+...
. apXPU

Maintenant en portant a gauche tous les termes en U et en
factorisant U on obtient
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I+aX+...+aX) - U=
= cotaX+.. top X+ 20 L aiX(—co— X —...
.~ Cp— oXP— 2)+02X2( 0—C1X— —cp,gXp_3)+...
50— ap_1XP_1c0

etdoncsib # 0

p—1 p—1p—1—k
bXP + (1 —x) chX” —(1-x) Z Z axcnX"
U— n=0 k=1 n=0 (12)

(I—=x)(I4+aX+...+apXP)
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etsib = 0 alors on trouve:

p—1 p—1p—1—k
S - Y e
= n=0 k=1 n=0 (13)

IT+a X+ ... +apXP

Théoréme
Si la récurrence d’un probleme de Cauchy est linéaire a
coefficients constants et le terme non-homogeéne est aussi
constant alors la série génératrice associée est une fonction
rationnelle (i.e. un rapport entre deux polynémes) dont le
degré du dénominateur est strictement supérieur a celui du
numérateur.
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Le théoreme de d’Alembert-Gauss

Connu aussi sous le nom de théoreme fondamental de l'algebre :

Théoreme
Tout polynome non constant a coefficients dans C admet au
moins une racine dans C.
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Conséquences importantes

Théoreme
Le théoréme fondamental de lalgébre est équivalent a
chacun des deux énonces suivants :

= les polynomes a coefficients dans R irréductibles
dans R, ces sont exactement les polynomes de
degré 1 et ceux de degré 2 dont le déterminant est
strictement négatif;

= tout polyn6me non constant a coefficients dans R
peut s’écrire comme produit de polynémes a
coefficients dans R de degré 1 ou 2.
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Décomposition en éléments simples

Il existe plusieurs versions nous allons considérer celles qui nous
intéressent plus de pres.

Théoreme
Considérons une fraction rationnelle F(X) = 588 € C[X] avec
deg(P(X)) < deg(Q(X)).SiQ(X) = (X—s1)™ - (X—sk)™ alors

ai2 a;

Fi avec F;j= + —+. .+ :
Z (X — s,) (X —si)? (X — sj)mi
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En revenant a nous...

Deux conséquences importantes des résultats précédents :
= lafonction génératrice (12) ou (13) est décomposable en
somme de fractions du style — avecc,a € C
constantes;
= le terme général de la récurrence est donnée par la
somme des coefficients de position n de chacune des
séries formelles représentantes les fractions du point
précédent chacune multipliée par son propre coefficient
C.
Ceux deux derniers points concluent la méthode.
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Utilite des séries genératrices

Théoréme
La méthode des séries génératrices résout tout probléeme de
Cauchy basé sur une récurrence linéaire a coefficient constant
et terme non-homogene constant.

Théoreme
Si deux problemes de Cauchy ont la méme séries génératrice
associée alorsils ont la méme solution.
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Exercice 5
Résolvez le probléeme de Cauchy suivant par la méthode des
séries génératrices :

Up = Up—1 + 2”
upg = 1
Exercice 6

Résolvez le probléeme de Cauchy suivant par la méthode des
séries génératrices :

up, = 2Un71+1
Ug = 1
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Une méthode plus rapide...

Reprenons le probléme de Cauchy générique pour des récurrences
a coefficients constants sur K :

_ p
Untp = b+ Zk:1 Qg - Unyp—k
Up—1 = Cp-1
Uo = 0o
avecb,ay,...,dp,Co,...,Cp—1 des constantes dans un corps clos K.

et supposons encore une fois que

o0
U= Z upX"
n=0

la série formelle associée a la solution de notre probleme de
Cauchy.
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Multiplions par X" le membre de droite et de gauche de la

récurrence : )
UntpX" = bX" + Z Ak - Unyp—iX"
k=1
Pour chaque valeur de n € N, nous obtenons une nouvelle
équation:
_ p _
Up=b—+3 ) 0k~ Up_k pourn =20
Up+1X = bX + Y0, k- Up1—kX pourn =1

UpsoX? = bX2 + 3P ay - UproiX? pourn=2
p+ k=1 p+

Ups kX" =bX" + 5P ay-upp i X" pourn=h
p+ k=1 p+
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Additionnant membre a membre toutes les équations précédentes

’on obtient :
o] 00 co P
>l =3B+ 3S 0kt
n=0 n=0 n=0 k=1
etdonc:
p—1
U- Y o .
k=0 _ b . n
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Etinfinesip > 1:

p—1 p—k-1
U= Xk , U- > e
k=0 b h=0
IR B R DL S
k=1
Pourp = 1 ontrouve:
U—c¢o b
=" +aqU
X —x o

A partir d’ici on procéde comme pour la méthode précédente.
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Exercice 7

Reprenez les deux exercices précédents et appliquez la méthode
rapide.

Exercice 8

Résolvez le probléme de Cauchy suivant par la méthode des séries
génératrices :

Up = 4Up_1 — 3Up_2
u, = 1
ug = 0

Exercice 9
Résolvez le probleme de Cauchy suivant par la méthode des séries

génératrices :
Uy = Up_1—(=1)"
up = 1
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uns un peu plus dur.

Exercice 10

Le président commandant général de la République de la pleine lune est
tout le temps en train de faire des plans pour étendre son état afin qu’il ait
une extension digne de sa grande personne. Ses généraux ont récemment
restructuré la grande armée en profondeur. Tellement en profondeur qu’ils
sont totalement incapables de comprendre combien de soldats il y a au
total compte tenu aussi des morts en guerre et des nouveaux recrutements.
Le chef des armées rapporte au président commandant général les faits
suivants :

= Llunité de base uo compte 2 soldats et on groupe 3 soldats dans us ;

= puis les niveaux successifs sont obtenus par la formule suivante :
Upyo = Upp1 —Up+N-7
qui donne le nombre moyen de soldats (en faisant le bilan des tués
en bataille et de ceux qui sont nouvellement recrutés tous les jours).

Sauriez-vous communiquer au président commandant général de combien
de soldatsil dispose en moyenne et combien de niveauxil faut remplir pour
pouvoir disposer d’au moins 12000 soldats a tout instant?
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Exercice 11

Résolvez le probleme de Cauchy suivant par la méthode des séries
génératrices :

Uy = 3Up—1+ n?
upg = 1
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Récurrences non-linéaires
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Récurrences de Riccati

Les récurrences de Riccati ont la forme suivante :

au, +b
cUp+d

Upy1 = (14)

avec ¢ # 0 etad — bc # 0 (car sinon elle dévient soit d’ordre 1, soit
constante).

= serésolvent par substitution

= parmi les peu de récurrences non-linéaires que l’'on sait
résoudre analytiquement

= intervient dans certains cas de contrdle non-linéaire en
physique
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Récurrences de Riccati : résolution

Sion remplace u, par w dans la (14) alors on trouve :

y _1_ad—bc 1
mH (a+d)? v,

maintenant en substituant v, = Z"Z—Jnrl ona

Z =7 Rz, avecR = el
n+2 = £n+1 n = (G-I-d)2
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Les cycles de Lyness [2, 3, 5]

Les récurrences suivantes admettent des suites périodiques :

Unt1Un—1+ P = —Un(Up—1 + Upt1) période 3
UngilUn—1 +p = Un(Up—1 + Un + Upy1)  période 4
Upt1Up—1 + P = Un(Un—1 + 2Up + Upt1) période 6

Uny1Un—1 — P% = pup période 5
UntsUp = Upyo +Upsi1 + 1 période 8
Question
Est-ce que l'on peut fabriquer une séquence de période 7
intéressante?
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Pour se convaincre...

Fixons uy = a,u; = bavecp,a,b € R. Alors d’apres la relation de
récurrence :
aus +p = —b(a + us)

etdoncuy, = —pafbb. Alors:

bus +p = pafbb(b + u3)
abuy + b?us + ap + bp = bp + ab? = pus + abus

en collectant us a gauche et le reste a droite :
(b — p)uz = a(b® - p)

Cest-a-dire us = a.
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La machine de Burnside

William Burnside a montré que si on prend a1, s, ..., ap_3 € R
alors la substitution: o} = ag, 0 = a3,...,a),_, = ap_get
p—
/ n—3
Op_3 = -1 + 1 + apn—4
SR
BN

produit un groupe cyclique d’ordre n (voir [5, 4]).

La réponse

Un—5(Un—3Un—1+Un—2_1)+(Un—4_1)(Un—2+un—1_1) =0 période7
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La variante de Cinar [6]

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

Cn—1

i+l = T
Co = a
C_1 = b
La solution est :
%71
01lizg [(2kF1)abt1] si n est pair

n
[T, (2abk+1)
= n1
b 2abk+1 . oo
nlJ:[lkf‘l’ (2abk+1) si n estimpair
[1,2 [(2k+1)ab+1)]
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Théoreme (Cinar)

Le réel 0 est le seul point d’équilibre.

Corollaire (Cinar)
Sic_1,c0 € [0,1]alorsc, € [0, 1] pour toutn € N.
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Exercice 12
Trouvez la solution au probléme de Cauchy suivant:

Unp == 2Un7]_ + U%_l
ug = 1

Exercice 13
Trouvez la solution au probleme de Cauchy suivant :

__ _Un—1
Un = 14up—1
ug = 1
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