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Résumé
L’analyse spectrale de maillages surfaciques est très im-
portante pour de nombreux domaines comme la vision par
ordinateurs par exemple. Son principal but est d’étudier
la distribution des sommets d’un maillage donné (autre-
ment dit l’échantillonnage) par rapport à la surface qu’il
représente. Nous proposons dans cet article une améliora-
tion d’un outil d’analyse spectrale pour maillages surfa-
ciques. Cet outil a été développé par Wei et al. [1], et est,
à notre connaissance, le seul outil à évaluer des échan-
tillonnages non-uniformes de surfaces. Notre contribution
fait évoluer cet outil basé sur l’analyse de domaines dif-
férentiels, en incorporant un calcul précis de distances
géodésiques, basé sur l’algorithme de Dijkstra [2]. L’in-
térêt principal est d’affiner l’analyse des maillages ayant
de fortes contraintes géométriques comme des saillances,
des coins, etc., qui est actuellement biaisée avec l’outil ori-
ginal [1]. Les résultats expérimentaux mettent en avant la
validité de notre approche sur des échantillonnages adap-
tatifs de surfaces CAO complexes.

Mots clefs
Echantillonnage de surfaces, échantillonnage adaptatif,
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1 Introduction
Dans le domaine de la vision par ordinateurs, la numé-
risation d’objets ou de scènes 3D requiert une attention
particulière. En effet, la phase d’échantillonnage asso-
ciée conditionne la qualité des applications qui seront en-
suite réalisées à partir des données acquises. Depuis de
nombreuses années, beaucoup de travaux s’intéressent aux
échantillonnages en disques de Poisson, qui possèdent des
propriétés spectrales intéressantes [3]. Un échantillonnage
en disques de Poisson se caractérise par une distribution
irrégulière des échantillons sur la surface, mais avec la
contrainte que deux échantillons doivent être séparés au
minimum d’une distance dmin.
On dit généralement qu’une distribution en disques de
Poisson exhibe des caractéristiques de "bruit bleu". En ef-
fet, le bruit bleu élimine l’effet d’aliasing rencontré lors
de la présence de fréquences supérieures à la fréquence de

Nyquist, en le remplaçant par un bruit d’amplitude faible,
grâce à l’irrégularité de la grille d’échantillonnage et à la
contrainte de distance minimale. Ainsi, beaucoup d’appli-
cations se sont intéressées à ce type de distributions comme
celles réalisant du rendu 3D [4], du plaquage de textures
[5], du calcul géométrique [6, 7], ou encore des simulations
numériques [8].
Dans le cas idéal, une telle distribution possède une puis-
sance spectrale moyenne radiale (PSMR ou RAPS en an-
glais pour radially averaged power spectrum) semblable
à une fonction échelon, comme illustré sur la Figure 1 au
milieu (d’où le nom de bruit bleu) où l’axe des abscisses
représente les distances inter-échantillons, et une anisotro-
pie la plus faible possible (Figure 1 à droite). Plus préci-
sément, la PSMR mesure la distribution de probabilité des
distances entre les échantillons, et l’anisotropie donne une
indication sur une éventuelle direction ou un alignement
privilégié des échantillons sur la surface. Ces deux mesures
sont obtenues en calculant respectivement, la moyenne et la
variance radiale de la puissance spectrale moyenne (Figure
1 à gauche), elle-même obtenue en moyennant les ampli-
tudes au carré des transformées de Fourier d’un ensemble
de distributions équivalentes du même modèle.

1 

0 

-∞ 0 |d| 

|d| 

Figure 1 – Propriétés idéales d’une distribution en disques
de Poisson, dite de bruit bleu. De gauche à droite : la puis-
sance spectrale moyenne, la puissance spectrale moyenne
radiale (PSMR) et l’anisotropie.

L’analyse spectrale des distributions générées lors de
l’étape d’échantillonnage est indispensable pour certaines
applications qui requièrent de bonnes propriétés spectrales.
Dans la suite de l’article, nous détaillons tout d’abord les
différentes méthodes de l’état de l’art pour analyser spec-
tralement l’échantillonnage de surfaces. Nous exposons en-
suite en détail l’outil d’analyse développé par Wei et al.
dans [1]. Puis, nous présentons l’adaptation proposée pour
améliorer cet outil, et enfin, nous conclurons sur les avan-
tages et les limitations de la méthode proposée.



2 Analyse spectrale de surfaces
échantillonnées

L’échantillonnage d’une surface correspond à la manière
dont les sommets ont été distribués sur celle-ci. Les échan-
tillons sont donc les points sur la surface, et sont définis
généralement dans l’espace tridimensionnel.
Il est souvent difficile d’évaluer la qualité des échantillon-
nages des maillages surfaciques, car l’extension de l’ana-
lyse spectrale traditionnelle de Fourier n’est pas triviale.
En 2010, Li et al. [9] ont contourné le problème en utilisant
une bijection des échantillons d’une distribution anisotro-
pique vers un domaine euclidien uniforme, et ainsi peuvent
utiliser l’analyse traditionnelle de Fourier. Cependant, ils
se restreignent aux distributions anisotropiques qui ont une
possible bijection inversible pour passer d’un domaine à
l’autre.
La même année, Bowers et al. [10] ont réduit le problème
d’analyse de la puissance spectrale en une décomposition
en valeurs propres de la matrice Laplacienne. L’une des
limitations de cette méthode est que la décomposition doit
être effectuée sur un maillage très dense, ce qui augmente
sa complexité et rend difficile son utilisation.
Plus récemment, Wei et al. [1] ont généralisé l’analyse de
Fourier à un noyau générique pour garantir une analyse
correcte des distributions : anisotropiques, adaptatives, etc.
Pour cela, ils ont développé ce qu’ils ont appelé l’analyse
de domaines différentiels. Cette méthode est décrite dans
la prochaine partie, puisque c’est celle-ci que nous amélio-
rons.

3 Analyse de domaines différen-
tiels pour échantillonnages non-
uniformes

Ce paragraphe détaille l’outil de Wei et al. [1] basé sur
l’analyse de domaines différentiels. Cette analyse per-
met de mesurer les propriétés spectrales d’un échantillon-
nage uniforme ou non-uniforme (souvent appelé adaptatif),
telles que la puissance spectrale moyenne radiale (PSMR)
et l’anisotropie, qui donnent des indications relativement
précises sur la distribution spectrale de la grille d’échan-
tillonnage générée. Cette méthode est adaptée à notre cas,
puisque nous nous intéressons aux échantillonnages adap-
tatifs.
La PSMR représente la moyenne radiale de la densité
de probabilité p(d) des distances inter-échantillons, et
donne une information sur la distribution des distances
dans le domaine différentiel Ωd. L’anisotropie est la
variance de p(d) et mesure la variabilité de positionnement
dans l’espace des échantillons. Elle est ainsi plus élevée
si un alignement d’échantillons est trouvé par exemple,
indiquant donc que l’échantillonnage n’est pas isotropique.

Wei et al. [1] sont partis de la définition de la puissance
spectrale de Fourier d’un ensemble de N échantillons

{sk}N−1
k=0 , dont la formule est redonnée ci-dessous :

P (f) =
1

N

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

cos(2πf.(si − sj)) (1)

avec f le vecteur d’intérêt, qui n’est autre que la fréquence.
De cette formulation, les auteurs proposent de généraliser
l’analyse spectrale de Fourier aux cas non-uniformes grâce
à la formulation suivante, où la fonction cosinus de l’équa-
tion 1 est remplacée par un noyau générique appelé K :

P (q) = N ×
∫
Ωd

K(q, χ(s, s′,d)p(d))δd (2)

q est un ensemble de paramètres et de valeurs d’intérêt
relatif au noyau K (la fréquence si on utilise le noyau
cosinus lors d’une analyse traditionnelle de Fourier, par
exemple), etK(., .) est une fonction générique qui pondère
le calcul de la puissance spectrale dans le but d’étudier une
ou plusieurs propriétés de la distribution. d(.) est la fonc-
tion différentielle de distances inter-échantillons. Ωd est
appelé domaine différentiel pour la fonction d. Enfin, p(d)
est la fonction de densité de probabilité sur le domaine
différentiel Ωd et χ(s, s′,d) est la fonction permettant de
passer d’une distance dans un domaine non-uniforme à sa
correspondance dans un domaine uniforme (de l’adaptatif
vers un domaine uniforme par exemple).

Dans le cas général, Wei et al. [1] proposent d’utiliser une
mesure de distance géodésique afin de ne pas introduire de
biais lors de l’analyse de surfaces. Cependant, afin de limi-
ter le temps de calcul, cette méthode ne se focalise que sur
l’étude locale des distances entre les échantillons, évitant
ainsi le calcul de (N − 1)2 distances. Un champ d’orien-
tation et une paramétrisation locale qui préserve les angles
et les distances locales sont utilisés afin de calculer les dis-
tances géodésiques et de s’orienter sur la surface, grâce à
la méthode discrete exponential map proposée par Schmidt
et al. [11]. Cet outil fonctionne bien en pratique pour des
objets simples, c’est-à-dire relativement lisses et de faibles
complexités topologiques ou encore sans arêtes saillantes.

4 Amélioration proposée de l’outil
L’inconvénient de l’outil de référence est que la technique
discrete exponential map [11] utilisée se base sur le prin-
cipe de plans tangents aux surfaces, centrés sur les échan-
tillons dont on veut connaître la distance. Cette approche
n’est pas viable lorsque la surface est complexe, avec de
fortes courbures ou avec des zones saillantes par exemple,
car les distances géodésiques ainsi calculées sont impré-
cises et erronées.
L’objectif de nos travaux consistait donc à incorporer
une mesure de géodésique plus précise à cet outil - sans
être trop complexe - afin d’analyser plus efficacement
les propriétés spectrales de surfaces présentant des zones



saillantes, ou avec de très fortes courbures. Cet améliora-
tion est particulièrement intéressante si on analyse des mo-
dèles CAO, par exemple.

Pour illustrer ce problème de "mesures" imprécises, on
peut remarquer que la PSMR de l’objet AXLE sur le Ta-
bleau 5, mesurée par l’outil de référence sur des échan-
tillonnages en disques de Poisson via la technique [12] (en
rouge), présente une zone basse fréquence qui n’est pas
nulle, laissant penser que des échantillons sont très proches
les uns des autres et ne respectent donc pas le critère d’uni-
formité des distributions en disques de Poisson. Or, ceci
est faux puisque la méthode [12] veille à respecter cette
contrainte grâce à l’utilisation d’une géodésique relative-
ment précise.

Nous avons donc incorporé la distance géodésique de
Dijkstra [2] dans l’outil de référence, comme illustré sur
le schéma de la Figure 2. Lors du calcul de la distance sé-
parant deux échantillons s1 et s2, nous demandons à la
méthode de paramétrisation locale [11] de fournir le vec-
teur (u, v) correspondant à la position de l’échantillon s2
sur le plan paramétrique centré en l’échantillon s1. Ce vec-
teur représente les coordonnées dites "normales" dans la
base paramétrique du plan tangent à s1. La norme de ce
vecteur est considérée dans l’outil initial, comme la dis-
tance géodésique approximée entre s1 et s2, et son orien-
tation angulaire définit l’orientation de s2 par rapport à s1
sur la surface. Dans le but de corriger la distance géodé-
sique, nous utilisons une version subdivisée de la maille
originale pour acquérir une distance géodésique entre s1
et s2 la plus précise possible avec l’algorithme de Dijkstra
[2]. Afin de ne pas altérer l’orientation angulaire du vecteur
(u, v), tout en corrigeant sa norme, nous réalisons une ho-
mothétie de centre l’origine de la base paramétrique et de
rapport la distance de Dijkstra entre s1 et s2 sur la norme
de (u, v). Ainsi, les distances géodésiques seront plus pré-
cises dans les zones particulièrement courbées ou autour
des saillances, afin d’obtenir des PSMR et des anisotropies
plus fiables.

Le maillage subdivisé, utilisé pour les calculs de géodé-
siques, est obtenu par subdivision midpoint. Cette tech-
nique consiste à ajouter au maillage initial un nouveau
sommet au milieu de chacune de ses arêtes, et des les
relier entre eux, comme illustré sur la figure de gauche
du Tableau 1. Ainsi, le calcul de la distance géodésique
entre deux échantillons requiert une correspondance entre
chaque échantillon et un sommet de cette version subdivi-
sée. La distance ainsi calculée n’est pas la vraie distance
géodésique entre les échantillons, mais elle correspond à
la distance géodésique entre les deux sommets du maillage
subdivisé les plus proches de ces échantillons. Une erreur
de quantification est ainsi introduite et est d’autant plus
grande que la régularité de la subdivision est élevée. Pour
réduire les erreurs de quantification introduites, nous pla-
çons les nouveaux sommets lors de la subdivision, de façon
aléatoire sur chaque arête, ce qui génère un chaos, comme
le montre la figure de droite du Tableau 1.

Pour vérifier que ce chao réduit les erreurs de quantifica-
tion, nous avons généré un échantillonnage en bruit blanc
avec l’algorithme de Wei et al. [1], sur un plan uniforme
et régulier. Nous présentons les résultats de l’analyse de
cet échantillonnage en utilisant le chaos ou pas, lors de la
génération du maillage subdivisé sur lequel s’appuient les
calculs de géodésiques. Les résultats sont présentés sur les
figures du Tableau 2. On constate que l’analyse sans chaos
introduit des pics au niveau de la PSMR et de l’anisotro-
pie, révélant la régularité de la grille. Au contraire, l’uti-
lisation du chaos élimine cette régularité et permet de voir
les propriétés de bruit blanc de cet échantillonnage, comme
attendu.

s2 

s1 

Echantillons (s1, s2) 

Paramétrisation 2D 
de s2 par rapport à s1 

[11] 

Vecteur (u, v) 
d’ = |(u, v)| 

d = Dijkstra (s1, s2) 

Correction : 
homothétie de 

rapport k = d / d’ 

PSMR et anisotropie 

Vecteur (u, v) corrigé 

Figure 2 – Schéma illustrant l’adaptation réalisée lors du
calcul de la distance géodésique entre deux échantillons s1
et s2.

5 Résultats
Le Tableau 3 présente quatre résultats de remaillage obte-
nus avec la méthode proposé dans [12], et contenant chacun
environ mille échantillons.
Nous présentons différents résultats d’analyse obtenus sur
plusieurs maillages de complexité et de genre croissants,
par moyennage sur plusieurs périodogrammes, afin d’amé-
liorer la lisibilité et l’analyse des PSMR et des anisotropies
obtenues. Comme dans [13], nous avons lancé huit fois les
algorithmes d’échantillonnage testés. Dans le but de prou-
ver l’avantage de notre approche par rapport à l’outil origi-
nal, et de mettre en évidence les artefacts générés par celui-
ci, nous avons comparé les analyses des échantillonnages
générés par la technique de Corsini et al. [14] (Tableau
4), la méthode [12] (Tableau 5) et la méthode d’échan-
tillonnage présentée dans [1] (Tableau 6). Pour toutes les
méthodes d’échantillonnage analysées, les zones basses
fréquences sont rarement plates et de valeurs nulles lors-
qu’elles sont évaluées avec l’outil de référence, contraire-
ment aux courbes évaluées avec la technique proposée dans
cet article. De plus, les zones de fortes transitions sont amé-
liorées dans tous les cas, grâce à la meilleure approxima-
tion des distances géodésiques de notre outil. Concernant
l’anisotropie, nous remarquons une diminution pour toutes
les méthodes, ce qui montre que les méthodes utilisées sont
bien isotropiques.
Dans les figures du Tableau 4, nous pouvons constater que
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Tableau 1 – Deux itérations de la subdivision midpoint sans (à gauche) et avec (à droite) chaos.
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Tableau 2 – Comparaison des analyses obtenues sans chaos (courbes rouges) et avec chaos (courbes bleues) sur une distri-
bution en bruit blanc sur un plan. De gauche à droite : la puissance spectrale moyenne obtenue sans chaos, la puissance
spectrale moyenne obtenue avec chaos, les courbes PSMR et les anisotropies correspondantes.

lorsque la complexité des objets n’est pas élevée, (modèles
FANDISK et ROCKER ARM), la zone basse fréquence est
évaluée comme plate avec ou sans notre adaptation. Par
contre, ce n’est pas le cas pour les deux autres maillages de
plus forte complexité, indiquant que la méthode [14] ne vé-
rifie pas toujours le critère de distances minimales, même
si notre adaptation montre que la zone est plus plate que
celle obtenue avec l’outil original. Concernant la méthode
[12], les figures du Tableau 5 montrent que l’outil original
ne produit pas une zone basse fréquence plate, ce qui est
contredit par notre outil. Ceci est logique puisque la mé-
thode [12] vérifie de manière précise la contrainte de dis-
tances minimales. On peut aussi voir que les zones hautes
fréquences sont plus uniformes, indiquant une meilleure
prise en compte de la paramétrisation. Enfin, la méthode
[1] présente une PSMR assez similaire avec ou sans notre
amélioration dans le cas des deux objets ne possédant pas
de nombreuses arêtes saillantes (figures du Tableau 6).
Mais pour les objets plus complexes, on voit une différence
notable. Ceci peut s’expliquer par le fait que cette méthode
tient compte de la courbure lors de l’échantillonnage mais
que la paramétrisation utilisée fausse les analyses en biai-
sant les distances géodésiques.

De plus, pour les trois méthodes d’échantillonnage présen-
tées, les anisotropies mesurées avec notre amélioration di-
minuent. En effet, l’anisotropie est calculée à partir de la
variance de la distribution de distances, et est ensuite nor-
malisée par sa moyenne au carré, afin de comparer de fa-
çon fiable les anisotropies entre-elles. Ainsi, deux distri-
butions présentant la même variance, mais pas les mêmes
moyennes auront des anisotropies différentes : celle dont
la moyenne est la plus élevée sera moins pénalisée par sa
valeur de variance, par rapport à celle où les échantillons
sont en moyenne plus proches les uns des autres, et aura
donc une anisotropie plus faible. Dans le cas de notre amé-
lioration, la moyenne des distributions augmente grâce aux
homothéties qui ne modifient que la norme des vecteurs pa-
ramétriques, mais pas leurs directions, expliquant ainsi la
diminution des anisotropies.

6 Conclusion et perspectives
Nous avons présenté une amélioration d’un outil d’ana-
lyse spectrale pour échantillonnages non-uniformes de
maillages surfaciques, qui prend en compte les zones de
fortes courbures lors du calcul des distances géodésiques.
Cependant, l’outil est plus lent à cause du calcul plus pré-
cis des géodésiques réalisés sur le maillage subdivisé et
s’ajoute donc à la complexité de l’outil initial. Une pers-
pective envisagée sera donc de mener une implémentation
parallélisée de l’algorithme pour améliorer les temps de
calcul.
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Tableau 3 – Modèles remaillés avec la méthode [12] et contenant environ 1000 échantillons.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 50 100 150 200 250 -25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

0 50 100 150 200 250

FANDISK (genre 0).

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 50 100 150 200 250 -25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

0 50 100 150 200 250

ROCKER ARM (genre 1).

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 50 100 150 200 250 -25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

0 50 100 150 200 250

SOCKET (genre 7).

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 50 100 150 200 250 -25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

0 50 100 150 200 250

AXLE (genre 10).

Tableau 4 – Comparaison des analyses obtenues avec l’outil original (courbes rouges) et notre amélioration (courbes bleues),
sur des distributions obtenues avec la méthode d’échantillonnage [14]. De gauche à droite : la puissance spectrale moyenne
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anisotropies correspondantes.
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obtenue avec l’outil original, la puissance spectrale moyenne obtenue avec notre amélioration, les courbes PSMR et les
anisotropies correspondantes.
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