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Résumé

Nous proposons une méthode originale d’échantillonnage
pour maillages surfaciques triangulaires, basée sur la dis-
tribution en disques de Poisson. Notre méthode s’appuie
sur la technique de lancer de fléchettes (ou dart throwing
en anglais). Contrairement a d’autres méthodes, notre
algorithme exploite les distances géodésiques et réalise
I’échantillonnage directement sur la surface des maillages.
Afin de réduire la complexité naturelle de ce type d’ap-
proches, nous avons implémenté un calcul des géodésiques
basé sur I’algorithme de Dijkstra. De plus, visant princi-
palement le traitement de maillages issus de la CAO, notre
méthode integre une étape de segmentation qui permet de
détecter les arétes saillantes, afin de les préserver durant
I’échantillonnage. Notre algorithme est simple a implé-
menter, et les résultats expérimentaux montrent que notre
méthode produit des nuages de points qui satisfont les ca-
ractéristiques de bruit bleu, permettant d’éviter le replie-
ment spectral, tout en préservant efficacement les caracté-
ristiques géométriques des maillages d’entrée.

Mots Clef
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Abstract

We propose in this paper an original direct Poisson disk
sampling technique for triangular surface meshes. Our
technique is dedicated to CAD models and aims at satis-
fying the blue noise properties while preserving the geo-
metrical features of this kind of models (corners and sharp
features). Our algorithm includes a feature detection step
and a geodesic-based dart throwing technique. In order to
reduce the computation time, the calculation of the geo-
desic distances is based on the well-known approxima-
ting Dijkstra’s algorithm. The proposed algorithm is easy
to implement and experimental results show that our me-
thod preserves efficiently the sharp features and generates
meshes with satisfactory blue noise properties.
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1 Introduction

L’échantillonnage est une étape critique pour tout proces-
sus de numérisation de données. Celui-ci doit étre fait de
maniere pertinente afin d’éviter 1’apparition d’artefacts vi-
suels liés a un éventuel recouvrement spectral, souvent ap-
pelé aliasing [8].

Un échantillonnage basé sur les disques de Poisson produit
une distribution uniforme des échantillons sur une surface
donnée, tout en assurant une certaine irrégularité spatiale.
Cette répartition uniforme et irréguliere des échantillons, la
plupart du temps générée de maniere aléatoire, satisfait les
caractéristiques de bruit bleu et permet ainsi d’éviter 1’ap-
parition d’artefacts liés au probléme du repliement spectral.
Dans le domaine 2D, les caractéristiques de bruit bleu d’un
échantillonnage donné sont vérifiées lorsque le périodo-
gramme (voir [14] pour plus de détails), de formule :
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présente une puissance moyenne spectrale radiale similaire
a la courbe présentée a la figure 1. Considéré comme 1’un
des motifs d’échantillonnage les plus performants pour
de nombreuses applications, la distribution en disques de
Poisson est de nos jours largement répandue en informa-
tique graphique.

FIGURE 1 —Puissance moyenne spectrale radiale d’un bruit
bleu idéal.



Depuis le développement de la fameuse technique de dart
throwing [7], de nombreuses méthodes d’échantillonnage
basées sur la distribution en disques de Poisson ont été dé-
veloppées dans le domaine planaire. Par contre, cela fait
seulement quelques années que des travaux sur ce type
d’échantillonnage sont dédiés spécifiquement aux surfaces.

1.1 Etat de I’art

Les techniques d’échantillonnage en disques de Poisson
d’une surface définie par un maillage triangulaire peuvent
étre classées en trois catégories :

— les techniques basées paramétrisation, qui préferent tra-
vailler dans le domaine 2D ;

— les techniques dites "directes", qui travaillent directe-
ment sur la surface des maillages ;

— les techniques basées sur une relaxation, qui déplacent
sur la surface les échantillons générés afin d’améliorer
un critere de qualité.

Les techniques basées paramétrisation ont été les premieres
développées pour les surfaces [1, 15, 17]. L’idée est de
créer une paramétrisation de la surface dans un espace pla-
naire 2D. Une fois les caractéristiques géométriques et to-
pologiques de la surface initiale exprimées dans 1’espace
2D paramétrique, il est possible d’appliquer sur ce dernier
n’importe quelle technique d’échantillonnage développée
initialement pour des données géométriques 2D. Il suf-
fit ensuite de positionner sur la surface initiale les échan-
tillons obtenus dans le domaine paramétrique pour obte-
nir I’échantillonnage final. Ces techniques ont 1’avantage
d’étre peu complexes (autant que les méthodes 2D), mais
leur efficacité dépend fortement de la paramétrisation uti-
lisée, qui peut générer de fortes distorsions lorsque I’on
plonge les échantillons sur la surface dans I’espace 3D.

La deuxieme catégorie de méthodes pour les surfaces re-
groupe les techniques d’échantillonnage dites "directes"
[4, 5, 6, 12, 24]. Ces techniques proposent d’effectuer
I’échantillonnage en disques de Poisson directement sur la
surface des maillages. En n’utilisant plus de paramétrisa-
tion, on s’affranchit du probleme de distorsion lié a celle-
ci, mais la complexité de 1’algorithme est inévitablement
plus importante. Cette complexité est notamment liée aux
calculs de distances géodésiques effectués sur la surface du
maillage initial. La plupart de ces méthodes s’appuient sur
des techniques directes 2D [10, 11, 14, 19, 20].

La troisieme catégorie de méthodes regroupe les algo-
rithmes basés sur un algorithme de relaxation [18]. Ins-
pirées de I’algorithme de Lloyd [16], et de techniques
d’échantillonnage développées initialement pour le do-
maine 2D [3, 22], ces méthodes ont I’avantage de faciliter
le controle du nombre final d’échantillons sur la surface.
Cependant les maillages résultats produits n’ont pas obli-
gatoirement la méme qualité en terme de bruit bleu compa-
rés a ceux générés par les méthodes dites "directes".
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FIGURE 2 — Mise en évidence de I’intérét de prendre en
compte les arétes saillantes lors d’un échantillonnage. a)
et b) désignent les résultats obtenus sur FANDISK avec
notre méthode, respectivement sans et avec la contrainte de
conservation des saillances. ¢) et d) représentent les erreurs
géométriques introduites par rapport au maillage d’entrée,
pour les maillages a) et b) respectivement.

1.2 Motivations et contributions

L’algorithme que nous proposons a pour objectif de pro-
duire pour une surface donnée, représentée par un maillage
triangulaire, un échantillonnage présentant de bonnes pro-
priétés de bruit bleu, mais aussi préservant les caractéris-
tiques géométriques de la surface originale. Cette tech-
nique est particulierement bien adaptée aux objets de type
CAO qui contiennent généralement des arétes saillantes et
des coins qui peuvent étre altérés ou supprimés par cer-
taines méthodes de 1’état de I’art.

La figure 2 illustre notre problématique : la figure 2.a)
présente un maillage reconstruit apres échantillonnage par
notre méthode sans aucune contrainte géométrique, tandis
que la figure 2.b) présente le résultat obtenu par notre mé-
thode en imposant la contrainte de conservation des arétes
saillantes. En parallele, les figures 2.c) et 2.d) montrent les
erreurs géométriques (calculées avec 1’application MESH
[2]) entre le maillage original et le maillage généré selon
les deux approches. On observe d’importants artefacts au
niveau des arétes saillantes lorsqu’elles ne sont pas conser-
vées, rendant difficile I’utilisation de tels maillages.

Pour pallier aux problemes liés aux méthodes basées
paramétrisation ou relaxation, notre algorithme se base
sur un échantillonnage direct de la surface. Afin d’obtenir
de bonnes caractéristiques en terme de bruit bleu tout en
préservant les caractéristiques géométriques de la surface
originale, notre méthode d’échantillonnage est basée sur
la technique de dart throwing. L’échantillonnage se fera
en priorité sur les arétes saillantes et les zones les plus
courbées de la surface traitée. Pour cela, notre algorithme
inclut une étape de classification pour trier les sommets



de la surface originale selon trois classes : coins, arétes
saillantes et lisses. Le dart throwing se fera ensuite
itérativement et de facon ordonnée sur ces différentes
catégories.

Les contributions de 1’algorithme d’échantillonnage pour
maillages surfaciques présenté dans cet article sont les sui-
vantes :

— un calcul original des rayons des spheres associées aux
échantillons, basé uniquement sur les valeurs de cour-
bures principales ;

— une discrétisation de la surface d’échantillonnage pour
améliorer et accélérer le calcul des distances géodé-
siques ainsi que 1’étape de détection de collisions entre
spheres.

2 Présentation de I’algorithme

Cette section détaille les différentes étapes de notre mé-

thode d’échantillonnage de maillages surfaciques. Par la

suite, nous ne détaillerons que les étapes les moins triviales.

Les notations utilisées dans toute la suite de cette partie

sont désignées ci-dessous :

— M désigne le maillage triangulaire 2-variété, pouvant
étre ouvert ou fermé, et de genre quelconque, que 1’on
souhaite échantillonner ;

— Mgy, désigne le maillage M apres subdivision, rendant
M plus dense et améliorant les résultats finaux ;

— Myina désigne le maillage final obtenu apres échan-
tillonnage, puis triangulation.

Les principales étapes de notre méthode sont les suivantes :

1. Subdivision du maillage initial M générant le
maillage subdivisé Mj,,;, (section 2.1);

2. Classification des sommets de My, en trois classes :
coins, arétes saillantes et lisses (section 2.2) ;

3. Echantillonnage par dart throwing amélioré sur M,
(section 2.3);

4. (Optionnel) Triangulation des échantillons pour
produire le maillage final M ;4.

2.1 Subdivision du maillage initial

La premiere étape de notre algorithme consiste a appliquer
plusieurs itérations de la subdivision midpoint sur M, pro-
duisant le maillage Mj,;. Une subdivision de type mid-
point consiste a subdiviser chaque triangle du maillage ini-
tial indépendement et récursivement, comme illustré a la
figure 3, jusqu’a obtenir un maillage suffisamment dense.
Ainsi pour une itération quelconque, chaque triangle est
subdivisé en ajoutant un nouveau sommet au milieu de cha-
cune de ses trois arétes. Ces trois nouveaux sommets sont
reliés entre eux par trois arétes, ce qui génere ainsi quatre
nouveaux triangles (voir figure 3). L’intérét de cette étape
est d’améliorer la justesse de 1’algorithme de Dijkstra [9]
qui est utilisé pour calculer les distances géodésiques entre

deux points de la surface. En effet, I’algorithme de Dijks-
tra mesure la distance géodésique entre deux sommets d’un
maillage en suivant les arétes de ce dernier depuis le som-
met source jusqu’au sommet destination. Donc plus M est
dense, et plus la mesure de la distance géodésique est pré-
cise, tendant ainsi vers la véritable distance géodésique.

FIGURE 3 — Plusieurs itérations de la subdivision de type
Midpoint. a) Un triangle quelconque du maillage. b) Le
méme triangle subdivisé une premiere fois, les points
oranges sont les nouveaux sommets rajoutés sur chaque
aréte du triangle, on obtient ainsi 4 triangles. ¢) Deuxieme
itération récursive de la subdivision midpoint sur les 4 tri-
angles générés précédemment : les sommets verts sont ra-
joutés sur chacune des 9 arétes produisant au final 4 x 4
triangles.

2.2 Classification des sommets

La deuxieme étape de notre algorithme segmente les som-
mets de M, suivant trois classes. Cette classification gui-
dera par la suite 1’échantillonage afin de préserver les ca-
ractéristiques géométriques de M. Elle est basée sur le vote
de tenseurs normaux [13]. Plus précisement, une matrice
de covariance est calculée pour chaque sommet v de M.
Ses valeurs propres, triées au préalable A\; > Ao > A3 >
0, sont utilisées pour classifier le sommet v suivant trois
classes : la classe coins, la classe arétes saillantes et la
classe lisses, selon I’algorithme 1 suivant :

Algorithm 1 Classification d’un sommet v de Mg,
1: Soient v et B des valeurs prédéfinies ;

2: if A3 < o then

3: if Ay < 3 then

4: v se trouve sur une partie lisse ;
5: else

6: v décrit une aréte saillante ;

7: end if

8: else

9: v est un coin.

10: end if

Cette méthode a 1’avantage de détecter efficacement et
rapidement les sommets placés sur les arétes saillantes.
Il n’est d’ailleurs pas nécessaire de relier ces sommets,
contrairement aux méthodes présentées dans [12, 23, 24]
qui ont besoin par la suite de ces lignes caractéristiques.
Ceci a pour effet de diminuer la complexité de notre algo-
rithme. La figure 4 montre un résultat de cette étape sur le



maillage SOCKET : les points verts représentent les som-
mets qui ont été détectés comme se trouvant sur une aréte
saillante et les points rouges sont ceux détectés comme ap-
partenant a un coin.

FIGURE 4 — Les points verts et rouges correspondent aux
sommets du maillage SOCKET détectés comme apparte-
nant respectivement a une aréte saillante et a un coin.

2.3 Dart throwing amélioré

Principe général de la technique de dart throwing.
Cette section présente le principe général de la technique
de dart throwing. Comme précisé précédemment, 1’échan-
tillonnage régulier d’un signal peut générer de ’aliasing,
et Cook [7] a montré que I’aliasing pouvait étre remplacé
par un bruit de faible amplitude, donc peu génant spectrale-
ment, si I’échantillonnage est réalisé de maniere uniforme
mais irréguliere. La faible amplitude du bruit observé est
due a la contrainte de distance minimale que les échan-
tillons doivent respecter entre eux. L’irrégularité peut étre
obtenue en décalant faiblement les échantillons de leur po-
sition initiale dans une direction quelconque.

Le dart throwing est une des techniques les plus répan-
dues pour obtenir cette grille d’échantillonnage uniforme
mais irréguliere. Dans le cas 2D, le principe est de "lancer"
un échantillon sur la surface de maniere aléatoire (afin de
garantir une irrégularité) et de vérifier que cet échantillon
respecte bien une distance minimale avec tous les autres
échantillons déja positionnés sur la surface. Cette distance
minimale est généralement évaluée a 1’aide d’un disque de
rayon égal a la distance minimale divisée par deux, et placé
autour de I’échantillon lancé. Si ce disque n’intersecte au-

cun autre disque associé a un autre échantillon déja posi-
tionné, alors I’échantillon est conservé, sinon il est rejeté,
comme [’illustre la figure 5 dans le cas 2D.

Echantillon déja positionné

l I @ I ‘ et disque associé bleu
‘ Echantillon accepté et
‘ disque associé jaune

Surface rectangulaire

Echantillon rejeté et
disque associé jaune

FIGURE 5 — Principe du dart throwing sur un plan 2D.

Pour faire un dart throwing efficace, il est nécessaire de

réaliser des intersections les plus exactes possibles afin de

ne pas rejeter un échantillon valide a cause d’une erreur de

mesure de distance entre les échantillons. Le cas 2D im-

pose I'utilisation d’une distance euclidienne pour calculer

ces intersections. Par contre, on peut distinguer deux cas
dans le domaine 3D :

— les maillages sont volumiques. Les distances sont calcu-
Iées selon la norme euclidienne, ce qui revient a tester
des intersections entre spheres (la sphere étant 1’exten-
sion 3D naturelle du disque) ;

— les maillages sont surfaciques. Dans ce cas, utiliser la
distance euclidienne comme base de calculs des inter-
sections est approximatif : voir figure 6. Il est en ef-
fet préférable d’utiliser la distance géodésique : on tes-
tera ainsi des intersections entre plusieurs "portions"
de la surface dans lesquelles chaque point se trouve a
une distance géodésique inférieure au rayon associé a
I’échantillon. Par la suite, ces portions seront dénom-
mées "disques géodésiques".

Cas euclidien Cas géodésique

K4 * Différence avec l'euclidien

Points a une distance  Coupe d’une surface Points a une distance
euclidienne <=Rde s géodésique <=Rdes

FIGURE 6 — Mise en évidence de I’erreur générée par 1’ uti-
lisation de la distance euclidienne (gauche) au lieu de la
distance géodésique (droite). La zone couverte par la dis-
tance géodésique (en vert) comporte beaucoup moins de
points que celle couverte par la distance euclidienne.



Par ailleurs, lorsque 1’on traite les surfaces, il est aussi
possible d’effectuer un échantillonnage "adaptatif”, c’est
a dire prenant en compte la courbure de celle-ci comme
illustré sur la figure 7. Il est en effet inutile d’avoir
autant d’échantillons sur une zone plane que sur une zone
courbée. 11 est plus pertinent de mettre plus d’échantillons
dans les zones courbées afin de rester plus fidele géomé-
triquement a la surface initiale. Dans ce cas, il faut que le
rayon des disques géodésiques dépende de la courbure en
chaque point.

Pour notre algorithme, nous avons choisi d’utiliser les
distances géodésiques, pour étre le plus précis possible,
et aussi de faire un échantillonnage adaptatif, pour étre
géométriquement le plus fidele possible & la surface
originale.

FIGURE 7 — A gauche est présenté un maillage synthétique
composé d’une partie plane et d’une autre sphérique; a
droite les disques géodésiques sur la surface sont présen-
tés. Les disques géodésiques ont une aire plus importante
sur la partie plane (courbure nulle).

Calcul des rayons. Dans notre algorithme de dart
throwing amélioré, les candidats potentiels comme futurs
échantillons de la surface initiale sont les sommets du
maillage M. Cela réduit la complexité, mais n’alteére
pas les propriétés de bruit bleu comme nous le montrerons
a la section 3. Inspiré de [24], et afin de préserver les
caractéristiques géométriques de M, notre algorithme dis-
tribue d’abord les échantillons parmi la classe coins, puis
des que celle-ci est vide parmi la classe arétes saillantes,
et enfin parmi la classe lisses. Contrairement a certaines
méthodes de 1’état de 1’art, notre calcul des rayons des
disques géodésiques associés aux échantillons n’est basé
que sur les valeurs de courbures principales calculées
sur Mg,p,. Ceci permet d’automatiser notre algorithme
et d’éviter ainsi a l'utilisateur de devoir paramétrer un
grand nombre de variables. Le calcul du rayon du disque
géodésique associé a un échantillon est donné ci-dessous :

R — le’ﬂ X (ec'mamXA2 + ecvnin X)\3)’

avec
|M]

Rmin =aX = A -
IT x Ncible

Neipie est le nombre d’échantillons donné par 'utilisateur,
|M| correspond a I’aire totale de M, Ciuin et Chax
sont des parametres (négatifs) permettant de pondérer les
valeurs de courbures et enfin a permet de faire varier le
domaine de valeurs possibles pour les rayons.

Détermination des zones disponibles. La détection des
sommets disponibles pour accueillir un nouvel échantillon
fait aussi partie des améliorations proposées. En effet, [6]
propose un compromis entre temps d’exécution et préci-
sion grice a une approximation de la distance géodésique.
Il propose une mise a jour des zones disponibles pour le
dart throwing par subdivisions successives des triangles
partiellement contenus dans les disques géodésiques asso-
ciés aux échantillons. Cette méthode demande beaucoup
de calculs et une constante modification de la connectivité
a chaque lancer. On peut aussi citer 1’utilisation des iso-
lignes proposées par [12], qui sont calculées par un algo-
rithme exact de distances géodésiques. Nous proposons ici
une approche alternative, facile & implémenter, et peu gour-
mande en temps de calcul. Notre algorithme stocke tout
d’abord tous les sommets de M, dans une liste, ces der-
niers étant tous disponibles pour devenir un nouvel échan-
tillon. A chaque lancer, on utilise I’algorithme de Dijks-
tra pour vérifier s’il y a une collision entre disques géo-
désiques. Si, au cours de la croissance de région partant
de 1’échantillon sur M,,;, tous les sommets rencontrés se
trouvent dans la liste, alors 1’échantillon est valide et fera
partie du maillage final M;y,q;. Dans le cas contraire, il
est rejeté car les disques géodésiques s’intersectent, signi-
fiant que I’échantillon proposé ne respecte pas la distance
minimale imposée.

3 Résultats et discussions

Afin de valider I’efficacité de notre méthode, la figure 8
présente trois maillages reconstruits a partir de nuages de
points générés par notre méthode d’échantillonnage : FAN-
DISK, ROCKER ARM, et SOCKET. Les trois maillages tes-
tés présentent de nombreuses arétes saillantes, et ont cha-
cun un genre différent (respectivement 0, 1, et 7). Nous
pouvons observer que ces objets sont géométriquement
fideles a l’original : le genre est préservé, et les arétes
saillantes et les coins sont parfaitement conservés.

Pour valider la qualité de 1’échantillonnage obtenu, nous
analysons maintenant les propriétés en bruit bleu de ces
trois maillages. Pour cela, nous utilisons I’outil d’analyse
proposé dans [21]. Les résultats obtenus avec cet outil sont
présentés a la figure 9. De gauche a droite sont présen-
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FIGURE 8 — Trois maillages CAO échantillonnés avec notre méthode, puis triangulés. De gauche a droite : FANDISK : genre
0, maillage initial : 6 475 sommets, maillage obtenu : 1 062 sommets, ROCKER ARM : genre 1, maillage initial : 10 000
sommets, maillage obtenu : 1 055 sommets, SOCKET : genre 7, maillage initial : 836 sommets, maillage obtenu : 1 024

sommets.

tés le périodogramme, la puissance moyenne spectrale ra-
diale et I’anisotropie de la grille d’échantillonnage générée
par notre méthode. De plus, pour évaluer I’'impact de la
prise en compte des contraintes géométriques sur la qualité
de I’échantillonnage, nous comparons les résultats obtenus
avec ou sans la contrainte de détection d’arétes (courbes
rouges et bleues, respectivement). Nous pouvons voir que
la puissance moyenne spectrale radiale obtenue quel que
soit I’objet est semblable au cas idéal présenté a la figure
1, validant notre technique de dart throwing amélioré. De
plus, nous observons que cette caractéristique est peu af-
fectée par la conservation des arétes, puisque les courbes
rouges et bleues ont tendance a se superposer.

Concernant I’ anisotropie, les courbes sont constantes a par-
tir d’une certaine fréquence (fréquence de coupure) ce qui
est conforme 2 la théorie . De plus, I’anisotropie tend vers
la valeur d’anisotropie idéale obtenue par la formule ci-
tée dans [21] (valeur non affichée sur les courbes). Ceci
confirme la trés bonne qualité spectrale de notre méthode
d’échantillonnage.

Par ailleurs, on peut constater lorsque le maillage d’entrée
comporte un grand nombre d’arétes saillantes (SOCKET
par exemple) que 1’anisotropie de la grille d’échantillon-
nage obtenue est plus élevée si on choisit de préserver ces
arétes (voir la courbe rouge par rapport a la courbe bleue
sur la figure 9(c)). Ceci est logique car la contrainte de
conservation des arétes saillantes impose un certain aligne-
ment des échantillons sur celles-ci. Ceci revient a privilé-

1. Notons que la partie inférieure a la fréquence de coupure ne doit
pas étre considérée puisqu’elle est constituée de valeurs aberrantes, du
fait de la distance minimale imposée entre les échantillons.

gier des directions particulieres et par conséquent a dimi-
nuer I’isotropie du maillage reconstruit.

4 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté une nouvelle méthode d’échantillon-
nage directe pour maillages surfaciques basée sur les
disques de Poisson et la technique de dart throwing. Les
résultats expérimentaux, prouvent que les grilles d’échan-
tillonnage produites avec notre méthode présentent une
tres bonne qualité géométrique et spectrale. Nous avons pu
montrer que la conservation des attributs géométriques in-
fluence peu les propriétés de bruit bleu des maillages fi-
naux. Ces derniers sont tous 2-variété et de genre identique
aux maillages de départ. De plus, notre algorithme est peu
contraignant puisqu’il ne requiert que deux parametres de-
mandés a I’utilisateur, contrairement a de nombreuses mé-
thodes de 1’état de 1’art. Notre prochain objectif consistera
a analyser en détail la qualité et la fidélité géométrique des
maillages obtenus avec un remailleur basé sur notre tech-
nique d’échantillonnage (aspect des triangles, erreur de re-
maillage géométrique et visuelle, etc.).
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(a) FANDISK.

(b) ROCKER ARM.

(c) SOCKET.

FIGURE 9 — Analyse des propriétés en bruit bleu de trois maillages CAO. De gauche a droite : le périodogramme du résultat
avec préservation des arétes, la puissance moyenne spectrale radiale et 1’anisotropie. Les courbes bleues représentent le cas
ou les saillances ne sont pas conservées lors de notre échantillonnage non contraint ; les courbes rouges représentent le cas
ot notre algorithme d’échantillonnage est contraint a préserver les arétes.



