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Introduction

Programmation par contraintes

Probléme de satisfaction de contraintes (CSP)
@ Un ensemble fini de variables;

@ Une fonction associe a chaque variable son domaine fini, I'ensemble discret
de valeurs auxquelles elle peut étre instanciée;

@ Un ensemble fini de contraintes.

> Une contrainte est une relation logique établie entre différentes variables.
> Elle restreint les valeurs que ses variables peuvent prendre simultanément.

Terminologie
@ Une instanciation assigne une valeur de son domaine a une variable.

@ Une affectation est I'ensemble des domaines courants de toutes les variables.
@ Une affectation est dite consistante si elle ne viole aucune contrainte.
o

Une solution est une affectation totale et consistante.

Optimisation sous contraintes : COP = CSP + fonction objectif f

f est souvent modélisée par une variable.
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Introduction

Problemes d’ordonnancement

Définition
Organiser un ensemble de tiches soumises a certaines contraintes, et dont
|'exécution nécessite des ressources :

@ déterminer leurs dates de démarrage et d’achévement;

@ leur attribuer des ressources;

@ de telle sorte que les contraintes soient respectées.

Des probléemes tres variés
@ TAches interruptibles, durées fixes ...

@ Ressources renouvelables, consommables . ..
@ Contraintes temporelles, fenétres de temps ...

@ Critéres d'optimalité liés au temps, aux ressources, a d’autres colits . ..

Problemes traités
Optimisation de critéres réguliers pour des problémes d'atelier et de fournées.
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Tache ou activité

Définitions
@ Une tiche T; est une entité élémentaire de travail localisée dans le temps par
une date de début s; et une date de fin ¢;.
@ Sa réalisation est caractérisée par une durée positive p;.
@ Une tiche T; peut étre :

> interruptible = s; + p; < ¢;;
»> non interruptible = s; + p; = e;.

@ Fenétre de temps d'une tache T; : [est;, Ict;].

@ Partie obligatoire d'une tiche non interruptible T; : [Ist;, ect;].
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Contraintes temporelles

Contrainte de précédence

Une contrainte de précédence entre deux taches T; et T; est représentable
par une unique inégalité de potentiel.

Définition : T; <X T; & s—e >0 (T; précede Tj).

Contrainte de disjonction

Une contrainte de disjonction entre deux taches T; et T; est satisfaite si les
taches s'exécutent dans des fenétres de temps disjointes.

Définition : T;~T; < (T;T)V(T;XT)).
Arbitrage : déterminer |'ordre relatif entre les deux taches.

Réification : une variable booléenne représente I'arbitrage.
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Contraintes de partage de ressource

Définitions
1. Une ressource est un moyen technique ou humain requis pour la réalisation
d’une tache et disponible en quantité limitée.

2. Une ressource disjonctive ne peut exécuter qu’'une seule tiche a la fois.

Contrainte globale
@ Utiliser I'information sémantique issue de raisonnements sur des sous-pbs.

@ Augmenter I'efficacité du filtrage ou réduire les temps de calcul.
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Résolution d’'un CSP

Déclaration d’'un CSP

disjunctive (71, T2, T3)
T1€[2,9] T»€[3,9] Tse€l0,10]

Processus de résolution

L 1 1 I 1 1 I
— ] T
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Résolution d’'un CSP

Not first/not last

Déterminer si une tiche T; peut &tre ordonnancée avant/aprés un sous-
ensemble de taches (Q :

1. estimer la date de fin au plus t6t ou de début au plus tard des taches de Q;

Processus de résolution

L I 1 1 I 1 ]
— T
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Introduction

Résolution d’'un CSP

Not first/not last

Déterminer si une tiche T; peut &tre ordonnancée avant/aprés un sous-
ensemble de tiches Q :

1. estimer la date de fin au plus t6t ou de début au plus tard des taches de Q;

2. ajuster la fenétre de temps de la tache T; en fonction.

Processus de résolution

N | | | |
|' ______ /l T T T 1 Tl
| 1
[ | | i | | |
e T
1
[ | | | i | | | | | |
e
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Résolution d’'un CSP

Propagation de contraintes
@ La consistance locale ne peut plus réaliser aucune inférence.

@ Le point fixe est atteint.

Processus de résolution

[ | | | |
[ t t t | T3
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Résolution d’'un CSP

Algorithme backtrack avec standard labelling

Sélection de variable : déterminer |'ordre suivant lequel on va les instancier.

Sélection de valeur : déterminer la prochaine valeur du domaine a tester.

Processus de résolution

_ oy
||||T1
1 .
|
] T3
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Résolution d’'un CSP

Algorithme backtrack avec standard labelling

Sélection de variable : déterminer |'ordre suivant lequel on va les instancier.
Sélection de valeur : déterminer la prochaine valeur du domaine a tester.

Backtrack : Remettre en cause la derniere décision.

Processus de résolution
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Résolution d’'un COP

Procédures d’optimisation : résolution d’une série de CSPs.

bottom-up incrémente la borne inférieure /b lorsque le CSP ou obj = Ib est
insatisfiable jusqu'a ce qu'une solution optimale soit trouvée.

top-down résout le CSP ol obj < ub jusqu'a ce que le sous-probléme
devienne insatisfiable.

variantes dichotomiques, incomplétes . ..
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Ordonnancement d'atelier

Définition des problémes de base

Structure d’un atelier
@ Une piece doit étre usinée ou assemblée sur différentes machines.

@ Les taches sont regroupées en n lots constitués chacun de m taches a
exécuter sur m machines distinctes.

@ Chaque machine ne peut exécuter qu'une tache a la fois.

Séquencement des lots

flow-shop : I'ordre est fixé et commun a tous les lots.
job-shop : I'ordre est fixé, mais propre a chaque lot.

open-shop : le séquencement des taches des lots n'est pas imposé.

Minimisation du délai total (Cp.x)-
O/ /Crmax, J//Crmax €t F//Cmax sont NP-difficiles pour m > 3.

@ Sous-ensembles dominants pour d’autres critéres réguliers.

@ Calcul des chemins critiques et des goulots d’'étranglement.
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Ordonnancement optimal d’un open-shop

GP04-01 - Cmax=1281

M3 T30 T32 731
M2 T22
”
4
S
5
o
@
4
4
'EYs T T13
M0 T03 - T00
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300

Techniques d'ordonnancement d'atelier et de fournées basées sur la programmation par contraintes




Ordonnancement d'atelier

Modeéle disjonctif [Roy and Sussman, 1964]

graphe disjonctif G = (7, P, D)
@ T est I'ensemble des noeuds, représentant les taches, Tgstart €t Tend-

@ P est I'ensemble des arcs représentant les contraintes de précédence.

@ D est I'ensemble des arétes représentant les disjonctions.

Arbitrage d’une disjonction
Transformation d'une aréte T; ~ T; enunarc T; 2 Tjou T; X T;.

Propriétés
1. L'existence d'un cycle entraine une inconsistance triviale du probleme.

2. Tout ordonnancement réalisable correspond a un arbitrage complet de G.

. En I'absence d’autres contraintes, il existe un ordonnancement réalisable
dont le délai total correspond a la longueur d'un plus long chemin de G,
appelé chemin critique.

4. lci, le calcul des chemins critiques peut étre réalisé en temps polynomial.
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Construction d’un graphe disjonctif
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Arbitrage complet d’un graphe disjonctif
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Etat de I’art sur le probléeme d’open-shop

Méthodes exactes
@ [Brucker et al., 1997] : rech. arborescente complexe (arbitrages multiples).

® [Guéret et al., 2000] : rech. de Brucker avec retour arriére intelligent.
@ [Dorndorf et al., 2001] : rech. de Brucker avec tests de consistance.

@ [Laborie, 2005] : rech. arborescente pour I'ordonnancement cumulatif.
@ [Tamura et al., 2006] : encodage du COP en un probléme SAT.

Méthodes approchées
@ [Prins, 2000] : algorithme génétique.
@ [Blum, 2005] : optimisation par colonies de fourmis.

@ [Sha and Hsu, 2008] : optimisation par essaim de particules.

Motivations
@ L’absence de séquencement des lots augmente la combinatoire (open-shop).

@ Proposer une approche top-down simple et compétitive.
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Algorithme de résolution

Composantes clés
1. Calcul d'une solution initiale.
»> La qualité de la premiére solution découverte a une importance cruciale.
2. Modeéles Light et Heavy.

3. Redémarrages avec enregistrement de nogoods.

Un algorithme simple
@ Nombre restreint de composantes.

@ Composantes disponibles dans plusieurs solveurs.
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Modéles Light et Heavy

Modeéle Light
@ Contraintes de précédence.

@ Contraintes de disjonction « réifiées ».

Modele Heavy
@ Contraintes de précédence.

@ Contraintes de disjonction « réifiées ».

@ Contraintes globales disjonctives sur les jobs et les machines.
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Modéles Light et Heavy

Modeéle Light
@ Contraintes de précédence.

@ Contraintes de disjonction « réifiées ».

@ Stratégie de branchement slack/wdeg : arbitrage déterministe d'une
disjonction choisie par apprentissage.

Modele Heavy
@ Contraintes de précédence.

@ Contraintes de disjonction « réifiées ».
@ Contraintes globales disjonctives sur les jobs et les machines.

@ Stratégie de branchement profile : arbitrage randomisée d'une disjonction
entre deux taches participant majoritairement a un pic de demande
probabiliste (ressource — instant ).
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Ordonnancement d'atelier

Nouvelle heuristique d’arbitrage : slack/wdeg

slack

Sélectionner une variable bjj<x dont la somme des tailles des fenétres de
temps est minimale :

(Istyj — estj + 1) + (Istu — esti + 1)

wdeg

Sélectionner la variable dont le poids pondéré des contraintes est maximal.
@ Le poids d'une contrainte est initialisé a la valeur de son degré.
@ Il est incrémenté a chaque fois qu'elle déclenche une contradiction.

@ Le degré des variables bjj<j est unitaire.

slack/wdeg

Sélectionner une variable bj<y dont le quotient du « domaine » sur le degré
pondéré est minimal.
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Techniques de redémarrages

Politiques de redémarrage

Luby(1,2) :1,1,2,1,1,2,4,1,1,2,1,1,2,4,8,... [Luby et al., 1993]
Walsh(1, 2) : 1,2,4,8,16,32,64,... [Walsh, 1999]

Enregistrement de nogoods [Lecoutre et al., 2007]
@ L’exploration accomplie durant une étape est totalement mémorisée.

@ Cette partie de |'arbre de recherche ne sera plus visitée lors des étapes
suivantes.

Diversification de la recherche
Requiert un élément de randomisation ou d’apprentissage.
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Expérimentations sur I’'open-shop

Jeux d’instances (> 6 X 6)
@ Taillard : 40 instances entre 7 X 7 et 20 X 20.

> Preuve d'optimalité : OPT = LB.
> Les métaheuristiques ferment le jeu d'instances.

@ Brucker et al. : 26 instances entre 6 X 6 et 8 X 8.

@ Guéret-Prins : 40 instances entre 6 X 6 et 10 x 10.

Motivations
o Evaluation des différentes composantes de I'algorithme.

@ Comparaison des modeéles Light et Heavy.

@ Comparaison avec les approches de I'état de I'art.

Protocole
@ 20 exécutions de I'algorithme.

@ Solveur PPC : choco et mistral.

@ Deux grilles de calcul avec des machines Linux.
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Redémarrages
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Enregistrement des nogoods
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Redémarrages avec enregistrement des nogoods
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Comparaison des modéles Light et Heavy

Modeles robustes

Ils résolvent toutes les instances pour toutes les exécutions.

Différences pendant la résolution
@ Le modeéle Light est plus rapide.

@ Le modeéle Heavy visite moins de nceuds.

Complémentarité des contraintes et du branchement

@ Light + profile : la qualité de la courbe de demande probabiliste est
dégradée, car les fenétres de temps sont plus larges.

@ Heavy + slack/wdeg : les contradictions relevées par les contraintes globales
perturbent I'apprentissage des poids des disjonctions.

Light Heavy Light-profile Heavy-slack/wdeg

T n T n t n t n

hard1l | 286.1s  1.3M | 4289s 0.4M | 17743  2.5M | 806.6
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Comparaison avec les approches de I'état de l'art

Métaheuristiques

@ Certains optimums ne sont découverts par aucune métaheuristique.

Name | Heavy | ACO PSO
tai20-* t 103.6s 52.0s 35.1s
gpl0-* t 13.1s 567.1s 367.3s

Méthodes exactes

@ Par rapport aux nétres, les résultats de [Laborie, 2005] semblent :

> Instances de Taillard : pas de résultats;
> Instances de Brucker : comparables;
> Instances de Guéret-Prins : Iégérement moins bons.

0 [Tamura et al., 2006]

hardll | Light Heavy | SAT

t | 286.1s

428.9s | T >>2843.5s
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Conclusion sur les problemes d’atelier

Contributions
@ Algorithme simple, flexible, robuste et générique.

» |dentification des composantes clés de I'algorithme.
> Modéles Light et Heavy.
»> Problémes d'open-shop et de job-shop.

@ Nouvelles heuristiques d’arbitrage basées sur les domaines et degrés.

@ Réflexion sur I'implémentation du modéle disjonctif dans un solveur
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Taches

Chaque tache j est caractérisée par sa durée d'exécution pj, sa date échue
d;, et sa taille s; (les tailles des tiches ne sont pas identiques).

Machine a traitement par fournées

Elle peut exécuter simultanément plusieurs taches dans une fournée :
@ aucune tiche n'est ajoutée ou retirée d'une fournée pendant son exécution ;
@ la somme des tailles des jobs d'une fournée ne dépasse pas sa capacité b;
@ la durée d’exécution d'une fournée est égale a celle de sa plus longue tache;

@ la date de fin C; d'une tache j est la date de fin de sa fournée.

Hypothese
Les taches et la machine sont disponibles depuis I'instant 0.

Minimiser le retard algébrique maximal L. = maxi<;<,(C; — d})
1|p-batch; b < n; non-identical|Lmax est NP-difficile.
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées
Ordonnancement optimal de fournées
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Etat de I'art

Problémes de fournées [Potts and Kovalyov, 2000]
@ Premiers travaux : complexité et algorithmes d’approximation.
@ Critéres d’optimalité dépendant des dates d’achévement (Cpax, Z G,
Z w; C;) : les taches ont quelquefois des tailles différentes.

@ Critéres d'optimalité dépendant des dates échues : les tiches ont
généralement des tailles identiques (s; = 1).

@ [Vilim, 2007] : algorithmes de filtrage pour un probléme de fournées s-batch
avec des familles de tiches et des temps d'attente dépendant de la séquence.

1|p-batch; b < n; non-identical| L max
@ PLNE basée sur le placement et le séquencement [Daste et al., 2008b].

@ Branch-and-price (probléme maftre de séquencement) [Daste et al., 2008a].

Motivations
@ Proposer un modeéle PPC exploitant la décomposition naturelle du probleme.

@ Appliquer des techniques de filtrage basé sur les colits.
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Principe de la décomposition

Placement des jobs dans les fournées

Le probléme de placement (bin packing) a une dimension est NP-Complet :
soit n articles (taches) caractérisés chacun par une taille positive s; > 0
et m conteneurs (fournées) caractérisés par une capacité b, existe-t'il un
placement des n articles dans les m conteneurs tel que la somme des tailles
des articles dans chaque conteneur reste inférieure a la capacité b?

Minimisation du retard algébrique maximal des fournées sur une machine
Le probléme 1||Lmax, peut étre résolu en temps polynomial :

un ordonnancement optimal est obtenu en appliquant la regle de Jackson
(earliest due date (EDD-)rule) qui séquence les taches en ordre non décrois-
sant de leur date échue.
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Modélisation des fournées

Constraintes
@ Contraintes ensemblistes sur les durées et les dates échues des fournées.

@ Contrainte globale de placement a une dimension : pack [Shaw, 2004].
@ Contrainte globale d'optimisation de la séquence : sequenceEDD.
°

Contraintes basiques d'élimination de symétries sur le placement des taches.
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Algorithme de résolution

Structure d’une solution
@ Un placement réalisable des taches dans les fournées.

@ Le retard algébrique maximal des fournées sur une machine.

Algorithme de recherche
@ Procédure d'optimisation : top-down.
@ Algorithme backtrack sans redémarrages.
@ Méthode de séparation : standard labelling n-aire.

> Sélection de variables : complete decreasing.
> Sélection de valeurs : first fit, best fit, batch fit.

@ Elimination dynamique de symétries sur le placement des taches.
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Description de la contrainte globale sequenceEDD

Définition

la contrainte globale sequenceEDD assure que la valeur de la variable Lax
soit le plus grand retard algébrique de la séquence de fournées ordonnancées
en suivant la regle EDD.

Raisonnements liés a la satisfiabilité

Aucun, toutes les séquences de fournées sont réalisables dées lors que le pla-
cement des taches est consistant.

Raisonnements liés a I'optimalité
@ L'idée principale est de déduire des contraintes primitives a partir des
informations sur les colits des affectations.

@ sequenceEDD utilise une relaxation vers un probleme a une machine.
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Reégles de filtrage

Relaxation

@ Une instance /(.A) du probléme 1||Lmax est construite a partir d'une
affectation A, puis ordonnancée en suivant la régle EDD.

@ Le retard de la relaxation ne décroit jamais aprés une décision et converge
vers la valeur de I'objectif au cours de la recherche.

Reégles de filtrage simples (O(n))

FF : appliquer la relaxation aprés le placement des taches.

LF : appliquer la relaxation a chaque noeud de I'arbre de recherche.

Régles de filtrage basé sur les coiits (O(n?))

AF : Restrictions sur le placement des taches.
PF : Restrictions sur le nombre de fournées non vides.

1. Augmenter le retard en fonction des nouvelles fournées nécessaires.
2. Réduire le nombre de nouvelles fournées pour satisfaire les codits.
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Placement d’une tache (AF)

Reégle de filtrage basé sur les coiits

1. Calculer le coiit marginal du placement de la tiche j dans la fournée k.
2. Additionner le colt marginal et le retard algébrique de la relaxation.

3. En cas de dépassement du coflit, interdire le placement.

Calcul du coiit marginal (p; > p«)

| P ]

Contribution algorithmique
Un algorithme réduit la complexité de O(n®) 3 O(n?).
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Placement d’une tache (AF)

Reégle de filtrage basé sur les coiits

1. Calculer le coiit marginal du placement de la tiche j dans la fournée k.
2. Additionner le colt marginal et le retard algébrique de la relaxation.
3. En cas de dépassement du coflit, interdire le placement.

Calcul du coiit marginal (p; > p«)

| P |

\\_/

dj<dk
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Placement d’une tache (AF)
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C e —
d;j < dk . il (i)
H p ] | |

Contribution algorithmique
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Expérimentations

Jeu d’instances
200 instances générées aléatoirement (n € {10, 20,50, 75,100}).

Motivations
o Evaluation des régles de filtrage.
@ Evaluation des heuristiques de selection de valeur.
@ Comparaison avec :

> un modéle PLNE [Daste et al., 2008b] ;
> un branch-and-price [Daste et al., 2008a].

Protocole
@ Solveur PPC : choco.

@ Solveur PLNE : llog Cplex 11.2.1.
@ Grille de calcul avec machines Linux (Proc 2.4 GHz, RAM 48 GB).
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Evaluation des régles de filtrage

Comparaison des temps de résolution (n <= 50)
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Comparaison avec un modele PLNE

Comparaison des temps de résolution (n <= 50)
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Comparaison avec un modele PLNE

Comparaison des écarts a la borne inf. (n > 50)
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Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Comparaison avec un branch-and-price

n =20

B&P 55 % des instances résolues avec une limite de temps d'une heure.

PPC 100 % des instances résolues en moins d'une seconde.

n =50

B&P 8 % des instances résolues avec une limite de temps d'une heure.

PPC 95 % des instances résolues avec une limite de temps d'une heure
avec un temps moyen de résolution £ < 100s.

Techniques d'ordonnancement d'atelier et de fournées basées sur la programmation par contraintes

43/



Ordonnancement d'une machine a traitement par fournées

Conclusion sur les problemes de fournées

Contributions
@ Exploitation de la décomposition naturelle du probléme.

@ Contrainte globale pour |'optimisation exploitant une relaxation polynomiale
basée sur un probleme d’ordonnancement a une machine.

@ Stratégie de recherche et heuristique de sélection batch fit.
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Plan

© Implémentation dans le solveur de contraintes choco
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O Implémentation dans le solveur de contraintes choco

7™ JA Solveur choco

Un solveur de contraintes sous licence libre

http://choco.mines-nantes.fr/

Motivations

Scientifique : diffuser le travail réalisé et susciter des collaborations.

Technique : participer au développement d'un projet open source.
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O Implémentation dans le solveur de contraintes choco

A Module d’ordonnancement sous contraintes

TaskVariable
makeTaskVar(...); makeTaskVarArray(...);

Constraint

//Temporelles

precedence(taskl, task2, delta);

precedenceDisjoint (taskl, task2, dir, fwd, bwd);
//Partage de ressource

disjunctive(tasks[], usages[], uppBound);

cumulative (tasks[],heights[],usages[],consumption,capacity,uppBound)
//Allocation de ressource (en développement)
useResources(task, k, resources[]);
useResourcesGeq(task, k, resources[]);

//Placement

pack(itemSets[], loads[], bins[], sizes[], nbNonEmpty) ;

Prétraitement d’un modéle (reformulation)

Construction automatique et modulaire du modele disjonctif a partir des
fenétres de temps, des contraintes temporelles et de partage de ressource.
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O Implémentation dans le solveur de contraintes choco

7™/} Eléments du solveur

Stratégies de recherche (BranchingFactory)
@ Ordonnancement : profile, setTimes.
@ Domaines sur degrés : (dom | slack | preserved)/(deg | ddeg | wdeg)

> Standard labelling binaire ou n-aire.
> Calcul incrémental des poids ou non.

@ Placement : complete decreasing (first | best | worst) fit + symétries.

Algorithme de recherche (Solver)

//Politiques de redémarrage

setRestart(boolean restart);

setGeometricRestart(int base, double grow, int restartLimit);
setLubyRestart (int base, int grow, int restartLimit);
//Enregistrement de nogoods
setRecordNogoodFromRestart (boolean record) ;

//Procédures d’optimisation (en développement)
Configuration.BOTTOM_UP;
Configuration.INIT_DESTRUCTIVE_LOWER_BOUND;
Configuration.INIT_SHAVING;
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Problémes d’atelier : JOPT09, CP09, JoC11

@ Algorithme simple, flexible, robuste et générique.
@ Modeles Light et Heavy.

@ Heuristique d’arbitrage basées sur les domaines et degrés : slack/wdeg.

Problémes de fournées : JOPT10, CPAIOR11, EJOR

@ Modele basée sur une décomposition naturelle du probleme.

@ Contrainte globale pour I'optimisation exploitant une relaxation polynomiale.

Solveur choco : CP10
@ Module d'ordonnancement et de placement a une dimension.

@ Allocation de ressources.
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Conclusion et perspectives

Perspectives

Court terme
@ Application a d’autres problemes d’atelier.

> [Grimes and Hebrard, 2010, Grimes and Hebrard, 2011].
> Application a d’autres problémes de fournées.

> Heuristiques de sélection basées sur les colits.

Moyen terme
@ Contraintes de partage de ressource :

1. Adapter dynamiquement les propagateurs;
2. Améliorer I'apprentissage des poids pondérés des variables.

> Relaxations basées sur les problémes a machines paralléles.

Long terme
@ Structure disjonctive.

m Allocation de ressources.

m Contraintes souples.
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Une derniére fournée pour la route ...

Nombre de fournées (PF)

Régles de filtrage basé sur les coiits
@ Mettre a jour le coiit associé au nombre minimal de fournées.

@ Réduction du nombre maximal de fournées en cas de dépassement des colits.

Exemple avec 3 taches et 2 nouvelles fournées
@ Insertion de nouvelles fournées consistuées d'une unique tiche.

@ Tris:pp<pp<psetdi <dr < ds

di d> d3
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