Informatique théorique

o Séance 3
o Dénombrement et suites récurrentes
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Plan du cours

1- Notion de dénombrement
2- Permutations

3- Arrangements

4- Combinaisons

5- Suites récurrentes
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I- Dénombrement : notion

o L'étude des nombres de permutations, d’arrangements, de
combinaisons ou de partitions, s’appelle traditionnellement
en mathématiques I'analyse combinatoire.

o Elle est omniprésente en informatique :La résolution de
nombreux problémes consiste en

= |'énumération exhaustive des possibilités pour ensuite
= décider pour chacune si elle est solution ou non au probleme.
Et avant d’énumérer, il est prudent de dénombrer.
o Plusieurs autres raisons a cette omniprésence :
= codage des données en binaire

propriétés combinatoires des structures de données

programmation itérative ou récursive

estimation du temps de calcul des algorithmes en fonction de
la taille des entrées
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I- Dénombrement: exemple du temps de
calcul

o Par exemple, on considére un programme
qui va lister toutes les parties d’un
ensemble E a n élements. Il y en a 2".

O Supposons pour simplifier que pour
calculer et afficher une partie, l'ordinateur
prenne une p-seconde (106 s) :

18 o EL 48 G O

Temps | 1 &3 | 1,824 (2,028 | 270 | 12,7 | 35,7 | 20

L+ H mr jouara aea mlawlm

DUT Informatique Informatique théorique 4




I- Dénombrement: exemple du voyage
de commerce

O Toutes les villes d’une région sont reliées deux a
deux.

o Le VRP habite dans I'une et doit visiter plusieurs
clients, se trouvant dans chacune des villes
voisines.

o On cherche le chemin le plus court lui permettant
de parcourir toutes les villes avant de retourner
dans la sienne.

o On pense a un algorithme naif :

= on énumeére tous les parcours possibles
= on sélectionne le plus court.

o Le seul hic est gue pour n un peudc_|rand
réponse de l'ordinateur peut pren des
années ou des siecles !
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11- Permutations : définition

o Soit E un ensemble fini a n éléments. On appelle
permutation p de E toute bijection de E dans E.

o Le nombre de permutations de E est égal a n!

= Ily a (n>1):n choix pour le 1er élément de la
permutation,

n-1 choix pour le 2nd

2 choix pour I'avant dernier

1 seul pour le dernier.

On multiplie le nombre de toutes ces possibilités, soit :

n!

o Une permutation est aussi une suite ordonnée
sans repetition ni omission d’elements de E.
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IT- Permutations : Factorielle (2)

o L'ordre de grandeur de la factorielle est nn.

o Une approximation de la factorielle est donnée
par la formule de Stirling

P= W
o Exemple " 2an (i L+ L

= L’algorithme précédent doit énumérer toutes les
permutations des villes du voisinage.

= Pour n villes, il y a n-1 villes voisines donc (n-1)!
Farcours d’ou un temps d’exécution excessif de

‘algorithme.
o A ce jour, on ne connait pas d'algorithme
permettant de résoudre ce probleme en un temps
acceptable quand n est trés grand.

DUT Informatique Informatique théorique 7

II1- Arrangement : notion

o Soit E un ensemble fini a n éléments. On appelle
arrangement de p éléments de E avec p<n toute suite
ordonnée et sans répétition de p éléments de E.

o Nombre d'arrangements de p éléments (p+0) de E :

ﬁtF‘ _ n |

n in-pil
a
= Par convention, A =1

= Un arrangement de p éléments pris parmi n peut étre vu
comme les p premiers éléments d'une permutation de n
elements.

= Chaque arrangement de p éléments donne donc lieu a (n-p)!
permutations.

o Exemple
= Pour 12 chevaux au départ, il y a 1320 tiercés possibles.
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ITI- Arrangement: avec répétition

o Soit E un ensemble fini a n éléments. On ap eIIe
arrangement avec ré et|t|on de p éléments
toute application de ..,p} dans E.

o On en compte le nombre d’arrangements : np
Il y a : n choix pour le 1er élément
n choix pour le 2d

n choix pour le p iéme.
On multiplie le nombre de toutes ces possibilités, soit:
ne.

o Exemple : Combien existe-il d’octets ? 28,

o On peut en déduire le nombre d’entiers de t¥
byte, short, int et long en Java, sachant qu’ils
sont codés sur 1, 2,4 et 8 octets.
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1V- Combinaisons: notion

o On appelle combinaison de p éléments pris parmi n
éléments dans E toute partie de E a p éléments.
= Sauf avis contraire, les combinaisons sont sans répétition.
o Nombre de cpmhinaicnns de p éléments pris parmi n :

n = plin-p)!

o Une combinaison ne tient pas compte de |'ordre des
eléements ainsi un arrangement de p éléments pris parmi n
donne lieu a p! combinaisons.

o Exemple

= On pourrait vérifier que la somme du nombre des
combinaisons pour les p variant de 0 a n redonne bien 27, le
cardinal des parties de E.
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IV- Combinaisons: propriétés

o Par convention, Cp =e pour tout p<0 ou
p>n. p .
o Il est immédiat que G = G4

o Triangle de Pascal
Le triangle de Pascal est un

arrangement géométrique des
coefficients binomiaux dans un
triangle. A la ligne i et colonne j

| (0 <j <) est placé le coefficient
binomial

bbb b [ e [
= LA e |l [P |
[ b= =

= @ fua [

i Maa ==

o @ @ e

Ll =

LI I, [, )

=

% Exemple i=2 :

L+ 1)2 = 1x2 + 2X + 12
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IV- Combinaisons: propriétés (2)

o Les Cﬁ ont aussi appelés les coefficients binomiaux. IIs
sont obtenus aprés développement du bindme de Newton
(a+ b0 = Xasoe C:] gt bt
o Preuve : par Récurrence sur n
= n=0, (a + b)=1 .
m n=1,a+b =G a0 +Ciabo
= on suppose |I'égalité vraie a l'ordre n.
= Calculons a l'ordre n+1 :

= (a+b)"*! = (a+b)" (a+b) = (Zoggn [:1 aibni) (a+b) par hyp.réc.

i 1
= ZOgign[:] ai+tipn-i (a+b)+zn<i<n[n aipn+1-i
= Le coefficient de ai bn+1- pour 1<i<n est C;'_li_ (O
= Celui de an+1 est (=C3

= et celui de bn+1 est bien  (;=C.,
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IV- Combinaisons: avec répétitions

o Soit E un ensemble fini a n éléments. On appelle
combinaison avec répétition de p éléments pris parmi n
éléments de E toute application f de E dans {1,...,p} qui
verifie f (el) + ... + f(en) = p

o On en dénombre [" ot
Errs
o C'est aussi le nombre de solutions entieres de |'équation
X, + .. +X,=p
o Exemple

= Sur |'alphabet {a,b,c}, on associe a chaque mot I'ensemble
des lettres qui le ‘constituent.

= Ily a 9 mots de 2 lettres : aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc et
ensembles associés [a,a], [a b] [a c], f ﬁ [b, c] [c c]

= On considére les occurrences |w|,, |w|b et [w|. de chaque

lettre.
= La somme des occurrences est bien égale a la longueur du
mot.
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IV- Combinaisons: avec répétitions (2)

o Pour dénombrer les combinaisons avec répétition de p

éléments pris parmi {e;, ... ,,}, on a recours au calcul

suivant :

= On considére n+p-1 emplacements pour y placer n-1
marqueurs.

= Le nombre d’emplacements vides entre les iéme et (i+1)éme
marqueurs indique le nombre de répétitions de I'élément e, ;.

= Celui avant le premier marqueur indique le nombre de e,.

= Celui apreés le (n-1)éme et dernier marqueur indique le
nombre de e,.

= il y a bien ':ruls ) possibilités.
.

o Exem le : Les 6 groupes de 2 lettres
b] [a,c],[b,b],[b,c] et [c,c] sur {a,b,c} se
ematlsent ainsi :
m [aa] __JJ[ab]l _~_J[ac]l_+_
m [bbly__~[becld_~_[celdd__
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IV- Combinaisons: nombre de partitions

O Soit E un ensemble fini a n éléments. On effectue une partition
?e)E en k ensembles non vides (F.). . -Idp cardinaux respectifs
Ni)osisk S | I

o Nombre de partitions possible ™ ' Mz ! - !

o Preuve par récurrence

= k=1:(n!)/nl,

= k=2:(n!)/nl: ||2|

Sinl=m et n2=n-m: —(nl)/m'(nm)' ok.

= On suppose la propriété vraie a I'ordre 2 et a I'ordre k. A-t-on le
nolmbreld?e partitions en k+1 classes ((E)ocws+1 €9ala (n!) / ng! ...
Nyt Nigye1*

= Considérons les partitions en (E;, E;, ..., Ec U Ey,;) il y en a, par
hypothése de récurrence :

(n!) 7/ xqb e (X + Xiee )!

= Par hypothese de récurrence, le nombre de possibilités de répartir les
éléments de X, U Xi,1 en X, et X, est (X, + Xep1)! / X' Xpea1!

= Il reste a multiplier ces possibilités.
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1V- Combinaisons: Coefficients multi-
nominaux

On note ["nls "2e " le nombre de partitions d'un ensemble E a n
élémentz en k ensembles non vides (Ejlgeis de cardinoux respectifs
(1 Dz ke -

n,n n m!
e - e =
EnL My I Mz I My, I

Ce nombre est appelé coefficient multinomial. Il apparait en effe
dans le développement :

I: .1-':1 + .1-':2 + .+ :(k = Eﬂhri_—_ﬂk:r Crrljl_ nZ ----- nk :':lnl Klnl — Kkrk
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IV- Combinaisons: Exemple

o Considérons 50 invités a un banquet.
Combien y a-t-il de facons de les répartir
par tables, sachant qu’il y a 3 tables de 8
personnes, 2 tables de 11 et 1 table de 47
= On cherche ici en fait le hombre de partitions

d’'un ensemble a 50 éléments en 6 parties non

vides de cardinaux respectifs 8,8,8, 11, 11 et
4,

= La répartition par tables achevée, on pourrait
encore se demander combien y a-t-il de
possibilités de disposer les invités...
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V- Suites récurrentes : motivation

o Les relations de récurrence munies de conditions
initiales permettent de définir des suites de
nombres.

o En informatique, elles proviennent
essentiellement :
= des définitions inductives
= des stratégies du type « diviser pour régner!» ( divide

and conquer) utilisant la récursivité.

o exemple : la dichotomie
= Les équations de récurrence sont aux mathématiques

discretes ce que les équations différentielles sont aux
mathématiques continues.

o On peut les résoudre par différentes techniques
selon les types de récurrence.
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V- Suites récurrentes : Exemples

o Définition inductive de I'ensemble E des mots sur
I'alphabet {0,1} n‘ayant pas de 0 consécutifs.
= (B) ¢ €E, OcE
m (I) sim €E alors m1 €E et m10 €E

o Remarque : cette définition n‘est pas ambigué !

o On cherche la fonction de comptage des mots de
longueur n.
m Pour obtenir un mot de longueur n avec n>1,
soit on ajoute un 1 a la fin d’'un mot de longueur n-1
soit on ajoute 10 en fin d’'un mot de longueur n-2
m Donc pour n>1 : f(n) = f(n-1) + f(n-2)
Conditions initiales : f(0) = 1, f(1) = 2.
Il reste a résoudre I’équation de récurrence...
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V- Suites récurrentes : Exemples (2)

o Ensemble A des additions booléennes sur I'alphabet {0,1,+} :
= (B)O€A 1A
m (I)siuveAalorsu+veA

O Remarque : cette définition est ambigué ! Attention !

o Fonction de comptage g. Si n est pair, g(n) = 0 (par induction).
= On a la condition initiale g(1) = 2.
= Pour construire un mot de longueur n, n=2k+1 et k>1 :
Soit on prend un u de longueur 1 et un v de longueur 2k-1
Soit on prend un u de longueur 3 et un v de longueur 2k-3

)

Soit on prend un u de longueur 2k-1 et un v de longueur 1
= On a envie décrire que g(n) = ;.4 9(2i-1) g(n-2i)
= C'est faux !
o On a voulu «coller» a la définition inductive, mais elle est ambigué
et du coup, on a compté plusieurs fois certains mots...
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V- Suites récurrentes : Exemples (3)

o raZFJ_JeIIe de définition ambigué de I'ensemble A des
additions binaires sur l'alphabet {0,1,+7} :
m (B)0OeA 1A
m (I)siu,v e Aalorsu+v e A
o e Donnons une autre définition inductive, non ambigué
cette fois :
m (BY)0OeA 1A
m (IYsiue Aalorsu+0 € Aetu+l € A
o Quelle est la fonction de comptage g ?
= conditions initiales :
g(0)=0
g(1) =2
= pour n>1, g(n) = 2.g(n-2)
on reconnait une suite géométrique: n=2k+1, k>0, g(n)=2k+1
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V. Suite(s) de Fibonacci

L F_'|_=F2= 2 ] ?

Léonard de Pise, dit Fibonacci

» F; =20 A ¥ A Y A Y A ¥ LI 4

« en fait, pour|n>2, F, = F _, + F,_;
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(1175-1240). Le plus grand
» F5=4 Mathématicien du Moyen-Age.
« F. =0
« F5 =10 v
« F; =16 v
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V. Suite(s) de Fibonacci (2)

o SiFl=0etFl1=1, on a pour tout n:

e 1 ((1eV5 (V5 )
\5 2 2

o Ceci est le terme général de la suite, c’est-a-dire la valeur
de F, en fonction de n seulement. Pour I'obtenir, il faut
résoudre |I'équation de récurrence.

o Comment ? Ca dépend du type de I’équation. On
distingue:

= les équations linéaires, comme dans le cas des deux
exemples présentés

m les équations polynomiales

= les équations non polynomiales.
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V. Suite(s) de Fibonacci (3)

o Dans une relation de récurrence, le terme T(n) est fonction
d’un certain nombre de termes précédents :

T(n) = £ ({T(p), ng=p<n})

o Si ng = n-k, on dit que la relation de récurrence est d’ordre
K.

= Si T(n) ne dépend que de T(n-1), on parle d’ordre 1.

= Si T(n) dépend de T(n-1) et T(n-2), on parle d’ordre 2.
o Si pour tous les termes T(p), p<n interviennent dans T(n),

on parle de relation de récurrence compléte.

o Quand f est une combinaison linéaire des T(p), on parle de
relation de récurrence linéaire.
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V. Simplification d’une relation de
récurrence

o Une équation de récurrence non linéaire
peut étre ramenée a une relation linéaire
par passage au logarithme.

o Par exemple, a l'ordre 1, T(n) = a(n) (
T(n-1))P devient: S(n) = log, ( T(n) )
= S(n) = log, (a(n) (T(n-1) )p)
= S(n) =log, (a(n) ) + p log, ( T(n-1) )
= S(n) =log, (a(n) ) + p S(n-1)

o Il ne reste plus qu’a résoudre I'équation
linéaire puis a,effectuer I'opération
inverse: T(n) = 2 s(M
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V. Simplification d’une relation de
récurrence (2)

o L'idée pour résoudre une équation de récurrence
compléte est de réduire son ordre.
T(n) =a + b(n) + c(n) o<y T(i)

o Une telle relation peut étre ramenée a une
relation linéaire en effectuant la différence des
termes T(n) et T(n-1).

T(n) - T(n-1) = a + b(n) + c(n) 2y, T(i) - a -
b(n-1) - c(n-1) 2pq<n-q T(0)
o Si c(n) est constant et égal a ¢, cela donne :
m T(n) - T(n-1) = b(n) - b(n-1) + c T(n)
= T(n) (1-¢) = b(n) - b(n-1) + c T(n-1)
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V- Equations linéaires d’ordre 1

T(n) = a(n) T(n-1) + b(n)
o On utilise la technique de sommation de plusieurs
équations de récurrence.
o Apres calcul et simplification, on obtient le terme
général.
o Différents cas de figures se présentent, selon
que:

= a(n) est constant et b est nul, on a alors affaire a une
suite géométrique

= a(n) = 1, a(n) est constant ou non
= b(n) est constant ou non.

o On va étudier cette technique directement sur
des exemples. Ils ont valeur de généralité.
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V- Résolution d’une équations linéaires
d’ordre 1

o On trace n droites (2 a 2 sécantes) dans le plan.
Elles délimitent un ensemble de régions finies ou
infinies.

o Quel est le nombre de régions T(n) ainsi
délimitées ?

T0)=1,T(1)=2,T(2)=4,T(3) = 7...

On réalise que T(n) = T(n-1) + n.

(cas a(n) = 1 et b(n) dépend de n)

T(n) = T(n-1) + n

T(n-1) = T(n-2) + n-1

T(n-2) = T(n-3) + n-2

T(1) = T(0) +1
oT(n)=T0O)+ 3,1 =1+n(n+1)/2
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V- Résolution d’une équations linéaires

d’ordre 1

oJeu des tours de Hanoi

1= I I (- T

2 x T(n-1)

Sl l LAl #e
Ll s T
o N N -

o T(0)=0,T(1)=1,T(2) =3, T(3) = 7...

o On réalise que n>0, T(n) = 2 T(n-1) + 1.
(cas a(n) = 2, b(n) = 1, a(n), b(n) ne dépendent pas de n)
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2Tn1) +1
(2 T(n-2) + )= 2
(2 T(n-3) + Ly= 22

(2 T(@) + 1y= 201

20 T(0) + Egsyzn12t
2n-1

V- Résolution d’une équation de
partition

o Appelons T(n) le nombre de comparaisons nécessaires a la
recherche dichotomique d’un élément dans un tableau trié de
taille n.

On suppose n=2k, T(1) = 1
pour n>1, T(n) = 1 + T(n/2)
= On effectue un changement de variable et passe de n a k.
T(2°) =1
k>0, T(2%) = 1 + T(2%1)
= On renomme la relation de récurrence concernant k :
S(0) =1
pour k>0, S(k) = 1 + S(k-1)
= On résout cette équation. Ici, c’est une simple suite
arithmétique: S(k) = k+1
o Il reste a opérer le changement de variable inverse :
T(n) = 1+log,(n)
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V- Equations linéaires d’ordre 2

T(n) = a(n) T(n-1) + b(n) T(n-2) + c(n)
o Dans le cas d’une équation homogeéne (c(n)=0) et a
coefficients

constants (a(n) et b(n) sont constants), on utilise la technique
de I’équation caracterlsthue issue de la résolution des
équations différentielles : T(n) =aT(n-1) + b T(n-2)

o On admet que I'ensemble des solytions forment un espace
vectoriel de dimension inférieure a 2 et qu‘une solution est
de la forme a ".

m a”—aa"1+ba"‘2
= On dti)vise par o "2, on obtient I'équation d'inconnue o : a2 = a
o +

o Dans le cas d’une racine réelle double, les solutions sont du
type : T(n) =a" (¢, +¢,nN

o Dans le cas de deux racines réelles, on a la solution :
TnN)=c,oy "+ Ca,"
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V- Equations linéaires d’ordre 2 :
exemple

Suite de Fibonaocci :
FEI = E‘: I:l = 1? I:n = Fn-l + Fn-Z

Equation caractéristique :
al-a-1=@
A=(-17 - 4-1)=5> 0
Les deux racines réelles sont :

a = 1+Y5
Z
o = 1 —I'l"_S
2z
Ensemble des solutions de la forme :
I:n = Caoy"+ Cray"

Il reste & déterminer c, et ¢, -
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V- Equations linéaires d’ordre 2 :
exemple (2)

Conditions initiales :

FB=G='C1+C2
Fl =l = ':J_Dfl‘l‘ G a
Calcul des ¢y et ;@
L=-5g
1 =0 ey - o)
1=10qcl5
¢ =1/\Setc, =-1/\5

Ensemble des solutions : pour tout n,

= 1 ((t+Vsy-(-Visym
\5 2 2
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