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1)Identification

SystèmeS(réalitéphysique):entréeu(t),sortiey(t),perturbations
(variablesaléatoires)b(t)

ModèleM(θ)(équationsmathématiques):paramètresθ∈IR
p
,

entréeu(t),sortieym(θ,t),supposéereproduirey(t)

Rq1:ici,le+souvent,1entréeet1sortie
Rq2:éventuellement,∃aussisortiesz(θ,t),nonobservablessurS

Rq3:tpeutêtreautrechosequeletemps...

Critère:ressemblance(«distance»)entrey(t)etym(θ,t)

Optimiseur:règleθpouravoirlaplusgranderessemblancepossible

Critère⇔Estimateur

Optimiseur⇔Algorithme
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SystèmeS

ModèleM(θ)

-

-

u(t)

?

b(t)

(entrée)

(perturbations)

?

6

+

−

y(t)

critère -

optimiseur

?

ym(θ,t)

z(θ,t)

�

7
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Perturbations⇒observationsy(t)=réalisationsdevariables
aléatoires

θ̂valeurdeθquioptimiselecritère=estiméedeθ

→θ̂calculéàpartirdey(t)⇒θ̂=variablealéatoire(moyenne,
variance,etc.)

précisiondel’estimation?(voir+loin)
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2)Structuresdemodèles

OndistinguelastructureM(·)dumodèleM(θ),destructureMet
deparamètresθ∈IR

p

Choixdelastructure=caractérisation

Dépend

üdubutpoursuivi:analysedephénomènes(physique...),calculde

grandeursnonmesurablesz(θ,t),test,diagnostic,enseignement,

prédiction(àlongtermeouàcourtterme→commande),régulation,

traitementdusignal(compression,filtrage,annulationd’écho...),

simulation...

üdesconditionsd’utilisation:grandssignaux/petitssignaux

üdespossibilitésd’investigation,ducoûtdelaconstruction,etc.
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���� 2.1)Modèlesphénoménologiquesetcomportementaux

Phénoménologique(ou«deconnaissance»):équationsdela
«physique».Exemple:

A

θ1

−→
θ2

←−
B

θ3

−→C,+cinétiquedu1erordre

donne
d[A]

dt
=−θ1[A]+θ2[B]...

et[A],[B],[C],θ1,θ2,θ3ontunsensphysique.

Simulation:(parfois)compliquée,maisprécise(bonneprédiction)
Estimationdesparamètres:(parfois)difficile
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Comportementaux:reproduisentseulementuncomportement
(polynômes,splines)

Simulation,estimation(généralement)simples,maispouvoir
prédictiftrèslimité.
���� 2.2)Modèleslinéairesetnonlinéaires

LE:parrapportauxentrées→automatique

ym(θ,t,α1u1+α2u2)=α1ym(θ,t,u1)+α2ym(θ,t,u2)

LP:parrapportauxparamètres→statistique

ym(α1θ1+α2θ2,t,u)=α1ym(θ1,t,u)+α2ym(θ2,t,u)
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LE:domainedevaliditélimité,étudethéoriqueducomportement«facile»

(résultatsclassiques:automatiquelinéaire)

NLE:plusréalistes,maisétude+complexe

LP:estimationdeparamètresetcaractérisationdelaprécision«faciles»,

surtoutsicritèrequadratique(statistiquelinéaire)

NLP:estimation+difficile(statistiquenonlinéaire)
���� 2.3)Modèlesàtempscontinuetàtempsdiscret

2.3.1)Tempscontinu
Exemple:équationsd’état

dx(t)

dt
=f(x(t),u(t),θ,t),x(0)=x0

ym(θ,t)=h(x(t),u(t),θ,t)
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ModèleLEstationnaire

dx(t)

dt
=Ax(t)+Bu(t),x(0)=x0

ym(θ,t)=Cx(t)+Du(t)

(θsetrouvedansA,B,C,Detx0)

→matricedetransfert

ym(θ,s)=H1(s)u(s)+H2(s)x0

avecH1(s)=C(sI−A)
−1

B+DetH2(s)=C(sI−A)
−1

(s=variabledeLaplace,I=matriceidentité)

→équationsdifférentiellesentrée/sortie
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LE:changementdereprésentationfacile
NLE:lepassagereprésentationd’état→eq.diff.entrée/sortiepeut
êtreimpossible

SimulationpastoujoursfacilesiNLE(simulateurd’équations
différentielles,Runge-Kutta)

Instantsd’observationquelconques

2.3.2)Tempsdiscret
Exemple:équationsd’état

x(k+1)=f(x(k),u(k),θ,k),x(0)=x0

ym(θ,k)=h(x(k),u(k),θ,k)
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ModèleLEstationnaire

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k),x(0)=x0

ym(θ,k)=Cx(k)+Du(k)

(θsetrouvedansA,B,C,Detx0)

→matricedetransfert

ym(θ,z)=H1(z)u(z)+H2(z)x0

avecH1(z)=C(zI−A)
−1

B+DetH2(z)=C(zI−A)
−1

z

(z=exp(−Ts)=transforméedeLaplacedel’opérateur«décalagede
T»,avecTlapérioded’échantillonnage,I=matriceidentité)

→équationsderécurrenceentrée/sortie
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Rq1:Pasd’équivalencetempscontinu/tempsdiscret.
ym(k+1)=−θym(k)+u(k),0<θ≤1.

Rq2:Observationsàtk=kT→lesparamètresdépendentdeT.
Opérateurδ:

δx(k)=
x(k+1)−x(k)

T

Rq3:kpeutêtresimplementlenumérodel’observation,sans
référenceautemps.
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Rq4:pourquoizdansH2(z)=C(zI−A)
−1

z?
Sil’échantillonkdex(signalcausal)vautx(k)=xk,alorssa
transforméeenzvaut

x(z)=x0+

∞
∑

k=1

xkz
−k

Considéronslesignalydéfiniparyk=xk+1,ona

y(z)=y0+

∞
∑

k=1

ykz
−k

=x1+

∞
∑

k=1

xk+1z
−k

=x1+z

∞
∑

k=1

xk+1z
−(k+1)

=x1+z

∞
∑

k=2

xkz
−k

=z[x(z)−x0]
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���� 2.4)Modèlesdéterministesetstochastiques

Stochastiques:prennentencomptel’influencedesperturbations
Ex:eq.d’état

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k)+v(k),x(0)=x0

y(k)=Cx(k)+Du(k)+w(k)

avecv(k)etw(k)deséchantillonsde«bruit»(réalisationsde
variablesaléatoires)

LefiltragedeKalmanreposesurcetypedemodèle

Mathématiquesplussophistiquéespourletempscontinu(éq.diff.
stochastiques)

Unoutilimportantpourletempsdiscret:l’opérateurretardq
−1
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y=q
−1

xdésignelesignalàtempsdiscretxdécaléde−1:sonéchantillonk

vautx(k−1)

Enfait,q=z,maissimpleécritureformelle

Onutilisedespolynômesenq
−1

pourreprésenterdifférentstypesde
structuresdemodèles.Exemple:

A(θ,q)y=B(θ,q)u+b

A(θ,q)yestlapartieautorégressive,B(θ,q)ulapartieexogène,blebruit,
avecA(θ,q)=1+a1q

−1
+a2q

−2
+···,B(θ,q)=b0+b1q

−1
+b2q

−2
+···

→correspondà

y(k)+a1y(k−1)+a2y(k−2)+···=b0u(k)+b1u(k−1)+b2u(k−2)+···+b(k)

θcorrespondauxcoefficientsaietbidespolynômes(etonsupposesouvent
queb0=0).Ilfautengénéralestimerθetledegrédespolynômes(l’ordre
dumodèle)—voir+loin

Lastructuredépendencoredeshypothèsessurb...
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Unepropriétéessentielle:l’indépendance

Onnotera[ε(k)]kou(εk)kunesuitedev.a.i.(variablesaléatoires
indépendantes)[laloiconjointes’exprimecommeleproduitdeslois
individuelles]

LastructureA(θ,q)y=B(θ,q)u+εestappeléeARX,
A(θ,q)y=B(θ,q)u+C(θ,q)ε,avecC(θ,q)=c0+c1q

−1
+c2q

−2
+···,

estappeléeARMAX[C(θ,q)εestlapartiemoyennemobile,ou
«MovingAverage»]

Onpeutlaréécrirey=[B(θ,q)/A(θ,q)]u+[C(θ,q)/A(θ,q)]ε

Lastructurelaplusgénéraleesty=F(θ,q)u+G(θ,q)ε,avecFetG

desfractionsrationnellesenq
−1

(structuredeBoxetJenkins).
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B(θ,q)1/A(θ,q) ---- ?

ε

uy
+

ARX

B(θ,q)1/A(θ,q) ---- ?

C(θ,q) ε

uy
+

-

ARMAX

F(θ,q)
y

--- ?

G(θ,q) ε

u
+

-

Box&Jenkins
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���� 2.5)Choixdelacomplexité

Structure+complexe:plusdedegrésdeliberté(+deparamètresà
règler)→description+finedelaréalité?

Garderdesdonnéesdevalidation!(nonutiliséespourl’estimation
desparamètres)

Unestructuretropcomplexepeutmodéliserdesperturbations,
donnerdemauvaiseprédictions,manquerderobustesse,etc.

∃compromiscomplexité/performance(robustesse)

(voir+loin,critèreAICd’Akaike)
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3)Propriétésstructurelles

(structurelle=pourpresquetoutevaleurdeθ)
���� 3.1)Identifiabilité

Laquestion:Ya-t-iluneseulevaleurdeθ̂quidonnele
comportementdeM(θ)leplusprochedeceluideS?

SimodèleLP:ym(θ)=Rθ+c,avecR,cconnus.

ym(θ1)=ym(θ2)⇒Rθ1=Rθ2

etθ̂uniquesiRderangplein.

Maisengénéral,mauvaisequestion!
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→cadreidéalisé:

+donnéesgénéréesparunmodèledestructureM(·)

+pasdeperturbations

+aussirichesquel’onveut(onchoisitu(t),observationsàvolonté)

SystèmeSremplacéparM(θ̄),θ̄inconnu.

«meilleurmodèle»M(θ̂):telquecomportementobservépourM(θ̂)

=comportementobservépourM(θ̄)(notéM(θ̂)≡M(θ̄))

Labonnequestion:

M(θ̂)≡M(θ̄)⇒θ̂=θ̄?
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Quelquesdéfinitions:

oLeparamètre[θ]ieststructurellementglobalementidentifiable
(s.g.i.)sipourpresquetoutθ̄,M(θ̂)≡M(θ̄)⇒[θ̂]i=[θ̄]i.Sitous
les[θ]isonts.g.i.,i=1,...,p,M(·)ests.g.i.

oLeparamètre[θ]ieststructurellementlocalementidentifiable
(s.l.i.)sipourpresquetoutθ̄,∃V(θ̄)telqueθ̂∈V(θ̄)et
M(θ̂)≡M(θ̄)⇒[θ̂]i=[θ̄]i.Sitousles[θ]isonts.l.i.,i=1,...,p,
M(·)ests.l.i.

oLeparamètre[θ]ieststructurellementnonidentifiable(s.n.i.)si
pourpresquetoutθ̄,∃uneinfiniténondénombrablede[θ̂]itels
queM(θ̂)≡M(θ̄).[θ]iests.n.i.⇒M(·)ests.n.i.
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Rq1:s.g.i.⇒s.l.i.
Rq2:Onpeutavoir[θ]is.g.i.et[θ]j,j6=i,s.n.i.

Commenttester?

∃diversesméthodes,pourmodèlesLEouNLE.

UneméthodesimplepourmodèlesLEstationnaires:lamatricede
transfertcaractérisetoutlecomportemententrée/sortie

+1)écrirelamatricedetransfert
+2)lamettresousformecanonique
+3)résoudreenθ̂:H(θ̄,s)=H(θ̂,s).

õsolutionuniquepour[θ̂]i:[θ̂]iests.g.i.
õl’ensembledessolutionspour[θ̂]iestdénombrable:[θ̂]iest

s.l.i.
õl’ensembledessolutionspour[θ̂]in’estpasdénombrable:
M(·)ests.n.i.
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Pourquoiformecanonique?
SoitH(θ,s)=

θ1

θ2+θ3s.H(θ̂,s)=H(θ̄,s)6⇒{θ̂1=θ̄1,θ̂2=θ̄2,θ̂3=θ̄3}

Unepossibilité:simplifiernumérateuretdénominateur→coef.de+
hautdegrédudénominateur=1

Exemple:Modèledecompartiment

x1x2

-

�
-

?

++
u(t)

33
y(t)

θ1

θ3

θ2
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eq.d’étatassociées:

∂x1(t)

dt
=−(θ1+θ2)x1(t)+θ3x2(t)+u(t),x1(0)=0

∂x2(t)

dt
=θ1x1(t)−θ3x2(t),x2(0)=0

eq.d’observation:
ym(θ,t)=x2(t)

Fonctiondetransfert(écriturecanonique)

H(θ,s)=
θ1

s2+s(θ1+θ2+θ3)+θ2θ3
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Testd’identifiabilité:

[M(θ̂)≡M(θ̄)]⇔[H(θ̂,s)=H(θ̄,s)∀s]

⇔















θ̂1=θ̄1

θ̂1+θ̂2+θ̂3=θ̄1+θ̄2+θ̄3

θ̂2θ̂3=θ̄2θ̄3

→2solutions

θ̂=(θ̄1,θ̄2,θ̄3)

θ̂=(θ̄1,θ̄3,θ̄2)

θ1ests.g.i.,θ2etθ3sonts.l.i.etM(·)ests.l.i.
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Rq1:Avecdevraiesdonnées,onminimiseuncritèrededistance
entrey(observésurS)etym(θ)(réponsedeM(θ))→θ̂.Onsait
obteniruneautrevaleurθ̂

′
quidonneexactementlemême

comportement!

Rq2:Siθ̄1=0,θ2etθ3nesontpasidentifiables.Maisvaleur
atypiquepourθ̄1:lesconclusionsprécédentessontvraiespour
presquetoutθ̄(mais∃situationssansconclusionstructurelle,voir+
loin)

Rq3:Importantpourl’estimationdeparamètresetl’estimation
d’état.Onn’observepasx1(t),alorsonlereconstruit(parex.,filtrage
deKalman)→2trajectoirespossibles,etonnepeutjamaissavoir!
(maisonpeutsavoirqu’onnepeutpassavoir...)
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simulationavecθ̂=θ̄
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vrai x1 (inconnu)(.) et x1 estimé (−)

simulationavecθ̂=(θ̄1,θ̄3,θ̄2)
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���� 3.1)Discernabilité

Laquestion:Ya-t-ilunechancedetrouverlabonnestructurede
modèlepourS?

Denouveau,→cadreidéalisé:

+donnéesgénéréesparunmodèledestructureM̄(·)

+pasdeperturbations

+aussirichesquel’onveut(onchoisitu(t),observationsàvolonté)

SystèmeSremplacéparM̄(θ̄),θ̄inconnu.Onproposeunestructure
M̂(·)différentedeM̄(·).

Labonnequestion:existe-t-ilθ̂telqueM̂(θ̂)≡M̄(θ̄)?

28



'

&

$

%

Quelquesdéfinitions:

oM̂(·)eststructurellementdiscernable(s.d.)deM̄(·)ssipour
presquetoutθ̄,6∃θ̂telqueM̂(θ̂)≡M̄(θ̄).

oSiM̂(·)ests.d.deM̄(·)etM̄(·)ests.d.deM̂(·),onditqueM̂(·)

etM̄(·)sonts.d.

Rq:Ladéfinitiondes.d.n’estpassymétrique

Mêmetechniquesquepourl’identifiabilité,maisicionespèrequ’il
n’existepasdesolution(onespèreunesolutionuniquepour
l’identifiabilité)
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Exemple:

x1x2

-

�
-

?

++
u(t)

33
y(t)

θ̄2

θ̄3

θ̄1

M̄(θ̄)

x1x2

-

�
-

?

++
u(t)

33
y(t)

θ̂2

θ̂3

θ̂1

M̂(θ̂)

Testerl’identifiabilitédeM̄(·),deM̂(·)etleurdiscernabilité
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Rq1:Relationentrediscernabilitéetidentifiabilité?→conclure
d’aprèsl’exempleprécédent

Rq2:Casdepropriéténonstructurelle.

H̄(θ̄,s)=
1

s2+θ̄1s+θ̄2
,Ĥ(θ̂,s)=

1

(s+θ̂1)(s+θ̂2)
,θ̄,θ̂∈IR

2

M̂(·)estindiscernabledeM̄(·)siH̄adeuxpôlesréels,est
discernablesinon

Techniquesderésolution(identifiabilité&discernabilité):Équations
polynômiales→langageformel(MAPLE)

StructureNLE(etNLP):+compliqué

Engénéral,structuresNLE«plusidentifiables»questructuresLE

Réponsepastriviale,mêmepourstructuresLE
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Exemple:

MS

DGIDS - -

s/?

?

u(t)θ1

θ2 θ3
θ5

θ4

	�

-�

zy

-�

y1(t)

y2(t)

y3(t)

y4(t)
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Uneentréeu(t):administrationoraled’unmédicamentD

Quatresorties:

+concentrationdeDdanslesang:y1=θ6DS

+concentrationdumétaboliteMdanslesang:y2=θ7MS

+concentrationdeDdanslesurines:y3=θ5DS

+concentrationdeMdanslesurines:y4=θ4MS

→7paramètres,15configurationsentrée/sortiepossibles!
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sortiesmodèleparamètress.g.i.paramètress.l.i.

1s.n.i.

2s.n.i.θ4(3sol.)

3s.n.i.

4s.n.i.θ1,θ2,θ3,θ4,θ5(6sol.)

1&2s.n.i.θ4

1&3s.n.i.

1&4s.n.i.θ2,θ4θ1,θ3,θ5,θ6(2sol.)

2&3s.n.i.θ4θ1,θ2,θ3,θ5,θ7(2sol.)

2&4s.n.i.θ1,θ2,θ3,θ4,θ5,θ7(6sol.)

3&4s.n.i.θ2,θ4θ1,θ3,θ5(2sol.)

1,2&3s.l.i.θ4θ1,θ2,θ3,θ5,θ6,θ7(2sol.)

1,2&4s.l.i.θ2,θ4,θ7θ1,θ3,θ5,θ6(2sol.)

1,3&4s.n.i.θ2,θ4θ1,θ3,θ5,θ6(2sol.)

2,3&4s.n.i.θ2,θ4,θ7θ1,θ3,θ5(2sol.)

1,2,3&4s.l.i.θ2,θ4,θ7θ1,θ3,θ5,θ6(2sol.)

4sorties,3compartiments,maisjamaiss.g.i.!

Quands.l.i.,onpeutgénérertouslesθdonnantlemêmecomportement

Observery1,y2ety4ouy1,y2,y3ety4donnequalitativementlamêmechose

Unmodèle+complexepeutêtre+identifiable!
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MS

DGIDS - -

s/?

?

u(t)θ1

θ2 θ3
θ5

θ4

	�

-�

zy

-�

y1(t)

y2(t)

y3(t)

y4(t)

D
′ -

�
θ8

θ9

2paramètresenplus,pasplusdesorties,maiss.g.i.sionobserve
y1,y2,y3ety4!
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