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0)Généralités

yvecteurdetouteslesobservationssurS
ym(θ)vecteurdesréponsesdemodèleassociéespourdes
paramètresθ

Choisirθpourqueym(θ)«ressemble»ày

→minimiserj(θ),«distance»entreym(θ)ety→θ̂(y)

Rq1:yaléatoire,doncθ̂(y)aléatoireaussi(biais,variance,etc.)

Rq2:Commentoptimiserj(·)?—voirplusloin
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1)Moindrescarrés

Distancequadratique(normeL2)

jMC(θ)=‖y−ym(θ)‖
2

=
N∑

i=1

[y(i)−ym(θ,i)]
2

iestlenumérodelamesure,peutcorrespondreautempstioùonobserve,
avecti=TisisystèmeéchantillonnéavecunepériodeT.
Plusgénéralement,icorrespondàdesconditionsexpérimentalesξi

1.1)Moindrescarréspondérés:

jMCP(θ)=[y−ym(θ)]
>
W[y−ym(θ)]=

N∑

i=1

wi[y(i)−ym(θ,i)]
2

avecW=diag(wi,i=1,...,N)matricedepondération(wi≥0,∀i).

Choixdeswi?
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1.2)Répétitiondemesures:nimesuresyj(i),j=1,...,ni,pourles
mêmesconditionsexpérimentalesξi(aumêmeinstantparexemple).

Soitmlenb.deconditionsexpérimentalesdifférentes
(
∑m

i=1ni=N).Posons

yi=
1

ni

ni ∑

j=1

yj(i)
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jMCP(θ)=

m∑

i=1

ni ∑

j=1

wi[yj(i)−ym(θ,i)]
2

=
m∑

i=1

ni ∑

j=1

wi[yj(i)−yi+yi−ym(θ,i)]
2

=

m∑

i=1

ni ∑

j=1

wi[yj(i)−yi]
2

+

m∑

i=1

ni ∑

j=1

wi[yi−ym(θ,i)]
2

+2

m∑

i=1

ni ∑

j=1

wi[yj(i)−yi]×[yi−ym(θ,i)]

=

m∑

i=1

niwi[yi−ym(θ,i)]
2

+termeind.deθ

→moindrescarréspondéréspourlesmobservationsyi,
pondérationsniwi
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1.3)Minimaslocaux:
θ̂=estimateurdesmoindrescarrés
ym(θ̂)=projection⊥deysurlasurfacedesréponsesdemodèle
Sr={ym(θ),θ∈IR

p
}.

6

-
y1

y2

y

ym(θ̂)

6

{ym(θ),θ∈IR}
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IlpeutyavoirdesminimaslocauxsiSrestcourbe!

6

-
y1

y2

y

ym(θ̂)

6

{ym(θ),θ∈IR}ym(θ̂
′
)
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ym(θ,x)=θ1x1+θ2x2+

θ
3
1(1−x1)+θ

2
2(1−x2)

3observations,enx
1

=(1,0)
>

,
x

2
=(1,1)

>
etx

3
=(0,1)

>

ym(θ),θ1∈[−5,5],θ2∈[−2,5]

9



'

&

$

%

−2−1.5−1−0.500.511.522.53
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−1
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5

isocritèresdansleplan
(θ1,θ2),y=(5,−10,8)

>

−5−4−3−2−1012345
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

répétitiondemesures:
x

1
=(1,0)

>
,x

2
=x

3
=(1,1)

>

y=(5,2,4)
>

Répétitiondemesures→pertesd’identifiabilitéglobale:
θ̂
1

=(θ̂1,θ̂2)
>

etθ̂
2

=(θ̂1+2θ̂2−1,1−θ̂2)
>

donnentlemêmeym(θ)
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→SupprimerlacourburedeSr

Plusieursobservationspourlesmêmesconditionsexpérimentales:
m=p=dim(θ)

⇒Srestplane

⇒plusdeminimaslocaux!

→Onrésoutenθ:ym(θ,i)=y(i),i=1,...,p.

Parfoisplusieurssolutions(identifiabilitélocale):

+1)cherchertouteslessolutions

+2)utiliser+deconditionsexpérimentales

+3)∃peutêtredesminimaslocaux:initialiserlarechercheaux
solutionstrouvéesen1.
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2)Moindresvaleursabsolues(normeL1)

jMVA(θ)=‖y−ym(θ)‖1=
N∑

i=1

|y(i)−ym(θ,i)|

jMVAP(θ)=‖W[y−ym(θ)]‖1=

N∑

i=1

wi|y(i)−ym(θ,i)|

Pasdifférentiablepartout!

Optimumpasforcémentunique(mêmesilemodèleests.g.i.)

Exemple:ym(θ,1)=θ1+θ
2
2,ym(θ,2)=ym(θ,3)=θ1+θ2,y=(5,2,4).

jMVA(θ)=2∀θtelqueθ1+θ
2
2=5,2≤θ1+θ2≤4

Pasrecommandételquel—voir+loin
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ModèlesLP:ym(θ,i)=r
>
iθ+ci

Leproblèmerevientàminimiser
∑N

i=1αi,souslescontraintes

y(i)−r
>
iθ−ci≤αiety(i)−r

>
iθ−ci≥−αi,i=1,...,N

N+pvariables(αetθ),2Ncontraintes.

Lescontraintesetlafonctionsontlinéairesenlesvariables→
programmationlinéaire

Répétitiondemesures:Pastoujourscommeen1.2,maissous
certainesconditions(m=p)→moindresvaleursabsolues
pondérées,pourlesobservations

yi=med{yj(i),j=1,...,ni}

aveclespondérationsniwi.
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3)Minimax(normeL∞)

jMM(θ)=‖y−ym(θ)‖∞=max
i=1,...,N|y(i)−ym(θ,i)|

jMMP(θ)=‖W[y−ym(θ)]‖∞=max
i=1,...,N

wi|y(i)−ym(θ,i)|

ModèlesLP:ym(θ,i)=r
>
iθ+ci

Minimiserα,souslescontraintes

y(i)−r
>
iθ−ci≤αety(i)−r

>
iθ−ci≥−α,i=1,...,N

1+pvariables(αetθ),2Ncontraintes.

→programmationlinéaire
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Répétitiondemesures:Presquecommeen1.2,minimaxpondéré,
pourlesobservations

yi=
maxj=1,...,ni{yj(i)}+minj=1,...,ni{yj(i)}

2

aveclespondérationsniwi

(Laraison:

max
j=1,...,ni

|yj(i)−ym(θ,i)|=|y(i)−ym(θ,i)|

+
maxj=1,...,ni{yj(i)}−minj=1,...,ni{yj(i)}

2
)
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4)Maximumdevraisemblance

4.1)Généralités

yvariablealéatoire,généréeparunmodèledéterministe,de
paramètresθ̄(inconnus),perturbépar(εk)k(suitedev.a.i.,
éventuellementfiltréeparunpartiedusystème)

vraisemblancedey:π(y|θ)

Ici,yestfixé(observations):θ̂MVmaximiseπ(y|θ)
(enpratiqueonmaximiselalog-vraisemblancelogπ(y|θ)—

pourquoi?)

Suivantlaloidesperturbations→diverscritèresd’estimation
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y

π(y|θ)

�=

θ=θ1
θ=θ2

yobservé

17



'

&

$

%

4.2)Exemples(onfaittoujoursNobservations,i=1,...,N)

Ex1:y(i)=εi∼N(µ,σ
2
),θ=(µ,σ

2
)

θ̂MV?
Biais(E{θ̂(y)|θ}−θ)?
Variance(E{[θ̂(y)−E{θ̂(y)|θ}][θ̂(y)−E{θ̂(y)|θ}]

>
|θ})?

Ex2:y(i)=ym(θ,i)+εi,(εi)iind.εi∼N(0,σ
2
i)

a)σ
2
iconnus→θ̂MV?

b)∀i,σ
2
i=σ

2
(inconnu),θ̂MVetσ̂

2
MV?

c)σ
2
iinconnus,commentfaire?

Ex3:Sortievectorielle
y(i)=ym(θ,i)+εi,yi∈IR

n
,(εi)iind.,εi∼N(0,Σ)

θ̂MVetΣ̂MV?
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Ex4:BruitdeLaplace,moyenne0,variances
2

y(i)=ym(θ,i)+εi,(εi)iind.,

π(εi)=
1

√
2σi

exp

(

−
√

2|εi|
σi

)

a)σiconnus→θ̂MV?
b)∀i,σi=σ(inconnu),θ̂MVetσ̂MV?

Ex5:Bruituniforme
y(i)=ym(θ,i)+εi,(εi)iind.,

π(εi)=







1
2Asi|εi|≤A

0sinon

a)Aconnu,θ̂MV?
b)Ainconnu,θ̂MV,ÂMV?
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4.3)Complexité

PlusieursstructuresdemodèlesMiencompétition(parexemple,
avecunnb.croissantdeparamètrespi)

→estimerenmêmetempsquelleestlabonnestructure?
→quelleestlavaleurdesesparamètres?

AkaikeInformationCriterion:jAIC(θ,i)=
1

N
[−logπ(y|θ)+pi]

(àminimiser)
Maxdevraisemblancepourchaquestructure(→θ̂i),choisirMîavec
jAIC(θ̂i,i)minimum

Autrescritères:toujourslamêmeidée→pénaliserlesstructures
complexes
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4.4)Erreurdeprédiction

Pourécrireπ(y|θ),onutilisel’indépendance(→produitdelois
individuelles,logπ(y|θ)=

∑
)

→toujoursrevenirà(εi)i

→construiredesvariablese(θ,i)(erreursdeprédiction)qui
correspondentàεisousl’hypothèsededonnéesgénéréespasM(θ).

Ex:Box&Jenkins

y=F(θ,q)u+G(θ,q)ε→e(θ,i)=G
−1

(θ,q)[y(i)−F(θ,q)u(i)]

Rq1:SystèmeLI→onpeuttoujourspropagerl’erreurpourla
rendreadditiveensortie
Rq2:Th.defactorisationspectrale→∀spectredebruitsury,on
peuttoujoursleconsidérercommeunbruitblanc(suitedev.a.i.)
filtrépasG(θ,q),rationnelenq,stableetd’inversestable.
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4.5)Propriétés

Pourquoilemaximumdevraisemblance?

Hypothèses:

3donnéesgénéréesparM(θ̄)

3perturbations(εi)ii.i.d.(quelquepart)

3{y/π(y|θ)>0}indépendantdeθ

3
∂
2
logπ(y|θ)
∂θ∂θ

>existe,continueenθuniformémenteny

3E

{∣
∣
∣
∂logπ(y|θ)

∂θi

∣
∣
∣|θ
}

<∞,∀i=1,...,p,∀θ

3E

{∣
∣
∣
∂
2
logπ(y|θ)
∂θi∂θj

∣
∣
∣|θ
}

<∞,∀(i,j)=1,...,p,∀θ
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...alors
√

N(θ̂
N
ML−θ̄)∼N→∞N(0,M

−1
(θ̄,ξ))

avecM(θ̄,ξ)lamatriced’informationdeFisher(moyenne,par
observation)

M(θ,ξ)=E

{
1
N

∂logπ(y|θ)
∂θ

∂logπ(y|θ)
∂θ

>|θ
}

=−E
{

1
N

∂
2
logπ(y|θ)
∂θ∂θ

>|θ
}

(ξcaractériselesconditionsexpérimentalesutilisées)

asymptotiquementsansbiais
asymptotiquementefficace(retouràl’exemple1de4.2)
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Poury(i)=ym(θ,i)+εiavec(εi)ii.i.d.(sicen’estpaslecas,onseramèneà
deserreursdeprédiction,etonconsidèreπ[e(θ,i)|θ]):

∂logπ(y|θ)

∂θ
=

N∑

i=1

∂logπ[y(i)|θ]

∂θ

etdansM(θ,ξ),

E

{
∂logπ[y(i)|θ]

∂θ

∂logπ[y(j)|θ]

∂θ>|θ

}

=E

{
∂logπ[y(i)|θ]

∂θ
|θ

}

×E

{
∂logπ[y(j)|θ]

∂θ>|θ

}

Deplus,E
{

∂logπ[y(i)|θ]

∂θ
|θ

}

=

∫
∂logπ[y(i)|θ]

∂θ
π[y(i)|θ]dy(i)

=

∫
∂π[y(i)|θ]

∂θ
dy(i)=0

etM(θ,ξ)=E

{
1
N

∑N

i=1
∂logπ[y(i)|θ]

∂θ

∂logπ[y(i)|θ]

∂θ>|θ
}
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InégalitédeCramér-Rao:

Pourtoutestimateurθ̂non-biaisé(E{θ̂(y)|θ}=θ)

Cov(θ̂)�M
−1

(θ,ξ)/N=

[

E

{
∂logπ(y|θ)

∂θ

∂logπ(y|θ)
∂θ>|θ

}]−1

(A�B⇔A−Bdéfinienon-négative)
Démonstration:

-CalculerA=E{v(θ,y)v
>

(θ,y)|θ}avecv(θ,y)=




θ̂(y)−θ

∂logπ(y|θ)
∂θ





→A=



Cov(θ̂)Ip

IpNM(θ,ξ)



�O

-Calculer
(

Ip−M
−1

(θ,ξ)/N
)

A




Ip

−M
−1

(θ,ξ)/N



�O
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Onutiliseladérivationsouslesigne
∫

...rappel:

Si











f:[a,b)×S→IR,−∞<a<b≤∞,S⊆IR
∂f(x,y)

∂y∃,∀x∈[a,b),∀y∈S
∀y∈S,f(x,y)et

∂f(x,y)
∂ysontintégrablessur[a,b)

∀x∈[a,b),∀y∈S,
∣
∣
∣
∂f(x,y)

∂y

∣
∣
∣≤g(x),avecg(x)intégrable

alors
∂
∫b

af(x,y)dx

∂y
=

∫b

a

∂f(x,y)

∂y
dx
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5)Estimationbayesienne

θ:v.a.,densitéconnueπ(θ),aprèsobservationsy→π(θ|y)(loiaposteriori)

-

6

θ

^

-

π(θ)

π(θ|y)

θ̂MAP

θ̂
0

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

...

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

...

�σ0
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RègledeBayes:

π(θ|y)=
π(θ,y)

π(y)
=

π(y|θ)π(θ)

π(y)

Estimateurdumaximumaposteriori:θ̂MAPmaximiseπ(θ|y)

→maximiselogπ(y|θ) ︸︷︷︸

log-vraisemblance

+logπ(θ)
︸︷︷︸

apriori

Mêmespropriétésasymptotiquesquemax.devraisemblance

SiloiapriorinormaleN(θ̂
0
,Ω):θ̂MAPmaximise

logπ(y|θ)−
1

2
(θ−θ̂

0
)
>

Ω
−1

(θ−θ̂
0
)

Sienplus,modèleLPy(θ)=Rθ+ε,avecε∼N(0,Σ),
θ̂MAP=(R

>
Σ

−1
R+Ω

−1
)
−1

(R
>

Σ
−1

y+Ω
−1

θ̂
0
)
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Estimateurdurisqueminimum:

Coûtj(θ̂|θ̄)d’estimerθparθ̂sivraievaleurθ̄(commande
optimale...)

jRM(θ)=

∫

j(θ|θ̄)π(θ̄|y)dθ̄

=
1

π(y)

∫

j(θ|θ̄)π(y|θ̄)π(θ̄)dθ̄

=const.
∫

j(θ|θ̄) ︸︷︷︸

coût

π(y|θ̄) ︸︷︷︸

perturbations

π(θ̄)
︸︷︷︸

apriori

dθ̄
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Sij(θ|θ̄)quadratiqueenθ

j(θ|θ̄)=(θ−θ̄)
>
Q(θ−θ̄),Qsym.�O

StationnaritéducritèrejRM(θ):

∂jRM(θ)

∂θ|θ̂RM

=0=2Q

∫

(θ̂RM−θ̄)π(θ̄|y)dθ̄

⇒θ̂RM=
∫

θ̄π(θ̄|y)dθ̄=E{θ|y}moyenneaposteriorideθ

...etsilaloiaposterioriestsymétrique,θ̂RM=E{θ|y}=θ̂MAP

30



'

&

$

%

6)Contraintes

Égalités(ce(θ)=0)ouinégalités(ci(θ)≤0)

Onlesprendencomptesoitparlecritère,soitparl’algorithme
d’optimisation

Parlecritère:pénalisation(onsupposej(θ)àminimiser)

6.1)Inégalités

Ondéfinitc
+
i(θ)=max{ci(θ),0}
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Pénalisationextérieure:
jA(θ)=j(θ)+(A/2)‖c

+
i(θ)‖

2
:contraintevioléeàl’optimum,∀A

-

6

θ

�

j(θ)
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......

)

cont.θ≤a

=

jA(θ)

a

6

Problème:latangentedelapénalisation(A/2)‖c
+
i(θ)‖

2
enθ=aest

nulle
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→utiliserunepénalisationexacte:jA(θ)=j(θ)+A‖c
+
i(θ)‖

-

6

θ

�

j(θ)
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......

)

cont.θ≤a

jA(θ)

a

Pénalisationintérieure:reparamétrer
Ex:θ≤a→θ=a−exp(θ

′
)ouθ=a−θ

′2
...
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6.1)Égalités

Pénalisation:commepourcontraintesinégalités
jA(θ)=j(θ)+(A/2)‖ce(θ)‖

2

oujA(θ)=j(θ)+A‖ce(θ)‖(pénalisationexacte)

Lagangien:L(θ,d)=j(θ)+d
>
ce(θ)

→minimumsurθmaximumsurd

Lagangienaugmenté:L(θ,d)=j(θ)+d
>
ce(θ)+(A/2)‖ce(θ)‖

2

Alterner
desminimisationssurθ:θ̂

k
=argminθL(θ,d

k−1
)

desmaximisationssurd:d
k

=d
k−1

+Ace(θ̂
k
)(gradientàpasfixeA)

34
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7)Estimationrobuste

7.1)Robustesseparrapportàlaloideserreurs:variance

Siy(i)=ym(θ,i)+εi,avec(εi)ii.i.d.π(ε),matriced’inf.deFisher:

M(θ,ξ)=E

{

1

N

N∑

i=1

∂logπ[y(i)|θ]

∂θ

∂logπ[y(i)|θ]

∂θ>|θ

}

=
1

N

N∑

i=1

[
∫(

dlogπ(e)

de

)2

π(e)de

]

∂ym(θ,i)

∂θ

∂ym(θ,i)

∂θ>

=I(π)
1

N

N∑

i=1

∂ym(θ,i)

∂θ

∂ym(θ,i)

∂θ>

avecI(π)l’informationdeFisherdelaloiπ:I(π)=
∫(

dπ(e)
de

)2
1

π(e)de

35



'

&

$

%

Propriétésasymptotiquesdeθ̂MV:grandeprécision→«grande»
matriceM(θ,ξ)

Approcheminimax:MVpourlapiredistributiondansuneclasse
donnéeΠ

π̂=argmin
π∈ΠI(π)

Ex1:Π={π/I(π)existeetπ(0)≥1/(s
√

2)>0}
→π̂=loideLaplace,demoyenne0etvariances

2

Ex2:Π={π/I(π)existeetvar(π)≤σ
2
}

→π̂=loinormale,demoyenne0etvarianceσ
2
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00.10.20.30.40.50.60.70.80.91
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Observations
y(i)=θ̄1exp(−θ̄2ti)+εi,
θ̄=(1,2)

>
,

(εi)ii.i.d.N(0,σ
2
),

σ=510
−3

ti:200pointsdans[0,1]

Donnéesaberrantes:
y(i)=0dei=11à
i=30,puisdei=50à
i=64

ym(θ̂MC,i)(---),ym(θ̂MVA,i)(—)

37



'

&

$

%

7.2)M-estimateurs
Moindrescarrés,moindrevaleursabsolues:casparticulierde

j(θ)=

N∑

i=1

ρ[e(θ,i)]

(avece(θ,i)=y(i)−ym(θ,i)sierreurdesortie)

−2−1.5−1−0.500.511.52
0

0.5

1

1.5

−2−1.5−1−0.500.511.52
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

ρ1(e)(—),|dρ1(e)/de|(---)ρ2(e)(—),|dρ2(e)/de|(---)
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Estimateurnon-redescendant:Huber

ρ1(e)=







e
2
/2si|e|≤δ

δ|e|−δ
2
/2sinon

Estimateurredescendant:Tukey

ρ2(e)=







1
2

(

e
2
−

e
4

δ+
e
6

3δ4

)

si|e|≤δ

δ
2
/6sinon

7.3)Pointderupture:donnéesaberrantes→biais
ydonnéescorrectes→y

′
(α)avecα%dedonnéesaberrantes

biais=b[y,α,θ̂(·)]=max
y′(α)

‖θ̂(y)−θ̂[y
′
(α)]‖
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6

i

+

+

++

+
+

y(i)y

+
?

y’(1/7)

	

ym[θ̂(y),i]

+

Pointderupture:PR[y,θ̂(·)]=min{α/b[y,α,θ̂(·)]=∞}
PR[y,θ̂MC(·)]=PR[y,θ̂MVA(·)]=1/N→0quandN→∞!

40



'

&

$

%

Médianeducarrédeserreurs:
jMED(θ)=med{e

2
(θ,i),i=1,...,N}

-
0e

2
(θ,i)

×××××××
?

jMED(θ)
-×

ousommedesh+petitscarrésd’erreurs:
e
2
c(θ,1)≤e

2
c(θ,2)≤···≤e

2
c(θ,N),puis

jSh(θ)=
∑h

i=1e
2
c(θ,i)

PR[y,θ̂MED(·)]=([N/2]−p+2)/N

h=[N/2]+1→PR[y,θ̂Sh(·)]=([N/2]−p+2)/N

h=[N/2]+[(p+1)/2]→PR[y,θ̂Sh(·)]=([(N−p)/2]+1)/N=Bornesup!
etlimN→∞PR[y,θ̂MED(·)]=limN→∞PR[y,θ̂Sh(·)]=1/2
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7.4)Applicationentraitementd’images

Tθ:ImageA→ImageTθ(A),avecθparamètresdetranslation,rotation,
facteurd’échelle,changementdeniveauxdegris...

2imagesAetB,calibrationautomatique:transformerBpourqu’elle
ressemblele+possibleàA(imageriemédicale)

ConsidérerBcommeTθ(A)+bruit,etestimerθquimaximiseuncritèrede
ressemblanceentreAetB

Problème:∃différences«significatives»,nonexplicablesparTθ!
⇔donnéesaberrantes!

TransformerAetBenunsignalàunedimension(parex.,balayage
horizontal),

θ̂=argmax
θ

Nb.dechangementsdesignedans[Tθ(A)−B]
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6^

6chang.designe

i

y(i)

+

+

+

+

+

+
+

+

?

1chang.designe

Rapideàcalculer,robustevis-à-visdedonnéesaberrantes
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