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1)Objectifs,exemples

1.1)Estimationdeparamètres

Ex1:Peséedetroisobjets,balanceàunseulplateau[Pázman,1986]

Troisobjetsdemassesm1,m2,m3

Observationpourunobjetdemassem:y=m+m0+ε

avecm0l’erreursystématiquedelabalanceetεuneerreurdemesure,
E{ε}=0,var{ε}=σ

2

Leserreurspourdifférentespeséessontsupposéesi.i.d.
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Méthode1:onpèsechaqueobjetséparément→y(i)=mi+m0+εi,
i=1,2,3,etonfaitunepesée«àvide»y(0)=m0+ε0

Massesestimées:m̂i=y(i)−y(0)=mi+εi−ε0,etdonc

üE{m̂i}=mi,i=1,2,3(pasdebiais),
üvar{m̂i}=2σ

2
,i=1,2,3

ücov(m̂i,m̂j)=σ
2
,i,j=1,2,3,i6=j

Méthode2:(mêmenb.depeséesquelaméthode1)onpèsechaqueobjet
séparément→y(i)=mi+m0+εi,i=1,2,3,etonfaitunepesée«à
plein»y(0)=m1+m2+m3+m0+ε0

Massesestimées:m̂i=[y(i)+y(0)−y(j)−y(k)]/2,i=1,2,3,i6=j,
i6=k,j6=k,etdonc

üE{m̂i}=mi,i=1,2,3(pasdebiais),
üvar{m̂i}=σ

2
,i=1,2,3

ücov(m̂i,m̂j)=0,i,j=1,2,3,i6=j

Méthode2→plusgrandeprécision,pasdecorrélationentrelesestimées
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Ex2:Peséedehuitobjets,balanceà2plateaux

..................................................................
y=m1−m2+ε

m1

m2

8objetsàpeser,demassesmi,i=1,...,8,leserreursεisonti.i.d.N(0,σ
2
)

Méthode1:onpèsechaqueobjetséparément→y(i)=mi+εi,
i=1,...,8,→massesestimées:m̂i=y(i)∼N(mi,σ

2
)

Onrefait8foischaquepesée,onprendlamoyenne:
ˆ̂mi=y(i)∼N(mi,σ

2
/8)(avec64pesées...)

Méthode2:onrépartitlesmassesastucieusement...
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y(1)=m1+m2+m3+m4+m5+m6+m7+m8+ε1

y(2)=m1+m2+m3−m4−m5−m6−m7+m8+ε2

y(3)=m1−m2−m3+m4+m5−m6−m7+m8+ε3

y(4)=m1−m2−m3−m4−m5+m6+m7+m8+ε4

y(5)=−m1+m2−m3+m4−m5+m6−m7+m8+ε5

y(6)=−m1+m2−m3−m4+m5−m6+m7+m8+ε6

y(7)=−m1−m2+m3+m4−m5−m6+m7+m8+ε7

y(8)=−m1−m2+m3−m4+m5+m6−m7+m8+ε8

Estimation→parexemple,

m̂1=
y(1)+y(2)+y(3)+y(4)−y(5)−y(6)−y(7)−y(8)

8

=m1+
ε1+ε2+ε3+ε4−ε5−ε6−ε7−ε8

8

etm̂i∼N(mi,σ
2
/8)avecseulement8pesées!
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Ex3:[D’Argenio,1981],modèleà2compartiments.

C:xC(t)P:xP(t)
-

�
-

?

++

u(t)

33

y(t)=xC(t)/V

KCP

KPC

KEL

→systèmed’équationsdifférentielleslinéaires:






dxC(t)
dt=−(KCP+KEL)xC(t)+KPCxP(t)+u(t)

dxP(t)
dt=KCPxC(t)−KPCxP(t)

avecobservationsdelaconcentrationdansC:y(t)=xC(t)/V+ε(t),où
lesε(t)sonti.i.d.N(0,σ

2
),σ=0.2µg/ml
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L’entréeu(t)alaformesuivante:

-

6
u(t)(enmg/min)

t(enmin)

75

1.45

1

Lesparamètresinconnussontθ=(KCP,KPC,KEL,V)

→expériencessimuléesaveclesparamètres

θ̄=(0.066min
−1

,0.038min
−1

,0.0242min
−1

,30l)
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Variablesexpérimentales:ξi=instantstidesprélèvements

1≤ti≤720min

•protocole«conventionnel»:

t=(5,10,30,60,120,180,360,720)(enmin).

•protocole«optimal»(pourθ̄):

t=(1,1,10,10,74,74,720,720)(enmin)

(ensupposantquel’onpuissefairedesdosagesindépendantsàunmême
instant)

→400simulations
→400lotsde8observationspourchaqueprotocole
→400estimationsdeparamètres(moindrescarrés)...
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Densitésmarginales(approximéeetempirique)pourles2protocoles
(optimal—,conventionnel---)
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Densitésmarginales(approximéeetempirique)pourles2protocoles
(optimal—,conventionnel---)
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«optimal»→plusgrandeprécision
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1.2)Discriminationentrestructuresdemodèles

Ex4:[Box&Hill,1967]:réactionchimiqueA→B,
2variablesexpérimentales:x=(tempst,températureT),réactiondu1er,
2ème,3èmeou4èmeordre?

→4structuresdemodèles:

y
(1)
m(θ1,x)=exp[−θ11texp(−θ12/T)],

y
(2)
m(θ2,x)=

1

1+θ21texp(−θ22/T)
,

y
(3)
m(θ3,x)=

1

[1+2θ31texp(−θ32/T)]1/2,

y
(4)
m(θ4,x)=

1

[1+3θ41texp(−θ42/T)]1/3.

Observations:structure2,y(j)=y
(2)
m(θ̄2,xj)+εj,

avecθ̄2=(400,5000)
>

lavraievaleur(inconnue)desparamètresdu

modèle2,(εj)ji.i.d.N(0,σ
2
),σ=0.05
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Domaineexpérimentaladmissible:0≤t≤150,450≤T≤600

Approcheséquentielle:aprèsobservationdesy(j)=y(xj),j=1,...,k,
•estimationdesθ̂

k
iparmoindrescarrés

•évaluationdelaprobabilitéπi(k)quelemodèleisoitcorrect
pouri=1,...,4

Initialisation:πi(0)=1/4,i=1,...,4etx1,...,x4fixés(planinitial)
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4

6,9,12,1410,11,13
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pointsd’observationxk
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1.3)Maximisationd’uneréponse

Observationsy(i)=ym(θ̄,xi)+εi,erreurs(εi)ii.i.d.N(0,σ
2
)

Objectif:maximiserE{y}=ym(θ̄,x
∗
),c’est-à-diredéterminer

x
∗

=x
∗
(θ̄)=argmax

x
ym(θ̄,x)

...maisonneconnaîtpasθ̄!

→estimerθ̂=θ̂[y],puisutiliserx
∗
(θ̂)

Quelleexpériencepourestimerθ̂?Plusieursobjectifspossibles:

+1)avoirunebonneprécisionsurθ̂,
+2)avoirunebonneprécisionsurx

∗
(θ̂),

+3)définiruncoûtC(θ̂|θ̄),parexemple

C(θ̂|θ̄)=ym[θ̄,x
∗
(θ̄)]−ym[θ̄,x

∗
(θ̂)]

etminimisersonespérance→risquebayésienR(loiaprioriπ(θ̄))

R=Ey,θ̄{C(θ̂[y]|θ̄)}
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Siym(θ̄,x)linéaireenθquadratiqueenx,onpeutfairelescalculs

Ex5:

ym(θ,x)=θ0+θ1x1+θ2x2+
1

2
θ3x

2
1+

1

2
θ4x

2
2+θ5x1x2

=θ0+q
T
x+

1

2
x

T
Qx

avecx1,x2≥0etx1+x2≤1

R→critèredeLB-optimalité,voir+loin

Approcheprécédente:en2étapes,
(1)choixdesxipourl’estimation,(2)utilisationdex

∗
(θ̂)fixé

Onpourraitaussis’intéresseràlaconstructiond’unesuitedexitelleque
chacund’entreeuxsoit«aussiprochequepossible»dex

∗
(θ̄)

[«maximiserchaqueym(θ̄,xi)»→commandeextrémale(automatique)]

→planificationséquentielle

···→nouveauxi→nouvelleobservationy(i)→nouvelleestimée
θ̂

i
=θ̂(y

i
1)→nouveauxi+1→···
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Stratégieproposée:

xk+1=argmax
x

ym(θ̂
k
,x)+αkf

>
(x)M

−1
kf(x)avec

–Mk=
∑

k
i=1f(xi)f

>
(xi),

–θ̂
k

estiméedeθ(MC)aprèskobservationsy1,...,yk,

–(αk)kunesuitedepondérations

Onmontrequesi(αk/k)logαk↘etαk/(logk)
1+δ

↗∞,δ>0,alors,
quandk→∞,

–θ̂
k
→θ̄p.s.

–(1/k)
∑

k
i=1ym(θ̄,xi)→ym(θ̄,x

∗
)p.s.

–ξk→δx∗p.s.(cv.faible,ξkmesureempiriquedesxi)
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αk=αct.αk=α(logk)
2

αk=αk

Suite(xi)ietx
∗

[Lai&Wei,1982]:λmin(Mk)→∞nesuffitpas:

[logλmax(Mk)]
1+δ

=o[λmin(Mk)],δ>0

αk=αconstantproposéparAström&Wittenmark(1989):excitation
insuffisante
αk=αk:excitationtropforte(compromisestimation/optimisation)
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2)Critèresdeplanification

Ontraitera(presque)exclusivementdelaplanificationpourl’estimation
avecestimationparmaximumdevraisemblance

Rappel:
√

N(θ̂
N
MV−θ̄)∼N→∞N(0,M

−1
(θ̄,ξ

N
1))

→Critère:fonctionscalairedelamatriced’informationdeFisher
(moyenne,parobservation)

ξ
N
1«expérience»:caractériselesconditionsexpérimentalesxiutilisées

pourlesNobservations(tempsd’observation,pression,température,
formedel’entrée,etc.)

Domaineexpérimental→contraintessurξ
N
1:xi∈X,

parfois(souvent)Xestfini,X={x
1
,...,x

M
},avecMgrand

Critèreàoptimiser?

19



'

&

$

%

[Kiefer,1974]:Φ[M(θ̄,ξ)]=







{

1
ptrace[(QM

−1
(θ̄,ξ)Q

>
)
k
]
}

1/k

sidetM6=0

∞sinon

avecQ�Ounematricedepondération(Φ(M)àminimiser)

Rq:Siestimateurbayésien,M(θ̄,ξ)estremplacéeparM(θ̄,ξ)+Ω
−1

/N,
avecΩmat.decov.aprioripourθ

k=1→L-optimalité:Φ(M)=trace[Q
>
QM

−1
]

k=1etQ=Ip→A-optimalité:Φ(M)=trace[M
−1

]

A-optimalité:minimiselasommedeslongueursdesaxesdesellipsoïdes

deconfianceasymptotiquesurθ

20
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Régiondeconfiance:

R(θ̂,α)={θ/(θ−θ̂)
>
M(θ̂,ξ

N
1)(θ−θ̂)≤Rα/N}

ModèleLP,unbruit(εi)i)i.i.d.N(0,σ
2
),Rα=X

2
α(p)valeurayantla

probabilitéα%d’êtredépasséeparunevariabledistribuéesuivantuneloi
duX

2
àpdegrésdeliberté(∃tables)→

Prob{θ̄∈R(θ̂,α)}=α

[SimodèlenonLP,approximations(régionnonellipsoïdale,niveaude
confianceapproché,approximationlocalepuisquedépendanceenθ,
justifiéasymptotiquementN→∞,voir+loin)]
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Ex6:ym(θ,x)=θ1x1+θ2x2+θ
3
1(1−x1)+θ

2
2(1−x2)

y(i)=ym(θ,xi)+εi,avec(εi)ii.i.d.N(0,0.25)

θ̄=(1,2)
>

3observations,enx1=(1,1)
>

,
x2=(0,1)

>
etx3=(1,0)

>
,

y=(3.3354,3.1818,5.3303)
>

3observations,enx1=(0,0)
>

,
x2=(0,1)

>
etx3=(1,0)

>
,

y=(5.3354,3.1818,5.3303)
>

0.60.70.80.911.11.21.3
1.8

1.85

1.9

1.95

2

2.05

2.1

2.15

2.2

2.25

2.3

θ

Régionsdeconfianceà95%etθ̄
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k=1etQ=diag{1/θ1,...,1/θp}→C-optimalité:
précisionrelativesurlesθi

k=1etQ=c
>
→c-optimalité:précisionsurc

>
θ(→butpoursuivi...)

k=∞etQ=Ip→E-optimalité:maximiselapluspetitevaleurpropre
deM[ouminimiselalongueurduplusgrandaxedesellipsoïdesde
confiance(asymptotiques)]

k=∞etQ=Ip→D-optimalité:maximiseleproduitdesvaleurs
propresdeM[ouminimiselevolumedesellipsoïdesdeconfiance
(asymptotiques),proportionnelà1/

√
detM]

ΦD(M)=detM(oulogdetM),àmaximiser→leplusutilisé

ExpérienceD-optimaleinvarianteparreparamétrisation

detM(θ
′
,ξ)=detM(θ,ξ)

(

∂θ
′

∂θ>

)

−2

Leplussouvent,répétitiond’unpetitnombredeconditions
expérimentalesdifférentes(Ex3précédent)

23
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Chaquecritère→critèred’efficacitéassocié,parex.

D-optimalité→ΦED[M(θ,ξ)]=

(

detM(θ,ξ)

detM(θ,ξD)

)

1/p

avecξEDuneexpérienceD-optimale(etdonc,ΦED[M(θ,ξ)]≤1)

Ds-optimalité:Ons’intéresseàsparamètresparmilespformantθ(les
autres=paramètresdenuisance)→θ

>
=(θ

>
1,θ

>
2),avecθ1levecteurdess

paramètresd’intérêt

M(θ,ξ)=





M11M12

M21M22





maisontravaillesurM
−1

!

24
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M
−1

(θ,ξ)=





A11A12

A21A22





avec

A11=[M11−M12M
−1
22M21]

−1

A12=−[M11−M12M
−1
22M21]

−1
M12M

−1
22

A21=−M
−1
22M21[M11−M12M

−1
22M21]

−1

A22=M
−1
22+M

−1
22M21[M11−M12M

−1
22M21]

−1
M12M

−1
22

→maximiserΦDs[M(θ,ξ)]=det[M11−M12M
−1
22M21]

25
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3)ConstructiondeM(θ,ξ)

Siy(i)=ym(θ,i)+εi,avec(εi)ii.i.d.π(ε),

M(θ,ξ
N
1)=E

{

1

N

N∑

i=1

∂logπ[y(i)|θ]
∂θ

∂logπ[y(i)|θ]
∂θ>|θ

}

=
1

N

N∑

i=1

[

∫(

dlogπ(e)

de

)

2

π(e)de

]

∂ym(θ,i)

∂θ

∂ym(θ,i)

∂θ>

=I(π)
1

N

N∑

i=1

∂ym(θ,i)

∂θ

∂ym(θ,i)

∂θ>=I(π)
1

N

N∑

i=1

sy(θ,i)s
>
y(θ,i)

avecsy(θ,i)lafonctiondesensibilitéetI(π)l’informationdeFisherdela

loiπ:I(π)=
∫

(

dπ(e)
de

)

2
1

π(e)de[π=loinormaleN(0,σ
2
)→I(π)=1/σ

2
]

26
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Sibruitεipasstationnaire,

M(θ,ξ
N
1)=

1

N

N∑

i=1

I(πi)sy(θ,i)s
>
y(θ,i)

avecπilaloideεi

Onlesupposerastationnairedanslasuite(etdoncnormalsansperdreen
généralité:I(π)→1/σ

2
)

Ex1(suite):Peséedetroisobjets,balanceàunseulplateau[Pázman,1986]
Onay=Rθ̄+ε,avecθ̄=(m0,m1,m2,m3)

>
et

R=















1r01r02r03

1r11r12r13

1r21r22r23

1r31r32r33















rij=1⇔objetjprésentsurleplateaudanslapeséei(«objet»m0=

erreursystématique,toujoursprésent)→M=R
>
R/(Nσ

2
)

27
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Rq1:onpourraitconsidérerm0commeunparamètredenuisanceet
utiliserlaDs-optimalité

Rq2:LesélémentsdeRprennentseulement2valeurs,0ou1→problème
trèsparticulier,analysedelavariance,etc.

Danslasuite,ξ→plutôtdesvariablesquantitatives

Ex7:y(i)=θ̄1exp(−θ̄2ti)+εi,(εi)ii.i.d.N(0,σ
2
)

2observationsàfaire,ξ
2
1=(t1,t2),0≤t1≤t2

→sy(θ,t)=[exp(−θ2t),−tθ1exp(−θ2t)]
>

→detM(θ,ξ
2
1)=θ

2
1(t2−t1)

2
exp[−2θ2(t1+t2)]/(N

2
σ

4
)

expérienceD-optimaleξD=(0,1/θ2)

ξDdépenddeθ...etonneconnaîtpasθ!

toujourslecaspourmodèleNLP!
...dansunpremiertemps,planificationlocale:ontravailleàθ=θ̂

0
fixé

(etonespèrequeξD(θ̂
0
)neserapastropmauvaispourθ̄inconnu...)

28
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4)Planificationexacte

Observationy(i)→conditionsexpérimentalesxi(=pointdesupportn
o

i)
(x1,...,xN)→ξ

N
1,onvaoptimisertouslesxiindividuellement

d=dimensionduproblème(nb.devariables)=N×dim(xi)

•Sidpastropgrand,algorithme«classique»(mais∃contraintes,optimas
locaux)

•Sidtropgrand→algorithmespécifique

Algorithmesd’échange:àl’itérationk,ξvautξ
k

,onvaéchangerunpoint
desupportxjparun«meilleurpoint»x

∗
(ausensducritèreΦ(M))

ξ
k

=(x1,...,xj

l
x
∗

,...,xN)

29
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[Fedorov,1972]:onconsidèretouslesNéchangespossibles,
successivement,enrepartantchaquefoisdeξ

k
,puisoneffectuele

«meilleur»parmicesN→ξ
k+1

ξ
k

=(x1

l
x
∗
1

,...,xj

l
x
∗
j

,...,xN

l
x
∗
N

)

Uneitération→Noptimisationsendimensiondim(xi),puis
comparaisonsdeNvaleursdecritère

30
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[Mitchell,1974]:algorithme«DETMAX»

Onsupposequel’onpeutfaireuneobservationsupplémentaire:on
optimiseparrapportàxN+1→x

∗
N+1

ξ
k+

=(x1,...,xj,...,xN,x
∗
N+1)

puisonrevientàNobservationensupprimantunpointdesupport:on
considèretouteslesN+1suppressionspossibles,onchoisitlamoins
pénalisante(pourΦ(M)),soitcelledexj

→globalement,échangedexjparx
∗
N+1

[onparled’excursiondelongueur1,enpratique,onpeututiliserdes
excursionspluslongues...]

Uneitération→1optimisationendimensiondim(xi),puiscomparaisons
deN+1valeursdecritère

ItérationsplussimplespourDETMAX,maissouventplusd’itérations

sontnécessaires
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Onpeutarriveràunblocage:

•DETMAX:lepointàsupprimerestxN+1

•Fedorov:pasd’améliorationpossibleenoptimisantunseulxiàlafois

5)Planification«approximative»

5.1)Définition

M(θ,ξ
N
1)=

1

σ2

1

N

N∑

i=1

sy(θ,i)s
>
y(θ,i)

Siplusieursxisontégaux(répétitionsdemesures),mvaleursdexi

différentes,m<N,

M(θ,ξ
N
1)=

1

σ2

m∑

i=1

ri

N
sy(θ,xi)s

>
y(θ,xi),
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ri

N
=proportiondesobservationsrecueillies

souslesconditionsexpérimentalesxi

=«pourcentaged’effortexpérimental»enxi

=masseλ(xi)affectéeàxi.

→Matriced’informationdeFishermoyenneparobservation:

M(θ,ξ
N
1)=

1

σ2

m∑

i=1

λ(xi)sy(θ,xi)s
>
y(θ,xi).

→le«protocoleexpérimental»ξ
N
1estreprésentépar:







x1···xm

λ(x1)···λ(xm)







avec
∑

m
i=1λ(xi)=1
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→distributiondiscrètenorméesurlesxi,aveclescontraintesλ(xi)=
ri
N

Oublionscescontraintes...

ξ=







x1···xm

λ1···λm







0≤λi,i=1,...,m,et
∑

m
i=1λi=1

→distributiondiscrètenorméesurlesxi

→mesuredeprobabilitédiscrète(pointsdesupportxi,massesλi)
→«protocolestatistique»

onrelaxeencoredescontraintes→ξmesurenorméequelconque(pas
forcémentdiscrète)surX={xadmissibles}:

M(θ,ξ)=
1

σ2

∫

X

sy(θ,x)s
>
y(θ,x)ξ(dx),

avec
∫

Xξ(dx)=1

→«protocolecontinu»(continuousdesign)[Kiefer,1959]
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M(θ,ξ)∈enveloppeconvexedel’ensembleM1desmatrices(derang1)
dutype

1

σ2sy(θ,x)s
>
y(θ,x)

M(θ,ξ)estsymétrique∈espacevectorieldedimensiond=
p(p+1)

2,avec
p=dim(θ)

M1

env.conv.(M1)
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ThéorèmedeCarathéodory:
M(θ,ξ)peuts’écrirecommecombinaisonlinéaired’auplusd+1éléments
deM1,

M(θ,ξ)=
1

σ2

m∑

i=1

λisy(θ,xi)s
>
y(θ,xi),m≤

p(p+1)

2
+1

⇒ξcorrespondàunemesurediscrèteavecauplus
p(p+1)

2+1pointsde
support!

vraienparticulierpourleprotocoleoptimal...

Onpeutmêmeallerplusloin:soitξDD-optimal(maximisedetM(θ,ξ))
SupposonsqueM(θ,ξD)∈{intérieur[env.conv.(M1)]}
Alors,∃a>1telqueaM(θ,ξD)∈frontièredeM1,et

detaM(θ,ξD)=a
p
detM(θ,ξD)>detM(θ,ξD)

etξDn’estpasD-optimal

⇒M(θ,ξD)∈frontièredeM1
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ThéorèmedeCarathéodory(suite):
M(θ,ξD)peuts’écrirecommecombinaisonlinéaired’auplusdéléments
deM1,et

ξD=







x1···xm

λ1···λm







,m≤
p(p+1)

2

Miseenœuvre?

Onsaitréaliserunprotocoleexactavecrépétitionsdemesure:

λi=
ri

N
,avec

m∑

i=1

ri=N.

→fixerNetchoisirlesripouravoirles
ri
Nprochesdesλioptimaux

→protocole«approximatif»

Rq:Onpeutparfoisréaliserξsansapproximation,parex.:

ξ=densitéspectraledepuissancemoyenned’unsignal,voir+loin
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5.2)Propriétés

•M(θ,ξ)∈ensembleconvexe
•∀M1,M2�O,avecM16=M2,∀α,0<α<1,

logdet[(1−α)M1+αM2]>(1−α)logdetM1+αlogdetM2

⇒logdet[·]fonctionconcave

ξDestD-optimal⇔ξDmaximiselogdetM(θ,ξ)

Soitξ=(1−α)ξD+αξ̃,alors

M(θ,ξ)=(1−α)M(θ,ξD)+αM(θ,ξ̃),

etξDestD-optimal⇔pente≤0danstouteslesdirections,

⇔
∂logdetM(θ,ξ)

∂α|α=0≤0,∀ξ̃
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?
w

M1

i

M(θ,ξD)

- �
6
logdetM(θ,ξ)

Rq:M(θ,ξD)estuniquemaispasnécessairementξD

L’ensembledesξDestconvexe

Queveutdire«onestausommet»?
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∂logdetM(θ,ξ)

∂α
=trace

(

M
−1

(θ,ξ)
∂M(θ,ξ)

∂α

)

etdonc

ξDestD-optimal

⇔trace{M
−1

(θ,ξD)[M(θ,ξ̃)−M(θ,ξD)]}≤0,∀ξ̃

⇔trace{M
−1

(θ,ξD)M(θ,ξ̃)}≤p,∀ξ̃

Cecidoitêtrevraienparticulierpourξ̃=δx(masse1enx)

c’est-à-direM(θ,ξ̃)=
1

σ2sy(θ,x)s
>
y(θ,x)

→ConditionnécessairedeD-optimalité:

trace{M
−1

(θ,ξD)
1

σ2sy(θ,x)s
>
y(θ,x)}=

1

σ2s
>
y(θ,x)M

−1
(θ,ξD)sy(θ,x)

≤p,∀x∈X
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Est-cesuffisant?

Inversement,si

∀x∈X,
1

σ2s
>
y(θ,x)M

−1
(θ,ξD)sy(θ,x)≤p,

alors,∀ξ̃,

M(θ,ξ̃)=
1

σ2

m̃∑

i=1

λisy(θ,xi)s
>
y(θ,xi),avecm̃≤

p(p+1)

2
+1,

et

trace{M
−1

(θ,ξD)M(θ,ξ̃)}≤
m̃∑

i=1

λip=p

Donc,CNSdeD-optimalité:

∀x∈X,d(x,ξD)=
1

σ2s
>
y(θ,x)M

−1
(θ,ξD)sy(θ,x)≤p

etsiξn’estpasD-optimal,alors∃x
∗
∈Xtelqued(x

∗
,ξ)>p.
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Théorèmed’équivalence[Kiefer&Wolfowitz,1960]:
(1)ξDestD-optimal,
(2)maxx∈Xd(x,ξD)=p,
(3)ξDminimisemaxx∈Xd(x,ξD)

(1)⇔(2)⇔(3)etdeplus
∀xipointdesupportdeξD,d(xi,ξD)=p

(carp=trace{M
−1

(θ,ξD)M(θ,ξD)}=
∑

iλid(xi,ξD)).

Siθ̂estiméavecleprotocoleξ
N
1,alors

var[ym(θ̂,x)]≈E{[ym(θ̂,x)−ym(θ̄,x)]
2
}

≈(1/N)
∂ym(θ,x)

∂θ>
|θ̂
M

−1
(θ̂,ξ

N
1)

∂ym(θ,x)

∂θ|θ̂

etvar[ym(θ̂,x)]proportionnelleàd(x,ξ
N
1)

(3)⇔ξDminimiselemaximumsurx∈Xdelavariancedelaprédiction
enxdelaréponsedumodèle

D-optimalité⇔G-optimalité
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ym(θ̂,x),ym(θ̂,x)±2écart-types

00.20.40.60.811.21.41.61.82
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Rq:Oùchoisirlepointsuivantpourobserver?

Làoùonconnaîtlemoinsdechose→làoùd(x,ξ)estmaximum(voir+
loin→algorithmes)
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Ex7(suite):ym(θ,t)=θ1exp(−θ2t),θ2=2,bruitN(0,σ
2
),X=IR

+
.

ξD=







01/θ2=0.5

1/21/2







,ξ2=







0.010.75

1/21/2







00.20.40.60.811.21.41.61.82
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

d(t,ξD)enfonctiondet

(D-optimal)]

00.20.40.60.811.21.41.61.82
0

0.5

1

1.5

2

2.5

d(t,ξ2)enfonctiondet

(pasD-optimal)]
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Propriétédedualité:
Considérons

S=

{

1

σ
sy(θ,x),x∈X

}

.

Alors,l’ellipsoïdedevolumeminimum,centréenl’origine0etcontenant
Sestdonnépar:

E
∗

={u∈IR
p

/u
>
M

−1
(θ,ξD)u≤p},

avecξDunprotocoleD-optimal,etlespointsdecontactdeE
∗

avecSsont
lespointsdesupportdeξD
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Ex8:

ym(θ,z)=
θ1

θ1−θ2
[exp(−θ1z)−exp(−θ2z)]

θ1=1,θ2=5,bruitN(0,σ
2
),X=IR

+

−0.2−0.15−0.1−0.0500.050.10.15
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

t=0

S,E
∗
,etpointsdesupportdeξD
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Sommesetproduitsdemodèles:[Schwabe,1996]

Soitym(θ,x)=θ0+θ1x1+θ2x2+θ3(x1)
2

+θ4(x2)
2
,avec

x=





x1

x2





,x1∈[−1,1],x2∈[−1,1].

ym(θ,x)estlasommede
y
(1)
m(θ

(1)
,x1)=θ

(1)
0+θ

(1)
1x1+θ

(1)
2(x1)

2

ety
(2)
m(θ

(2)
,x2)=θ

(2)
0+θ

(2)
1x2+θ

(2)
2(x2)

2

ProtocoleD-optimalpoury
(1)
mety

(2)
m:ξ1=ξ2=







−101

1/31/31/3







ProtocoleD-optimalpourym?
→mesureproduitξ1⊗ξ2:


















−1

−1









−1

0









−1

1









0

−1









0

0









0

1









1

−1









1

0









1

1





1/91/91/91/91/91/91/91/91/9














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-

6

x1

x2

-11 0
-1

0

1
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AussiD-optimalpourla«structureproduit»

y
′
m(θ,x)=θ0+θ1x1+θ2x2+θ3(x1)

2
+θ4(x2)

2

+θ5x1x2+θ6(x1)
2
x2+θ7x1(x2)

2
+θ8(x1)

2
(x2)

2

Vraiaussipourlasommedemodèlesnonlinéaires[Schwabe,1995].

Autrescritères?

•Sil’optimumestsurlafrontièredel’enveloppeconvexedeM1,alors
p(p+1)

2pointsdesupportsontnécessaires

•CNSd’optimalité?Ilfautquelecritèreaitdespropriétésconvenables
(convexesimin.,concavesimax.)
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Exemple:L-optimalité
→Minimisertrace[LM

−1
(θ,ξ)],avecL�O

→Critèreconvexe,et

∂trace[LM
−1

(θ,ξ)]

∂α
=−trace

[

LM
−1

(θ,ξ)
∂M(θ,ξ)

∂α
M

−1
(θ,ξ)

]

.

Soitξ=(1−α)ξL+αδx,

AlorsξLestL-optimal

⇔∀x∈X,
∂trace[LM

−1
(θ,ξ)]

∂α≥0,

⇔∀x∈X,
1

σ2s
>
y(θ,x)M

−1
(θ,ξL)LM

−1
(θ,ξL)sy(θ,x)

≤trace[LM
−1

(θ,ξL)].

→autre«théorèmed’équivalence»
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6)Algorithmespourplanificationapproximative

(D-optimalité)

?i

M(θ,ξD)

- �
6
logdetM(θ,ξ)

�

M(θ,ξ
k
)

7
R

(1/σ
2
)s(θ,x

∗
)s

>
(θ,x

∗
)
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Si,àl’itérationk,ξ
k

n’estpasD-optimal,rechercherladirectiondeplus
grandepente(gradient):

poserξ=(1−α)ξ
k

+αξ̃,etchercherξ̃quimaximise

∂logdetM(θ,ξ)

∂α|α=0

→ξ̃=δx∗(unseulpointdesupportx
∗
),donnépar

x
∗

=argmax
x∈X

d(x,ξ
k
)
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AlgorithmedeFedorov–Wynn:

Pas1:Choisirξ
1

non–dégénéré(detM(θ,ξ
1
)6=0),0<δ<<1,poser

k=1

Pas2:Calculerx
∗
k=argmaxx∈Xd(x,ξ

k
)

Sid(x
∗
k,ξ

k
)<p+δ,arrêter(ξ

k
estD-optimalàδprès).

Pas3:ξ
k+1

=(1−αk)ξ
k

+αkδx∗

k

avecδx∗

kdistributionayantunseulpointdesupportx
∗
k,

k→k+1,retourneraupas2.

Choixdeαk?

Fedorov[1972]:

αk=argmaxlogdetM(θ,ξ
k+1

)

=
d(x

∗
k,ξ

k
)−p

p[d(x
∗
k,ξk)−1]

→convergencemonotone

Wynn[1970]:αksatisfaitαk>0,limk→∞αk=0,
∑

∞
i=1αk=∞
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Rq:Silesexpériencessontfaitesséquentiellement

M(θ,ξ
k+1
1)=

k

k+1
M(θ,ξ

k
1)+

1

k+1

1

σ2sy(θ,x
∗
k)s

>
y(θ,x

∗
k)

⇔algorithmedeWynnavecαk=
1

k+1

Autrescritères→changerlafonctiond(x,ξ)

→ConvergenceversξD,∀ξ
1
,mais...

...convergencelente(onnesupprimejamaisdepointsdesupportdeξk)
Parmilesaméliorationspossibles:

•Algorithmed’échange:

Pas3’:ξ
k+1

=ξ
k

+αkλ̃k[δx∗

k−δx̃k]

avecx̃k=argmin
xi∈supportdeξk

d(xi,ξ
k
),

λ̃klamassedex̃kdansξ
k

,etαk=argmaxα∈[0,1]logdetM(θ,ξ
k+1

)

Alors,siαk=1,x̃kestremplacéparx
∗
kquireçoitlamêmemasseλ̃k
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•Optimisationdeξ
k

àchaqueétape:

Pas3’:Calculerξ
k+1

paroptimisationdesmassesdespointsdesupport
donnésparceuxdeξ

k
etx

∗
k

⇔maximisationd’unefonctionconcave(logdetM(θ,ξ))sousdes
contraintesconvexes(massesentre0et1,somme=1)

→programmationconvexe
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SiXestunensemblefini[Torsney,1983,1988,...]X={x
1
,...,x

M
}

Pas1:Choisir

ξ
1

=







x
1

···x
M

λ
1
1···λ

1
M







,

avecλ
1
i>0,i=1,...,M

Choisir0<δ<<1,poserk=1

Pas2:Sid(x
i
,ξ

k
)<p+δ,∀i,arrêter

Pas3:

λ
k+1
i=λ

k
i
d(x

i
,ξ

k
)

p
,i=1,...,M

k→k+1,retourneraupas2

→convergencemonotoneversξD,∀ξ
1

Rq:Siλ
k
i=0,alorsλ

j
i=0,∀j>k
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7)Discriminationentrestructuresdemodèles

3approches:écartdeprédiction,entropie,Ds-optimalité

7.1)Écartdeprédiction:

2structuresenconcurrence,y
(1)
m(θ

(1)
,x)ety

(2)
m(θ

(2)
,x)

Supposonslesobservationsobtenuessuivant

y(xi)=y
(1)
m(θ̄

(1)
,xi)+εi,i=1...,N

Lecritèredediscrimination(àmaximiser)estleparamètredenon–centralité
dey

(2)
m:

∆
(1)
2(ξ

N
1)=

N∑

i=1

[y
(1)
m(θ̄

(1)
,xi)−y

(2)
m(θ̂

(2)
,xi)]

2
,

avec

θ̂
(2)

=argmin
θ(2)

N∑

i=1

[y
(1)
m(θ̄

(1)
,xi)−y

(2)
m(θ

(2)
,xi)]

2
.
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→protocolesapproximatifs:

∆
(1)
2(ξ)=min

θ(2)

∫

X

[y
(1)
m(θ̄

(1)
,x)−y

(2)
m(θ̂

(2)
,x)]

2
ξ(dx).

[Atkinson&Fedorov,1975]:∆
(1)
2(ξ)estconcaveenξ

Théorèmed’équivalence:
ξTestT-optimal(maximise∆

(1)
2(ξ))

⇔[y
(1)
m(θ̄

(1)
,x)−y

(2)
m(θ̂

(2)
,x)]

2
≤∆

(1)
2(ξT),∀x∈X

Deplus,[y
(1)
m(θ̄

(1)
,x)−y

(2)
m(θ̂

(2)
,x)]

2
atteintsonmax.pourxpointde

supportdeξT

L’ensembledesprotocolesT-optimauxestconvexe

Enpratique:aprèskobservations,estimerlesparamètresθ̂
(1)k

etθ̂
(2)k

des
2modèles,
Choisir

xk+1=argmax
x∈X

[y
(1)
m(θ̂

(1)k
,x)−y

(2)
m(θ̂

(2)k
,x)]

2
,

observery(xk+1)etrecommencer...
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S’ilyaconvergenceversunprotocolenon–dégénérépourchacundes
modèles,ilestT-optimal

Extensionpossibleaucasdemstructuresenconcurrence,m>2

7.2)Entropie:mstructuresenconcurrence

πi(k)probabilitéquelastructureisoitcorrecteaprèskobservations

Entropie:h
k
m=−

∑

m
i=1πi(k)logπi(k)

(maximalesiπi(k)=
1
m,i=1,...,m).

Observationy(xk+1)→variationd’entropie

∆hm[y(xk+1)]=h
k
m+

m∑

i=1

πi[k+1,y(xk+1)]log{πi[k+1,y(xk+1)]},

avecπi[k+1,y(xk+1)]=πi(k+1)=
πi(k)πi[y(xk+1)|y

k
1]

∑

m
j=1πj(k)πj[y(xk+1)|y

k
1]

oùy
k
1=[y(x1),...,y(xk)],et

πi[y|y
k
1]=densitédeprobabilitédeyconditionnelleày

k
1quandlemodèle

esty
(i)
m
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∆hm[y(xk+1)]dépenddey(xk+1)quel’onneconnaîtpasencore...
→utiliserE{∆hm[y(xk+1)]}

—approximationnumériquedel’espérancedans[Reilly,1970]

—utilisationd’unmajorantdans[Box&Hill,1967]

7.3)Ds-optimalité:

2structuresenconcurrence,parexemple

y
(1)
m(θ

(1)
,x)=θ

(1)
0+θ

(1)
1xety

(2)
m(θ

(2)
,z)=θ

(2)
0+θ

(2)
1x+θ

(2)
2x

2

Choisirentrey
(1)
mety

(2)
m→estimerθ

(2)
2

Critèredeplanification→critèredeprécisionsurl’estimationdeθ
(2)
2

Casdestructuresnon–emboîtées,extensionàmstructures,m>2:
[Atkinson&Cox,1974].
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8)Difficultésduesàlanonlinéarité

8.1)Modèlelinéaireparrapportauxparamètres:

Dansl’espacedesobservations,lasurfaceSym={ym(θ)/θ∈IR
p
}des

réponsesdemodèlespossiblesestplane,saparamétrisationenθest
linéaire

Régiondeconfiance=ellipsoïde

ExpérienceD-optimale:minimiselevolumedesrégionsdeconfiance

Nedépendpasdelavaleurdesparamètresdumodèle
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-

6

=

-

6

-

6

�

y

{ym(θ),θ∈IR
p
}

	

y1

y2

y3

θ1θ1

θ2

θ2

-

?

θ̂MC

N=3,p=2
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8.2)Modèlenon–linéaireparrapportauxparamètres:

Dansl’espacedesobservations,Symestcourbe,deparamétrisationenθ

non–linéaire

Plusieursdifficultés:

1)Toutestlocal!(dépendanceenθ̄inconnu)

2)Toutestapproximatif(àcausedescourbures)

63



'

&

$

%

-

6

=

-

6

-

6

y

{ym(θ),θ∈IR
p
}

y1

y2

y3

θ1θ1

θ2

θ2

-

?

/

/

θ̂MC

N=3,p=2
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9)Quelquesréponses

9.1)Planificationséquentielle

Choisiruncritère,D-optimalitéparexemple
→maximiserlogdetM(θ,ξ)...maisonneconnaîtparθ!

•Planificationtotalementséquentielle:

···x
k
→observationy(k)→estimationθ̂

k
→planificationx

k+1
···

xk+1=argmax
x∈X

logdetM(θ̂
k
,ξ

k+1
1),

avecξ
k+1
1={ξ

k
1,x}

→xk+1=argmax
x∈X

1

σ2s
>
y(θ̂

k
,x)M

−1
(θ̂

k
,ξ

k
1)sy(θ̂

k
,x)

Convergencedeθ̂versθ̄etdeξ
k
1versξD(θ̄)?

→[Hu,1998]pourl’estimationbayésienne,pb.difficilepourMC
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•Planificationséquentielleparblocs:

θ̂
k

→ξ
k+1

={x1,...,xm}
k+1

,

mobservationsplanifiées:blocdetaillem,m≥p

ξ
k+1

=argmax
ξ

logdetM(θ̂
k
,ξ),

avecξ={x1,...,xm}
•Approche«classique»[D’Argenio,1981]:
a)Estimerθàpartirdecesmobservations→θ̃

k+1
,

b)Moyennerlesestiméesprécédentes:

θ̂
k+1

=
1

k+1

k+1 ∑

j=1

θ̃
j

c)Planifierξ
k+2

demanièreoptimalepourθ̂
k+1

pasdeconvergencedeθ̂
k

versθ̄!(θ̃
k

neformepasunestatistique

suffisante)
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θ̂
k

convergeversθ̂
∞

etξ
k

versξD(θ̂
∞

),maisθ̃
k

(àpartirdem

observations)estbiaisé,biaisb(ξ
k
)=E{θ̃

k
}−θ̄tendvers

b[ξD(θ̂
∞

)]=θ̂
∞

−θ̄

Solution:estimerθ̂
k

àpartirdetouteslesobservationsdisponibles.Dansce
cas,θ̂

k
→θ̄

•Mêmeproblèmesichaqueexpérienceréaliséesurun«individu»
différent,deparamètresθ̄

i
,distribuéssuivantuneloiπ(θ)dansla

population
Approche«classique»:θ̂

k+1
=

1
k+1

∑

k+1
j=1θ̃

j
,θ̃

j
=paramètresestimésde

l’individuj→θ̂
k

neconvergepasversEπ{θ},moyennedesparamètres
danslapopulation
Solution:estimerπ(·)àpartirdetouteslesobservationseffectuées
(estimationd’uneloidemélange,maximumdevraisemblance→[Mallet,
1986])
Aprèsk+1étapes,π̂

k+1
(·),utiliserθ̂

k+1
=Eπ̂k+1{θ},puis→ξ

k+2
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9.2)Optimalitéenmoyenne

Utiliseruneloiaprioriπ(θ)

j(θ,ξ)lecritèreàθfixé→Eθ{j(θ,ξ)}

Rq:π(·)n’estpasutilisépourestimerθ

D-optimalité:

Eθ{detM(θ,ξ)}=jED(ξ)ED-optimalité,max.

Eθ{det
−1

M(θ,ξ)}=jEID(ξ)EID-optimalité,min.

Eθ{logdetM(θ,ξ)}=jELD(ξ)ELD-optimalité,max.

Eθ{
[

detM(θ,ξ)
detM(θ,ξD)

]

1/p

}=jEDeff(ξ)(≤1)ED-efficacité,max.

Quelcritère?→jELD:

—maximise(uneapproximationde)ladistancedeKullback–Leibler
moyenneentrelaloiapriorietlaloiaposteriorideθ[Chaloner&
Verdinelli,1995]
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—enpratique,résultatsvoisinsdejEDeff,quiestplusdifficileà
optimiser,

—estinvariantparreparamétrisation.

Reparamétrisationθ7→µ[θ]indépendantedeξ:

Eθ{logdetM(µ[θ],ξ)}=Eθ{logdetM(θ,ξ)}−2Eθ{logdet
∂µ

∂θ>}.

Ex7(suite):ym(θ,t)=θ1exp(−θ2t),bruitεi.i.d.N(0,σ
2
)

θ1∼π1(·),θ2∼π2(·),2observationsent1ett2,t2>t1≥0

Eθ{logdetM(θ,ξ
2
1)}=2E{logθ1}−2logσ

2

+2log(t2−t1)−2E{θ2}(t1+t2)

etξELD=ξD(θ1,E{θ2}),[1/2en0,1/2en1/E{θ2}],
(lavaleurdeθ1estsansinfluence)

→résultatgénéral:indépendanceparrapportauxparamètreslinéaires

s’ilssontdistribuésindépendammentdesparamètresnon–linéaires
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DéterminationdeξELD:

•Loiaprioriπ(·)discrète

RemplacerlogdetM(θ,ξ)parEθ{logdetM(θ,ξ)}
avecE{·}calculéparunesommediscrète

Protocoleapproximatif→Théorèmed’équivalence...

∂Eθ{logdetM(θ,ξ)}
∂α

=Eθ

{

∂logdetM(θ,ξ)

∂α

}

,

et

ξELDestELD-optimal⇔max
x∈X

Eθ{d(x,ξELD)}=p

⇔ξELDminimisemax
x∈X

Eθ{d(x,ξELD)}

→mêmesalgorithmesquepourplanificationlocale(avecθfixé)
(maispasdebornesup.surlenb.depointsdesupport)
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•loiaprioriπ(·)adensité

Eθ{j(θ,ξ)}=

∫

j(θ,ξ)π(dθ)→intégralemultiple

Planificationapproximative→?

Planificationexacteξ=ξ
N
1→approximationstochastique

GradientpourmaximiserlogdetM(θ,ξ):
ξ

k+1
=ξ

k
+αk

∂logdetM(θ,ξ)
∂ξ|ξ=ξk

GradientpourmaximiserEθ{logdetM(θ,ξ)}:
ξ

k+1
=ξ

k
+αk

∂Eθ{logdetM(θ,ξ)}
∂ξ|ξ=ξk

Gradientstochastique:ξ
k+1

=ξ
k

+αk
∂logdetM(θ,ξ)

∂ξ|ξ=ξk,θ=θk

avecθ
k

tirédanslaloiπ(·)et

αk≥0,αk→0,

∞∑

k=1

αk=∞,

∞∑

k=1

(αk)
2

<∞

→pasdevaleurmoyenneàcalculer!
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Limitationsdel’optimalitéenmoyenne:onpeutavoirdemauvaises
performancespourcertainesvaleursimprobablesdeθ

9.3)Optimalitéausensminimax

θ∈Θcompact,j(θ,ξ)lecritèreàmaximiserpourθfixé→minθ∈Θ{j(θ,ξ)}
D-optimalité:

minθ∈Θ{detM(θ,ξ)}=jMMD(ξ)MMD-optimalité,max.

minθ∈Θ{
[

detM(θ,ξ)
detM(θ,ξD)

]

1/p

}=jMMDeff(ξ)(≤1)MMD-efficacité,max.

Ex7(suite):ym(θ,t)=θ1exp(−θ2t),bruitεi.i.d.N(0,σ
2
)

Θ=[θ1m,θ1M]×[θ2m,θ2M]

2observationsent1ett2,t2>t1≥0

→ξMMD=ξD(θ1,θ2M),

etlavaleurdeθ1estsansinfluence

→résultatgénéral:indépendanceparrapportauxparamètreslinéairesθL

siΘ=ΘL×ΘNL
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Parfois,ξMMD=ξD(θ̃),avecθ̃unθparticulier...

Ex9:ym(θ,x)=
∑

q
i=1θLiexp(−θNLix),bruitεi.i.d.N(0,σ

2
)

etΘNL={θNL∈IR
q

/θNL1≤b0,θNLi+1≤θNLi−bi,i=1,...,q−1}.

→ξMMD=ξD(chaqueθNLiestsursabornesupérieure),[Melas,1977]

DéterminationdeξMMD:

•Θest(dénombrable)fini:

Θ={θ
i
,i=1,...,M}

RemplacerlogdetM(θ,ξ)parminilogdetM(θ
i
,ξ)(Mvaleursàcalculer)

...maislecritèren’estplusdérivablepartout
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-

6

Ξ

logdetMF(θ,Ξ)

?
�

θ=θ
1

θ=θ
2

O

nondérivableàl’optimum

→déterminationdeξMMD(protocoleapproximatif)plusdifficileque
celledeξD!

74



'

&

$

%

•Θestindénombrable(compactdeIR
p
):

DéterminationdeξMMDapproximatifdifficile

Protocoleexactξ
N
1:

→calculerminθ∈Θ{detM(θ,ξ)}pourchaqueξproposéparl’algorithme
demaximisation...troplourd

→serameneraucasΘdénombrablefini:algorithmederelaxation
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Maximisercparrapportàξ
N
1souslescontraintes:c≤logdetM(θ,ξ),

∀θ∈Θ.

→classeRdevaleur«représentatives»deθ∈Θ:

Pas1:choisir

R
(1)

={θ
1
∈Θ},0<δ<<1

poserk=1

Pas2:calculer

ξ
k

=argmax
ξ

min
θ∈R(k)

logdetM(θ,ξ)

(problèmerelaxé)
Pas3:calculer

θ
k+1

=argmin
θ∈Θ

logdetM(θ,ξ
k
)

SilogdetM(θ
k+1

,ξ
k
)≥minθ∈R(k)logdetM(θ,ξ

k
)−δarrêter,

sinonposerR
(k+1)

=R
(k)

∪{θ
k+1

},k→k+1etretourneraupas2
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9.4)Utilisationdeladistributionexactedeθ̂(compliqué...)

D-optimalitépourmodèlenon–linéaire:

—approximerlesrégionsdeconfiancepardesellipsoïdes

—minimiserlevolumedecesellipsoïdesdeconfiance

→linéarisationdumodèle
→utilisationdelaloinormaleasymptotiqueN(θ̄,(1/N)M

−1
(θ̄,ξ

N
1))

[Hamilton&Watts,1985]→approximationau2ndordreduvolumede
régionsdeconfianceexactessurθ,etrecherchedel’expériencequi
minimisecevolumeapproximé

[Pázman,1984]→distributionnon–asymptotiquedeθ̂—approximation
dupointenselle—(erreursi.i.d.normalesN(0,σ

2
))

qξ(θ̂|θ̄)=|detQξ(θ̂,θ̄)|
(2π)p/2det

1/2
[NMN]

exp

[

−
1

2σ2||P
θ̂
ξ[ym(θ̂,ξ)−ym(θ̄,ξ)]||

2

]
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avecMN=M(θ̂,ξ),ξ=ξ
N
1,

ym(θ,ξ)=[ym(θ,x1),...,ym(θ,xN)]
>

,

[Qξ(θ̂,θ̄)]ij=[NMN]ij

+
1

σ2[ym(θ̂,ξ)−ym(θ̄,ξ)]
>

(Nσ
2
MN−P

θ̂
ξ)

∂
2
ym(θ,ξ)

∂θi∂θj|θ=θ̂

,

P
θ
ξ=

[

∂ym(θ,ξ)

∂θ>

(

∂y
>
m(θ,ξ)

∂θ

∂ym(θ,ξ)

∂θ>

)

−1
∂y

>
m(θ,ξ)

∂θ

]

=projecteursurleplantangentàSymenym(θ,ξ)

oùSym={ym(θ,ξ),θ∈Θ}=surfacedesréponsesdemodèle

aussiobtenuepar[Skovgaard,1985]et[Hougaard,1985]danslecas
asymptotique,commemeilleureapproximationquelaloinormale:

pξ(θ̂|θ̄)=
1

(2π)p/2

1/2

det[NMN]exp

[

−
1

2
(θ̂−θ̄)

>
[NMN](θ̂−θ̄)

]
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•qξ(θ̂|θ̄)estexactesiSymestplane(expérienceavecrépétitionde
p=dim(θ)valeursxidistinctes)

•«presqueexacte»simodèleplat↔tenseurdecourbureRiemanienne=0
(casparticulier:modèlesnon–linéairesparrapportàunseulparamètre)
«Presque»→onnégligelesyàunedistancedeSymsupérieureaurayon
decourburedeSym

Planificationd’expériences?(ξ=ξ
N
1,planificationexacte)

1)Minimiserl’erreurquadratiquemoyenne

j(ξ)=

∫

Θ

||θ̂−θ̄||
2
qξ(θ̂,θ̄)d(θ̂),Θfixé

...maisconvergenceversuneexpériencesingulière(θ̂pasestimable)→
qξ(θ̂,θ̄)=0surΘ→j(ξ)=0!
→contraindreθ̂àdemeurerdansΘ:nouvelestimateur

θ̃=argmin
mt∈Θ||y−ym(θ,ξ)||

2
+w(θ)

avecw(θ)→∞verslesbordsdeΘetw(θ)=0ailleurs
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→densitépresqueexactedeθ̃:q̃ξ(θ̃,θ̄)[Pázman&P,1992](contient
l’estimateurdumax.aposterioricommecasparticulier)

→minimisationde
∫

Θ||θ̃−θ̄||
2
q̃ξ(θ̃,θ̄)dθ̃parapproximationstochastique

2)Minimiserl’entropiedeladistributiondeθ̂

Approximationnormalepξ(θ̂|θ̄)→entropie

ent(pξ)=−
∫

log[pξ(θ̂|θ̄)]pξ(θ̂|θ̄)dθ̂

=−
1

2
logdetM(θ̄,ξ)+

p

2
log(2π)+

p

2

→D-optimalité
Remplacerpξ(θ̂|θ̄)parqξ(θ̂|θ̄)etapproximationau2ndordre[P&
Pázman,1994]...

ent(qξ)=ent(pξ)+termescorrectifs+O(σ
4
)

3)Utilisationdesloismarginalesdesθ̂ipourcomparerdesexpériences

[Pázman&P,2001](voirEx3)
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10)Systèmesdynamiques:entréesoptimales

10.1)Entréeparamétrée

Superpositiond’entréesdeformesimple(échelons,impulsions,
polynômesent,etc.)

Ex10:
dym(θ,p)

dt=−ym(θ,y)+u(t),ym(θ,0)=0,y(i)=ym(θ̄,ti)+εi,(εi)i

i.i.d.N(0,σ
2
)

Entréeoptimale,surface1(=doseunité)danslafamille

u(t)=(1−α)δ(t)+
α

T
[H(t)−H(t−T)],T>0,0≤α≤1

(α×impulsionent=0+créneaud’amplitudeα/TdeduréeT)
Onfaituneobservation,ent≤T→ξ=(α,T,t)

→ym(θ,t)=
α

θT
+exp(−θt)

[

1−α

(

1+
1

θT

)]
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M(θ,ξ)=
1

σ2

{

exp(−θt)

[

α

θ2T−t+αt

(

1+
1

θT

)]

−
α

θ2T

}

2

etξD=(0,T,1/θ)(Tarbitraire)→l’impulsionestoptimale

Rq1:Sisystèmelinéaire(LI),alorsréponse=superpositiondesréponses
auxdifférentesentrées→expressionanalytiquedelaréponse

Rq2:Entréeparamétréepeutservird’initialisationpourrecherchedans
uneclasse+vaste

10.2)Entréenonparamétrée

Engénéral,onsimulepourlesparamètresθ→ym(θ,t),puissimulation
desfonctionsdesensibilité→M(θ,ξ)→calculsassezlourds...

MaisexpressionanalytiquedeM(θ,ξ)simodèleLI!

82



'

&

$

%

10.2.1)Domainetemporel→ξ=ξ
N
1=[u(1),...,u(N)]

Ex11:StructureRIFy(k)=B(θ̄,q)u(k)+εk,k=1,...,N,(εk)ki.i.d.
N(0,σ

2
),

B(θ,q)=b1q
−1

+b2q
−2

+···+bnq
−n

→estimerθ=(b1,...,bn)
>

,entréestationnaire,àpuissancePubornée:

Pu≤Pumax,avecPu=
1

N

N∑

k=1

u
2
(k−τ),τ=1,...,n

M(θ,ξ)=
1

Nσ2R
>
R,avec

R=

















u(0)u(−1)···u(1−n)

u(1)u(0)···u(2−n)

..

.
..
.

..

.
..
.

u(N−1)u(N−2)···u(N−n)

















83



'

&

$

%

→M(θ,ξ)=
1

Nσ2

N∑

k=1











u
2
(k−1)···u(k−1)u(k−n)

..

.
..
.

..

.

u(k−1)u(k−n)···u
2
(k−n)











termesdiagonaux=Pu/σ
2
⇒déterminantmax.pourM(θ,ξ)=PuIp/σ

2

etentréeoptimaleuD(t):

1

N

N∑

k=1

uD(k−i)uD(k−j)=Pumaxδi,j,i,j=1,...,n

SiN→∞,uD(·)→suitei.i.d.

Siamplitudebornée,u(k)∈[−1,1],M(θ,ξD)proportionnelleàPu⇒
Pu=PumaxetuD(k)=±1→suite(−1,+1)noncorrélée

Rq:IcimodèleLP,etMnedépendpasdeθ
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StructuredeBox&Jenkins:y(k)=F(θ̄,q)u(k)+G(θ̄,k)εk,avec(εk)k

i.i.d.N(0,σ
2
),F(θ,q)etG(θ,q)fractionsrationnellesenq

−1
,Gstable

d’inversestable

σ
2

inconnu→θe=





θ

σ
2





,

onsupposequ’endéveloppantG(θ,q)=
∑

∞
i=0giq

−i
,onag0=1(1er

élémentdelaréponseimpulsionnelle=1)

Max.devraisemblance→erreurdeprédiction:
e(θ,k)=G

−1
(θ,q)[y(k)−F(θ,q)u(k)]et

logπ(y|θe)=−
N

2
log(2πσ

2
)−

1

2σ2

N∑

k=1

e
2
(θ,k)

etM(θe,ξ)=E

{

1

N

∂logπ(y|θe)

∂θe

∂logπ(y|θe)

∂θ>
e

|θe

}

→
∂logπ(y|θe)

∂θe=?
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∂logπ(y|θe)

∂θe
=−

1

σ2

N∑

k=1

e(θ,k)se(θe,k)−
N

2σ2

∂σ
2

∂θe
+

1

2σ4

∂σ
2

∂θe

N∑

k=1

e
2
(θ,k)

avecse(θe,k)=
∂e(θ,k)

∂θe=





∂e(θ,k)
∂θ

0





et
∂e(θ,k)

∂θ
=−G

−1
(θ,q)

[

∂G(θ,q)

∂θ
e(θ,k)+

∂F(θ,q)

∂θ
u(k)

]

[carG(θ,q)e(θ,k)=y(k)−F(θ,q)u(k)]
g0=1⇒

∂G(θ,q)
∂θe(θ,k)dépendseulementdee(θ,k−τ),τ≥1

etdoncE{e(θ,k+τ)se(θe,k)|θe}=0,∀τ≥0

Deplus,E{e(θ,k+τ)e(θ,k)|θe}=0,∀τ>0,

E{e
2
(θ,k)|θe}=σ

2
,E{e

3
(θ,k)|θe}=0,E{e

4
(θ,k)|θe}=3σ

4

etu(k)nedépendquedese(θ,k−τ),τ≥1

86



'

&

$

%

Onreporte:

M(θe,ξ)=E

{

1

Nσ2

N∑

k=1

se(θe,k)s
>
e(θe,k)|θe

}

+
1

2σ4

∂σ
2

∂θe

∂σ
2

∂θ>
e

Siσ
2

nedépendpasdeθ(biensûr...)

M(θe,ξ)=





M(θ,ξ)0

0
>1

2σ4





avecM(θ,ξ)=E

{

1

Nσ2

N∑

k=1

∂e(θ,k)

∂θ

∂e(θ,k)

∂θ>|θ
}

→forme«classique»

σ
2

inconnu:sansinfluencesurl’estimationdeθ

Siu(k)obtenusansfeedback(donc,boucleouverte):E{e(θ,k)u(k)|θ}=0

→pasdetermescroisése×u
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M(θ,ξ)=
1

Nσ2

N∑

k=1

[

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θ
u(k)

][

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θ>u(k)

]

+E

{

1

Nσ2

N∑

k=1

[

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θ
e(θ,k)

][

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θ>e(θ,k)

]

|θ
}

SiFetGn’ontpasdeparamètresencommun,θ=





θF

θG





M(θ,ξ)=





MF(θ,ξ)O

OMG(θ,ξ)





avecMF(θ,ξ)=
1

Nσ2

N∑

k=1

[

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θF
u(k)

][

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θ
>
F

u(k)

]
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etMG(θ,ξ)=E

{

1

Nσ2

N∑

k=1

[

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θG
e(θ,k)

]

×
[

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θ
>
G

e(θ,k)

]

|θ
}

=
1

σ2
E

{[

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θG
e(θ,k)

][

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θ
>
G

e(θ,k)

]

|θ
}

→autocorrélationàτ=0del’erreurdeprédictione(θ,k)filtréepar
G

−1
(θ,q)

∂G(θ,q)
∂θG

nedépendpasde(u(k))k

jD(u)=det
1

Nσ2

N∑

k=1

[

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θF
u(k)

][

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θ
>
F

u(k)

]

=det
1

Nσ2

N∑

k=1

v(k)v
>

(k)avecv(k)=G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θF
u(k)

→pb.decommandeoptimale...
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Plusfacilesi
1)caractérisationrécursivedelaprécisiondel’estimation
2)commande«temps-réel»

Ex12:StructureARX,A(θ̄A,q)y(k)=B(θ̄B,q)u(k)+εk,(εk)ki.i.d.N(0,σ
2
)

→récurrencey(k)=r
>

(k)θ̄+εk

avecθ̄=





θ̄B

θ̄A





,A(θA,q)=
∑

nA
i=1aiq

−i
etB(θB,q)=

∑

nb
i=1biq

−i

r
>

(k)=[u(k−1)u(k−2)···u(k−nB)−y(k−1)...−y(k−nA)]

Matricedecovariance(MCrécursifs),aprèsobservationdey(k+1)(et
applicationdeu(k)):

Pk+1=Pk−
Pkr(k+1)r

>
(k+1)Pk

1+r>(k+1)Pkr(k+1)

→choisiru(k)pouravoirdetPk+1minimum
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detPk+1=detPk
1

1+r>(k+1)Pkr(k+1)

→r
>

(k+1)Pkr(k+1)maximum

Pk=





p1,1(k)p2,1(k)

p
>
2,1(k)P2,2(k)





r
>
−1(k+1)=[u(k−1)···u(k−nB+1)−y(k)...−y(k−nA+1)]

donner
>

(k+1)Pkr(k+1)=

p1,1(k)u
2
(k)+2p

>
2,1(k)r−1(k+1)u(k)+r

>
−1(k+1)P2,2(k)r−1(k+1)→

r
>

(k+1)Pkr(k+1)minimumenu
∗
(k)=−

p
>

2,1(k)r−1(k+1)

p1,1(k)et

uD(k)=







+1siu
∗
(k)<0

−1siu
∗
(k)>0

(±1siu
∗
(k)=0)

Rq:approcheoptimaleàunpas→globalementsous-optimale,mais

facileàmettreenœuvre
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10.2.2)Domainefréquentiel→ξ=?

MF(θ,ξ)=
1

Nσ2

N∑

k=1

[

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θF
u(k)

][

G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θ
>
F

u(k)

]

Supposonsl’échantillonnageuniforme,àlacadenceT:
MF(θ,ξ)=limN→∞MF(θ,ξ)/T=matriced’informationdeFisher
moyenneparunitédetemps

v(k)=G
−1

(θ,q)
∂F(θ,q)

∂θFu(k)donne

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

v(k)v
>

(k)=fonctiond’autocorrélationdev(k)àτ=0

=
1

2π

∫

π/T

−π/T

Pv(ω)dω=intégraledeladensité

spectraledepuissancemoyennedev(k)

(théorèmedeParseval)
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⇒MF(θ,ξ)=
1

2πTσ2

∫

π/T

−π/T

Pv(ω)dω=
1

2πσ2

∫

π

π

Pv(ω̄)dω̄

avecω̄=Tω.Théorèmedesinterférences→

MF(θ,ξ)=
1

2πσ2

∫

π

−π

∂F(θ,e
jω̄

)

∂θF
G

−1
(θ,e

jω̄
)G

−1
(θ,e

−jω̄
)
∂F(θ,e

−jω̄
)

∂θ
>
F

Pu(ω̄)dω̄

avecPu(ω̄)ladensitéspectraledepuissancemoyennedusignalu(k)

u(k)signalréel⇒Pu(ω̄)fonctionréelleetpaire,

MF(θ,ξ)=
1

π

∫

π

0

M̃F(θ,ω̄)Pu(ω̄)dω̄

avec

M̃F(θ,ω̄)=
1

σ2Re

{

∂F(θ,e
jω̄

)

∂θF
G

−1
(θ,e

jω̄
)G

−1
(θ,e

−jω̄
)
∂F(θ,e

−jω̄
)

∂θ
>
F

}

etRe(x)lapartieréelledex
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Considéronsdesentréesdepuissanceunité:
1
π

∫

π

0Pu(ω̄)dω̄=1

Signalsinusoïdal:u(k)=Asin(ωutk)=Asin(ωukT)=Asin(kω̄u),
fréquenced’échantillonnageν=

1
T≥2

ωu
2π(Shannon)⇔ω̄u≤π

Pu(ω̄)=
A

2
π

2[δ(ω̄+ω̄u)+δ(ω̄−ω̄u)]et(1/π)
∫

π

0Pu(ω̄)dω̄=
A

2

2

Alors,MF(θ,ξ)∈enveloppeconvexe{M̃F(θ,ω̄),ω̄∈[0,π]}

⇒MF(θ,ξ)=

m∑

i=1

M̃F(θ,ω̄i)avecm≤1+
p(p+1)

2

Enfait,onmontremêmequem≤pF=dim(θF)suffit!

Entréeoptimalecaractériséeparsonspectredepuissancemoyenne

(⇔distributiond’effortexpérimentalenplanificationapproximative)

etlespectreoptimalestdiscret,maisréaliséicisansapproximation
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PuD=











ω̄i

µi





,i=1,...,m







avecµipuissanced’unsinusoïdedepulsation(normalisée)ω̄i

Rq1:onpeutaussiappliquermsinusoïdesdemêmepuissanceetde
pulsationsdifférentesω̄i,chacunependantuneduréeproportionnelleàµi

Rq2:Mêmesalgorithmesquepourlaplanificationapproximative

Rq3:M̃F(θ,ω̄i)derang2siω̄i6=0,derang1sinon⇒dpF/2esinusoïdes

suffisentpourestimerθF
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Ex13:StructureRIF,F(θ,q)=B(θ,q)=b1q
−1

+b2q
−2

+b3q
−3

,G(θ,q)=1

θ=θF=(b1,b2,b3)
>

M̃F(θ,ω̄)=
1

σ2Re

{

[e
−jω̄

e
−2jω̄

e
−3jω̄

]
>

[e
jω̄

e
2jω̄

e
3jω̄

]
}

=
1

σ2









1cos(ω̄)cos(2ω̄)

cos(ω̄)1cos(ω̄)

cos(2ω̄)cos(ω̄)1









et

MF(θ,ξ)=
1

σ2









1x1x2

x11x1

x2x11









avecx1=
1
π

∫

π

0cos(ω̄)Pu(ω̄)dω̄etx2=
1
π

∫

π

0cos(2ω̄)Pu(ω̄)dω̄

EntréeD-optimale:x1=x2=0,

parex.,Pu(ω̄)constantsur[0,π]→«bruitblanc»(cf.Ex11)
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...maisentréeoptimalepasunique,autrepossibilité:
u(k)=cos(kπ/4)+cos(3kπ/4)

0510152025
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

u(t)=cos[tπ/(4T)]+cos[3tπ/(4T)](—)etu(k)(•)
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Ex14:StructureARX,A(θ,q)y(k)=B(θ,q)u(k)+εk

→Box&Jenkins,avecF(θ,q)=
B(θ,q)
A(θ,q)etG(θ,q)=

1
A(θ,q)

maisF(θ,q)etG(θ,q)ontdesparamètresencommuns!

M(θ,ξ)=
1

π

∫

π

0

M̃(θ,ω̄)Pu(ω̄)dω̄

+
1

Tσ2
E

{[

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θ
e(θ,k)

][

G
−1

(θ,q)
∂G(θ,q)

∂θ>e(θ,k)

]

|θ
}

=
1

π

∫

π

0

M̃(θ,ω̄)Pu(ω̄)dω̄

+
1

πσ2

∫

π

0

[

∂G(θ,e
jω̄

)

∂θ
G

−1
(θ,e

jω̄
)

][

G
−1

(θ,e
−jω̄

)
∂G(θ,e

−jω̄
)

∂θ>

]

Pe(ω̄)dω̄

etPe(ω̄)=σ
2

sur[0,π](«bruitblanc»)
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PourA(θ,q)=1+aq
−1

,B(θ,q)=bq
−1

,θ=





a

b





:

∂G(θ,e
jω̄

)

∂θ
G

−1
(θ,e

jω̄
)=



−
e
−jω̄

1+ae−jω̄

0





∂F(θ,e
jω̄

)

∂θ
G

−1
(θ,e

jω̄
)=



−
be

−2jω̄

1+ae−jω̄

e
−jω̄





et

M(θ,ξ)=
1

πσ2

∫

π

0





b
2

1+a2+2acos(ω̄)−b
1+acos(ω̄)

1+a2+2acos(ω̄)

−b
1+acos(ω̄)

1+a2+2acos(ω̄)1





Pu(ω̄)dω̄

+





1
1−a20

00





Siuneseulesinusoïde,optimumpourω̄D=arccos
(

−
2a

1+a2

)
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Tempscontinu...:remplacerq=e
−jω̄

pars=jωetπpar∞dansles
intégrales

Ex15:θ
dym(θ,t)

dt+ym(θ,t)=u(t),ym(θ,0)=0,ety(t)=ym(θ,t)+b(t)où
lebruitb(t)aunedensitéspectraledepuissance

1
1+a2ω2

Partiedéterministe:F(θ,jω)=
1

1+jωθ

Partiestochastique:bruitblancε(t)filtréparG(jω)=
1

1+jωa

MF(θ,ξ)=−jω

(1+jωθ)2(1+jωa)(1−jωa)
jω

(1−jωθ)2=
ω

2
(1+a

2
ω

2
)

(1+θ2ω2)2

UnseulparamètredansF→unesinusoïdesuffitpourl’optimalité

PulsationD-optimale

ωD=







1 √θ2−2a2si2a
2

<θ
2

∞sinon

Rq:Attention,onatoujourssupposélesystèmeenboucleouverte(u(k)

indépendantdese(θ,k)passés)
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10.2.2)Entrée&cadenced’échantillonnageoptimales

Représentationd’état:

dx(t)

dt
=Ax(t)+bu(t)

y(t)=c
>
x(t)+du(t)+b(t)

avecb(t)bruitdedensitéspectraleΨ(ω)

→b(t)=filtragedeε(t)bruitblanc,parG(jω)=Ψ
1/2

(ω)

Fonctiondetransfert,partiedéterministe:F(θ,jω)=c
>

(jωI−A)
−1

b+d

M(θ,ξ)=
1

2π

∫

∞

−∞

∂F(θ,jω)

∂θ
Ψ

−1
(ω)

∂F(θ,−jω)

∂θ>Pu(ω)dω

(=matriced’informationdeFishermoyenneparunitédetemps)

Onsupposedenouveauu(t)depuissanceunité:
1
2π

∫

∞

−∞Pu(ω)dω=1
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Soit[−ωu,ωu]lalargeurdebandedusignalu(t):

M(θ,ξ)=
1

2π

∫

ωu

−ωu

∂F(θ,jω)

∂θ
Ψ

−1
(ω)

∂F(θ,−jω)

∂θ>Pu(ω)dω

Sortieéchantillonnéeàlafréquenceωe/(2π),avecωe>2ωu(Shannon)

→pasdedétériorationdusignalu(t),maisrepliementduspectrepour
b(t)

-

6

......

......

......

......

......

...

......

......

......

......

......

...

ωe/2 −ωe/2

ωu −ωu

|Ψ(ω)|
1/2

	
R

/

Densitéspectraledubruitéchantillonné:
Ψe(ω)=Ψ(ω)+

∑

∞
k=1Ψ(kωe+ω)+Ψ(kωe−ω),ω∈[−ωe/2,ωe/2]
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Ψe(ω)>Ψ(ω)⇒aprèséchantillonnageMe(θ,ξ)≺M(θ,ξ)

→L’échantillonnagediminuelaprécisiondel’estimation

→filtrepré-échantillonnageFe(jω):

Fe(jω)=







0siω6∈[−ωe/2,ωe/2]

inversibleailleurs

Densitéspectraledubruitfiltré:ΨFe(ω)=|Fe(jω)|
2
Ψ(ω),etpasde

repliementduspectre

Matriced’informationdeFisher(moyenneparunitédetemps),après
filtrageetéchantillonnage:

MFe(θ,ξ)=
1

2π

∫

∞

−∞

∂F(θ,jω)

∂θ
Fe(jω)Ψ

−1
Fe(ω)Fe(−jω)

∂F(θ,−jω)

∂θ>Pu(ω)dω

=M(θ,ξ)

103



'

&

$

%

échantillonnageàlafréquence
ωe
2π→

ωe
2πéchantillonsparseconde

→Matriced’informationdeFishermoyenneparéchantillon:

M(θ,ξ)=
2π

ωe
M(θ,ξ)

«MaximiserM(θ,ξ)»→ωeminimale:ωe=2ωu(Shannon)

M(θ,ξ)=
1

ωu

∫

ωu

0

Re

{

∂F(θ,jω)

∂θ
Ψ

−1
(ω)

∂F(θ,−jω)

∂θ>Pu(ω)dω

}

∃algorithmespourtrouverlespectreoptimalpouru(t)[Zarrop,1979]

Rq:échantillonnagelepluslentpossible⇒ànombred’observationsfixé,
expériencededuréelaplusgrandepossible
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