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1)Inspectiondesrésultats

+Paramètresestimésθ̂«réalistes»?(contraintesrespectées?)

+Recommenceravecd’autresconditionsinitiales,perturbationsdes
quantitéssupposéesconnues→robustesse?(stabilitédesrésultats?)

+Prédirelesvaleursd’observationscorrespondantàdesdonnéesnon
utiliséespourl’identification(donnéesdevalidation)

+Analysegraphiquedesrésiduse(θ̂,k),k=1,...,N→doivent
ressembleràdeserreurs(quel’onasouventsupposéesdemoyenne
nulle,varianceconstante,etc.)
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2)Analysestatistiquedesrésidus

Ex1:Onasupposéque(e(θ̄,k))k=(εk)kesti.i.d.N(0,σ
2
)

Ondisposederésiduse(θ̂,k),k=1,...,N,etonveuttesterl’hypothèseH0

queleurmoyenneestnulle

Moyenneestimée:m̂=
1
N

∑N
k=1e(θ̂,k)

Varianceestimée:v̂=
1

N−1

∑N
k=1[e(θ̂,k)−m̂]

2

Sousl’hypothèsequeleserreurse(θ̂,k),k=1,...,Nformentunéchantillon

detailleNde(εk)k,lavariablet=
√

N
m̂√

v̂

estdistribuéesuivantuneloideStudentàN−1degrésdeliberté

(exactsileserreurssontnormales,≈siNassezgrandeterreurs

indépendantes)

Onrejettel’hypothèsedemoyennenullesit>tN−1(α),parexemple

α=95%(→valeurtabulée)
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PourNgrand,t∼N(0,1)

−4−3−2−101234
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0.4

Onrejettel’hypothèsedemoyennenullesit>2

c’est-à-diresim̂>2
√

v̂ √
N(sousH0,probabilité<5%)

QuandondécidederejeterH0:introduireuntermeconstantθ0dansla
réponse,estimerθ0,testerdenouveau

Hypothèsed’indépendanceessentielle:voir+loincommentlatester...
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3)Testdenormalité

Apartirdem̂etv̂→résidusnormalisés

en(θ̂,k)=
e(θ̂,k)−m̂

√
v̂

,k=1,...,N

Onlesclasseparvaleurscroissantes:en(θ̂,k1)≤en(θ̂,k2)≤···≤en(θ̂,kN),
etoncalculelafonctionderépartitionempiriqueFe(·)

Fe(x)=









0six<en(θ̂,k1)

i/Nsien(θ̂,ki)≤x<en(θ̂,ki+1)

1sien(θ̂,kN)≤x

quel’onpeutcompareràsavaleurthéorique[pourN(0,1)]

F(x)=
1 √
2π

∫x

−∞exp
(

−
u
2

2

)

du
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Onpeutégalementtracerunpp-plot:F([en(θ̂,ki)]enfonctiondei/N

→diagonaleprincipalesidistributionnormale

Ex2:4jeuxdedonnées

ü(i)100variablesi.i.d.N(0,1)

ü(ii)100variablesi.i.d.uniformesdans[−1,1]

ü(iii)y=Rθ̄+ε,avecε∼N(0,I100),R=




R1

R2



,

R1=diag(1,2,...,50),R2=diag(51,52,...,100),θ̄i=1,i=1,...,50

50paramètrespour100observations...
100résidusd’estimationparMC:θ̂=(R>R)−1

R>y

ü(iv)BruitblancfiltréparunAR:x(k+1)=−x(k)+εk+1,(εk)ki.i.d.
N(0,1)

→histogrammes,fonctionsderépartition,pp-plots
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3.1)tracés:
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Histogramme,jeu(ii)

Variableuniformes:
très6=devariablesnormales
Maishistogrammesouvent
assezpeurévélateursi
Npastrèsgrandet
distributionpresquenormale
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pp-plot,jeu(iii)

50paramètrespour100observations
lesrésidussonttrèscorréles
→faussel’analyse!
(...voir+loincommentfaire)
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pp-plot,jeu(iv)

Résultatsvoisinsdeceuxdujeu(iii):lacorrélationfaussel’analyse
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Analysedujeu(iii)(N=100,p=50):

Résidusd’estimationparMC:e(θ̂)=y−Rθ̂=[IN−R(R>R)−1
R>]y

MatricedecovarianceV=σ
2
[IN−R(R>R)−1

R]

→résiduscorrélesetnonstationnaires

MaisonpeutenextraireN−pvariablesdecovarianceσ
2
IN−p:

+PartitionnerRetyenR=




R0

R1



,y=




y0

y1





avecR0∈IR
p×p

nonsingulière

+Calculerlesrésidusassociésaupartitionnementprécédent:

e0(θ̂)=y0−R0θ̂,e1(θ̂)=y1−R1θ̂

+CalculerM=R0(R>R)−1
R>

0
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+Soientλ1,...,λn,n≤p,lesnvaleurspropresdeM<1,etvi,
i=1,...,nlesvecteurspropresassociés.Lesvariablese∈IR

N−p
à

considérersont

e=e1(θ̂)−R1R−1
0

(
n∑

i=1

√
λi

1+
√

λi

viv>
i

)

e0(θ̂)

Ex2(suite):Appliquéaujeudedonné(iii),celadonneunéchantillonde
N−p=50variables→jeudedonnées(iii’)
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pp-plot,jeu(iii’)

Letraitementappliquéaujeu(iii)conduitàunemeilleureanalysedela
normalité
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3.2)Utilisationdesmomentsempiriques:

(ek)kunesuitedevariablesaléatoiresi.i.d.,devarianceσ
2

Coefficientdesymétrie(skewness)deleurloi:

γ1=
E{(e1−E{e1})

3
}

σ3

γ1=0pouruneloisymétrique,γ1>0siplusdepoidsàdroitequ’àgauche
delamoyenne
Coefficientd’aplatissement(kurtosis):

γ2=
E{(e1−E{e1})

4
}

σ4−3

γ2=0pourlaloinormale,γ2>0sidécroissancepluslentequepourlaloi
normalequand|x|→∞
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→onvautiliserlesvaleursempiriquesdeγ1etγ2

γ̂1=
1
N

∑N
k=1[e(θ̂,k)−m̂]

3

v̂3/2

γ̂2=
1
N

∑N
k=1[e(θ̂,k)−m̂]

4

v̂2−3

Sousl’hypothèsedenormalité,γ̂1etγ̂2ontpourmoyenne

m1=0etm2=−
6

N+1

etpourvariance

v1=
6(N−2)

(N+1)(N+3)
etv2=

24N(N−2)(N−3)

(N+1)2(N+3)(N+5)

etasymptotiquement(N→∞)γ̂1etγ̂2sontgaussiens

17



'

&

$

%

→onrejettel’hypothèsedenormalitési

T1=|γ̂1|
2√v1

>1ouT2=|γ̂2−m2|
2√v2

>1

jeuT1T2conclusion

(i)0.94370.0834normal

(ii)0.17251.1972pasnormal

(iii)0.34711.8250pasnormal

(iv)0.03851.05??

(iii’)0.23460.0325normal
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4)Testdestationnarité

Stationnaritédusecondordre(deσ
2
)

Parexemple,estimationparMCordinaires→hypothèsedestationnarité
rejetée→MCpondérés

4.1)Goldfeld-Quandt:

Lavariable«explicative»pourlanon-stationnaritééventuelleestletemps
(indicedurésidu)

Ondiviselesrésidusen3parties:lesk1premiersetk3derniersseront
utilisés,lesk2dumilieusontécartés(typiquement,k2=N/4etk1=k3)

Oncalculeensuitem̂1etm̂3lesmoyennespourlesk1premiersetk3

derniersrésidus,puis

r3=
k3−p

k1−p

∑k1

k=1[e(θ̂,k)−m̂1]
2

∑N
k=k1+k2+1[e(θ̂,k)−m̂3]2

19



'

&

$

%

020406080100120140160180200
−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

processusnonstationnaire,
méthodedeGoldfeld-Quandt

→revientàcalculerlerapport
devariancesestiméessur
lesk1premiersetk3derniers
résidus

Ondoitensuitetestersir3estégalà1(hypothèseH0:stationnarité),ou
«significativementdifférentde1»

celadépenddel’hypothèsealternativeH1...
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SousH0,avecunestructureLPetunbruiti.i.d.normal,lesrésidus
d’estimationparMCordinaires(nonpondérés)sonttelsquer3∼
Fisher-Snedecoràk1−petk3−pdegrésdeliberté

SiH1=variancedécroissanteaveck,ontestesir3estsignificativement
grand

-

6

......

......

.
N

Prob.=5%

F5(k1−p,k3−p)(tabulé)

T3=
r3

F5(k1−p,k3−p)

StationnaritésiT3<1,
variancedécroissantesinon
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SiH1=variancecroissanteaveck,ontestesir3estsignificativementpetit

-

6

......

......

......

.
F95(k1−p,k3−p)(tabulé)

�

Prob.=95%T′
3=

r3

F95(k1−p,k3−p)

StationnaritésiT′
3>1,

variancecroissantesinon
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4.2)Régressionducarrédesrésidus:

zi(k),i=1,...,ndesvariablesexplicatives,Parexemple,z(k)=k,ou
z(k)=r(k)(n=p)

Apartirdem̂etv̂→résidusnormalisés

en(θ̂,k)=
e(θ̂,k)−m̂

√
v̂

,k=1,...,N

puisnouvelles«observations»vn(θ̂,k)=e
2
n(θ̂,k)quel’onvatenterde

modéliseravecleszi(k)

vn(θ̂,k)=α0+

n∑

i=1

αizi(k)+ε′
k

Stationnarité→α1=α2=···=αn=0etα0=σ
2

→estimerα=(α0,α1,...,αn)>parMC
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α̂=(Z>Z)−1
Z>vn(θ̂)

avecvn(θ̂)=[vn(θ̂,1),...,vn(θ̂,N)]>etZlamatricedesrégresseurs(N×n)

Z=











1z1(1)···zn(1)

1z1(2)···zn(2)

..

.
..
.

..

.
..
.

1z1(N)···zn(N)











Onvacalculerlasommedescarrésdesrésidusexpliquéeparlarégression
surleszi(k)

Sommedescarrésdesrésidusavectousleszi(k),i=1,...,n:

‖vn(θ̂)−Zα̂‖
2

=‖vn(θ̂)‖
2
−v>

n(θ̂)Z(Z>Z)−1
Z>vn(θ̂)

avecα0seul:‖vn(θ̂)‖
2
−

1
N

[
∑N

k=1vn(θ̂,k)
]2
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→partieexpliquéeparleszi(k):

s4=v>
n(θ̂)Z(Z>Z)−1

Z>vn(θ̂)−
1

N

[
N∑

k=1

vn(θ̂,k)

]2

Sousl’hypothèsedestationnarité,ondoitavoirr4=s4/‖vn(θ̂)‖
2

<<1

Onmontreques4/2suituneloiduX
2

àndegrésdeliberté→

T4=
s4

2X
2
5(n)

X
2
5(n)ayantuneprobabilitéde5%d’êtredépasséparunevariable

distribuéeX
2
(n)(valeurtabulée)
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4.3)Corrélationavecvariablesexplicatives:

Oncalculelacorrélationentrelesvn(θ̂,k)etleszi(k),pourchaquei

c5(i)=

∑N
k=1[vn(θ̂,k)−mv][zi(k)−mzi]

{
∑N

k=1[vn(θ̂,k)−mv]2
∑N

k=1[zi(k)−mzi]2
}1/2

avecmvlamoyennedesvn(θ̂,k)etmzicelledeszi(k)

Stationnarité→c5(i)doitêtreprochede0

Onmontreque√N−pc5(i)∼N(0,1),d’où

T5(i)=|c5(i)|√N−p

2

etonrejettelastationnaritésiT5(i)>1
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Ex2(suite):3jeuxdedonnéesdeplus
Régressionlinéaire,y=Rθ̄+ε,avecR=(w1,w2),

w1i=cos

(
i−1

99

π

2

)

,w2i=sin

(
i−1

99

π

2

)

,i=1,...,100

θ̄=(1,1)>,résidusd’estimationparMCnonpondérés
ü(v)(εk)ki.i.d.N(0,1)

ü(vi)ε∼N(0,V1),V1=diag(1,2
2
,...,100

2
)(nonstationnaire)

ü(vii)ε∼N(0,V2),V2=MV1M>et

M=














1100·········0

0110············
0011············
..
.

..

.
..
.

..

.···110

0············011














(nonstationnaire,corrélation)
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Variablesexplicatives:
z(k)=kpour(i)à(iv),z(k)=r(k)pour(v),(vi)et(vii)
(iii)ptropgrandpourT3etT′

3

jeuT3T′
3r4T4c5(1)T5(1)c5(2)T5(2)

(i)0.5091.50.0020.0760.0550.273––

(ii)0.6191.8220.00230.003-0.0700.352––

(iii)––0.0714.165-0.3011.064––

(iii’)0.2761.2960.0140.2460.1430.506––

(iv)1.7325.1030.0300.752-0.2441.222––

(v)0.4871.4780.0330.7520.0500.2480.0430.212

(vi)0.0480.1470.1665.990-0.4622.2890.4202.080

(vii)0.0050.0160.22812.815-0.4972.4590.3981.971

Nonstationnaire:correct,incorrect
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Régressionducarrédesrésiduset«observationsvn(θ̂,k)»,jeu(vi)
variablesexplicatives:z(k)=r(k)

0102030405060708090100
0

2

4

6

8

10

12
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5)Testd’indépendance

5.1)Corrélation

Rappel:indépendance⇒pasdecorrélation
(etdonccorrélation⇒dépendance)
etindépendance⇔pasdecorrélationsivariablesnormales

Fonctiond’autocorrélationdeserreurs:

ĉe(k)=
1

N−k

N−k ∑

i=1

[e(θ̂,i)−m̂][e(θ̂,i+k)−m̂]

→fonctionnormaliséeĉn(k)=
ĉe(k)
ĉe(0)(→ĉn(0)=1)

Indépendance⇒pourN>>k,ĉn(k)∼N(0,1/N)

plusprécisément(lenb.determesdelasommedépenddek...),

ĉn(k)∼N
(

0,
N

(N+2)(N−k)

)
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⇒ĉn(k)doitêtredansl’intervalleIk=

[

−
2
√

N √(N+2)(N−k)
,

2
√

N √(N+2)(N−k)

]

avecuneprob.95%

Ex2(suite):ĉn(k)etextrémitésdel’intervalleIk,jeu(vii)

0102030405060708090100
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

→dépendance
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PourNgrand,

v6=
N+2

N

N∑

k=1

(N−k)ĉ
2
n(k)

estapproximativementdistribuéesuivantX
2
(N−p)

T6=
v6

X
2
5(N−p)

avecX
2
5(N−p)ayantuneprobabilitéde5%d’êtredépasséparunevariable

distribuéesuivantuneloiX
2
(N−p)

→onrejettel’hypothèsed’indépendancesiT6>1

Rq:Onpeutaussiconsidérerlacorrélationentrelesrésidusetlesentrées

(pasdecorrélationsilemodèlea«extraittoutel’information»)
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5.2)Méthodesnonparamétriques

5.2.1)Comparaisonàlamédiane

Silasuitedevariables(erreursnormalisées)estindépendante,chacuneà
uneprobabilité1/2d’êtreaudessuscommeaudessousdelamédianem

x(k)=







1sien(θ̂,k)>m

0sien(θ̂,k)<m
et0ou1avecprob.1/2sien(θ̂,k)=m

Déf.:run=suitecontinued’élémentsdex(k)ayantlamêmevaleur

Ex:(x(k))={011000 ︸︷︷︸11100111110010}→9runs

rlenb.deruns,nlenb.de1
PourNgrand,indépendance→r∼N(m7,v7),avec

m7=
2n(N−n)

N
+1,v7=

2n(N−n)[2n(N−n)−N]

N2(N−1)

LetestestT7=|r−m7|
2√v7,etonrejettel’indépendancesiT7>1
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5.2.2)Comparaisondesvaleurssuccessives

Silasuiteestindépendante,chaquetermeàlamêmeprobabilité1/2d’être
pluspetitouplusgrandqueleprécédent

x(k)=







1sien(θ̂,k+1)>en(θ̂,k)

0sien(θ̂,k+1)>en(θ̂,k)

etx(k)=0ou1avecprob.1/2sien(θ̂,k+1)=en(θ̂,k)

PourNgrand,indépendance→r∼N(m8,v8),avec

m8=
2N−1

3
,v8=

16N−29

90

LetestestT8=|r−m8|
2√v8,etonrejettel’indépendancesiT8>1
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5.2.3)RapportdeVon-Neumann

Onclasseleserreursparvaleurscroissantes
en(θ̂,k1)≤en(θ̂,k2)≤···≤en(θ̂,kN)→r(k)lerangdel’erreuren(θ̂,k)

RapportdeVon-Neumann:

r9=12

∑N
k=2[r(k)−r(k−1)]

2

N(N2−1)

PourNgrand,indépendance→r9∼N
(

2,
20

5N+7

)

Letestest

T9=|r9−2|
2
√

20
5N+7

etonrejettel’indépendancesiT9>1
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Ex2(suite):

jeuT6T7T8T9

(i)0.577800.43880.3274

(ii)0.42560.40200.63830.2808

(iii)0.58340.40200.75790.2378

(iii’)0.333600.68330.1374

(iv)27.60054.02043.19134.9478

(v)0.36450.10050.43880.1690

(vi)0.98410.50250.63830.0828

(vii)1.69521.50761.35630.8467

Dépendance:correct,pasdétectée
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6)Simulation

Sirésultatsdetestsambigus?

+simulerlemodèleaveclavaleurestiméeθ̂desparamètres,
lesmêmesconditionsexpérimentalesquecellesutiliséespourobtenirθ̂,
desperturbationsrespectantleshypothèsesfaites,

+recueillirlesdonnéescommepourunvraisystème,

+recommencerl’identificationàpartirdecesdonnées

Silemodèleestcorrect,ellesdevraientêtresemblablesaudonnéesinitiales
...etconduireauxmêmesambiguïtés!

S’illefaut,recueillird’autresobservationssurlesystème
(penser«planificationd’expériences»...)
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