Examen DEA SICOM, Cours Identification
Luc Pronzato, Décembre 2003

CORRIGE

1)

Posons G = Ng/Dg, F = Np/Dg, on a y(k) = Np(q)/Dr(q)u(k) + Ng(q)/Da(q)e(k), soit A(q)y(k) =
B)(q)U(k) + C(q)e(k), avec A(q) = Dr(q)Dc(q), B(q) = Nr(q)Da(q) et C(q) = Dr(q)Ne(q)-
2

(k) = nk-D4+ayk—2)4+ulk—1)+bjulk —2) +e1(k) + cre(k — 1)
y2(k) = ya(k—1) 4 agy2(k — 2) + u(k — 1) + bau(k — 2) + e2(k)

La stabilité du systeme dépend des valeurs de a; et as: le systeme est stable si les valeurs de z pour les-
quelles A1(z) = 1 — 27! —a127% et A3(2) = 1 — 27! — azz~?2 sannulent sont de module inférieur a 1. On
aAi(z) =22%2*—2—a;),i =12 quisannule en z = (1 £+ /1 +4aq;)/2. Pour —1/4 < a; < 0 le systéme
est donc stable. De plus, les zéros des A;(z) sont réels et positifs, la réponse indicielle du systeme est donc
non-oscillante.

3)
ei(k) = —celk—1)4y1(k)—yi(k—1)—aryi(k—2) —u(k — 1) — byu(k — 2)
ea(k) = ya(k) —y2(k — 1) — azya(k — 2) — u(k — 1) — bou(k — 2)
4)
log w(y|0,0%,03) = log . (e|0,0%,03) avec e = (e(1),...,e(N)) et 7. la densité de probabilité des erreurs. Du

fait de I'indépendance,

e2(k
logm(y|0.07.03) = > Zlog{ = exp [— %gg)]}
i=1,2 k=1 g

N
= Z {—J;flog(%r) — glog(af) - 2;2 Ze?(/@)}

i=1,2 i k=1

avec e;(k) dépendant de 0“1’ =1,2.
Dérivons par rapport a o7, cette dérivée doit étre nulle a 'optimum, c’est-a-dire pour la valeur estimée des

parametres. On obtient
XN
&7 = Nzé?(k) i =

k=1

On reporte dans log (y|0,0%,03), ce qui donne comme critére & maximiser

Z{_logm_bgli ] }

i=1,2
C’est-a-dire, §; minimise Y r_, €2(k), i = 1,2.
5)

Vi correspond au terme de la matrice d’information de Fisher associé au parametre 02, 1/V; est donc la
variance asymptotique de l'estimateur de o7. La dérivée dlog w(y|0,0%,03) /00 a été calculee en 4, elle vaut
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On a donc
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do?
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0,02-2}-1— 408E [Z ef(k)] 0,02 5,
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avec
E{e}(k)|0,07} =07 E{e€}(k)| 0,07} =30}, etpourj#k,E{e}(k)el(j)| 0,07} =o.

Par conséquent,
0,02-2} = No?
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et finalement

6)
On a, d’apres l'indépendance des €(k),

log w(y|6,X) Zlog [ij exp <_; e(k)TE_le(k))}

k=1
N

N 1
= —Nlog(27) — 5 logdet ¥ — 3 Ze(k:)Tzfle(k) .
k=1

La dérivée par rapport a X doit étre nulle a 'optimum (valeur estimée des parametres), c’est-a-dire

N
N.-1 1. RPN -1
55 43S > é(k) =0,
k=1
soit
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v ek
k=1
On reporte dans 1'expression de log 7(y|0,X) qui devient
—Nlog(27) — N 1o det iZN:é(k)éT(k) - ltrace(NI )
BET T R N 2 2 2

avec I, la matrice identité de dimension 2, et @ doit minimiser log det[Z,If:1 e(k)e' (k)].
7)
On commence par calculer det ¥ = o4(1 — o?) et

On reprend ’expression trouvée en 6,

N
N N
2 _ 4 2
logn(y|@,0°,0) = —Nlog(2m)— gloga - ?log(l —a’) — %071 —a?) kz_:l )+ e3(k) — 2ae; (k)ea (k)]
Nlog(2r) — N1 2N1(1 %) ! (Sy — 2aPy)
= —Nlo —Nlo ——log(l-—0o*) — —————5 — 2 .
glam go B g 202(1 — a?) N N
La dérivée par rapport a o2 doit étre nulle a I'optimum, soit
N 1 . .
-+ -———(Sv—2&aPNn) =0
5% T 251(1 — gz O~ 26FN)
et donc )
652 = (SN — 2&PN) .

- 2N(1 - a2)



On reporte dans log 7(y|60,02,), qui devient
log7(y|@,0) = —Nlog(2r)+ Nlog[2N(1 — a?)] — Nlog(Sx — 2aPy) — glog(l —a?)— N
= —Nlog(2n) + Nlog(2N) — N — Nlog(Sy — 2aPN) + %log(l —a?).
Sa dérivée par rapport a a doit étre nulle a I'optimum, soit

& 2Py
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d’ott & = 2Py /Sx.

Par définition, Sy est positif et Sy + 2Py > 0et Sy — 2Py > 0, donc —1 < & < 1, ce qui est était a prévoir
puisque « est le coefficient de corrélation entre €; (k) et e (k).

On reporte la valeur de & dans celle de 62, ce qui donne 62 = Sy /(2N).

On reporte la valeur de & dans log 7(y|6,a), qui devient

N
—Nlog(27) + Nlog(2N) — N — 5 log(S% — 4P%)

N N
= —Nlog(2r) + Nlog(2N) — N — ) log(Sy — 2Pn) — ) log(Sn + 2Py)

N ol N al
= —Nlog(2r) + Nlog(2N) — N — ) log lZ(el(k’) — eQ(k))Q] -5 log [Z(el(kz) + ea(k))?

k=1 k=1

Par conséquent, 6 doit minimiser log[>"~_, (e1 (k) — ea(k))2] + log[>n_, (e1 (k) + ea(k))?].
8)
Onapoura =0
dlog(y|0,02%,a) N 1
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et donc

ok

2| [9logn(y]0,0%0)]"
Oo?

2
9,02,0} = - RE{Sn10.07) + B {5}]0.07) |

avec
E{Sn|8,0%} =2No* E{S%|0,0*} =8No* +AN(N —1)o*.

Par conséquent, V = N/o%, tandis qu’en 4, V; = N/(20?). La variance est donc deux fois plus faible a présent,
ce qui s’explique par le fait que deux fois plus de données (les e; (k) et les e2(k)) sont utilisées pour estimer o2.
9)

Le critere d’Akaike fait intervenir — log 7r(y|9,&2,é¢) + p avec p le nombre de parametres dans le modele.
Dans le premier cas, il y a 5+2=7 parametres (5 pour 6, 2 pour o2 et «), dans le second seulement 4+2=6. Le
critére (2 minimiser) conduit donc a préférer la structure la plus simple, c’est-a-dire la seconde.



