Examen DEA SICOM, Cours Identification
Luc Pronzato, Décembre 2003

Quelques indications: les parties 1, 2, 3 sont indépendantes du reste; 6 est un cas particulier d’un exemple
traité en cours; 4 est un cas particulier de ce cas particulier, déja donné comme exercice ; 5 a également déja été
proposé comme exercice; 7 et 8 se résolvent comme 4, 5 et 6; la partie 9 est indépendante de tout le reste.

On prendra soin de souligner les vecteurs (lettres minuscules en gras dans I'énoncé) et de noter les matrices
par des lettres capitales.

A chaque fois que l'on parle d’estimateur, c’est du maximum de vraisemblance qu’il s’agit. On note avec
un " les valeurs estimées.

1)
Soit un modele de Box et Jenkins correspondant a I'équation de récurrence

y(k) = F(q)u(k) + G(q)e(k)

dans laquelle les fonctions de transfert F(q) et G(q) sont des fractions rationnelles en 1'opérateur retard ¢~!.

Montrer que cette équation de récurrence peut également étre représentée par une structure de type ARMAX,
pour laquelle A(q)y(k) = B(q)u(k) + C(q)e(k) avec A(q), B(q) et C(q) des polynomes en ¢~! (on explicitera
ces polyndmes en fonction des numérateurs et dénominateurs de F(¢) et G(q)).

Dans toute la suite on considere un modéle multivariable, avec deux sorties y; et y». On suppose que les
deux sorties peuvent étre décrites comme les réponses de deux modeles de type ARMAX, avec une entrée
commune u(k) et deux sources de bruit distinctes €; (k) et e2(k),

A(@yi(k) = Bi(qu(k) + Ci(g)es(k)
As(q)y2(k) = Ba(q)u(k) + Caq)ea(k) .
On suppose que

Ailq) = 1-q¢'—aiq?

Bi(q) ¢ +big?

Cilg) = l+eag™

As(q) = 1—q ' —aq™?

Balq) = q '+ bag 2

Ca(g) = 1

On notera 0 = (al,bl,cl,a2,b2)T, 91 = (al,bl,cl)T et 02 = (ag,bg)T.
2)
Ecrire les équations de récurrence satisfaites par y; (k) et y2 (k).
On suppose que —1/4 < a; < 0 et —1/4 < az < 0. Quelle connaissance sur le systeme peut justifier cette

hypothese?
3)

Donner les équations de récurrence satisfaites par les erreurs de prédiction e;(8,k) et e2(0,k), faisant in-
tervenir les deux couples d’entrée-sortie (u(k),y1(k)) et (u(k),y2(k)), k = 1,...,N; ces erreurs de prédiction

vont étre utilisées pour estimer 6 au sens du maximum de vraisemblance. Dans toute la suite on notera
simplement e; (k) et ex(k) ces erreurs (sans oublier pour autant qu’elle dépendent des parametres...), et
e(k) = (e1(k).ea(k)) -

4)

On suppose que € (k) et e2(k) forment deux suites de variables aléatoires indépendantes, aussi mutuelle-
ment indépendantes, distribuées respectivement suivant les lois normales N (0,07) et N'(0,03).

On veut estimer 6, o% et cr% au sens du maximum de vraisemblance. Construire la log-vraisemblance
log 7(y|@,0%,0%) d"une suite d’observations y = (y(1),...,y(N)) avec y(k) = (y1(k),y2(k)) . Montrer qu’elle
se décompose en deux criteres indépendants, 'un fonction de 60 et 0%, autre fonction de 0, et 03.

On notera é; (k) les erreurs de prédiction obtenues pour 6, = 91, I'estimateur de 67 au sens du maximum
de vraisemblance. Donner l'expression de I'estimateur 67 de 0% a partir des é;(k), k = 1,...,N.

Donner I'expression du critere & minimiser pour trouver 6, (en fonction de la suite des erreurs e; (k)).



Faire de méme pour 6, et 3.
5)
On caractérise la précision de l'estimation de 07, i = 1,2 par 1/V;, avec V; I'espérance conditionnelle

1 2 2y12
Vi :E{ {0 Ogﬂ(y|0701702>:| 970%’03} _

do?
Justifier ce choix. Calculer la valeur de V; en fonction de N/ a;*, i=1,2.
On rappelle que pour z,y,2,t des variables gaussiennes,

E{zyzt} = E{zy}E{zt} + E{zz}E{yt} + E{zt}E{yz}.

6)
On suppose a présent que les vecteurs e(k) = (¢1(k),e2(k)) " forment une suite i.i.d. suivant une loi normale
de moyenne 0 = (0,0) " de matrice de covariance X. On rappelle que la densité de cette loi est donnée par

1 1 - )
(€)= ————exp|——€ X "€ .
(€) 2rvdet 2 p( 2

Calculer la log-vraisemblance log 7(y|6,3). On notera é(k) les erreurs de prédiction obtenues pour 8 = 6,
I'estimateur de  au sens du maximum de vraisemblance. Donner I'expression de I'estimateur 3 de X a partir
des &(k), k = 1,...,N.On rappelle que d(logdet £)/dE = = ' et d(x "2 'x)/dE = - 'xx"27!, vx.

Donner l'expression du critére a minimiser pour trouver 6 en fonction de la suite des erreurs e(k), k =
1,...,N.

7)
On suppose que X a la forme suivante

_ 2 1 «
20(@ 1).

Donner l'expression de la log-vraisemblance log 7(y|6,0%,«). On notera

N N N N
Sn=> (k) +e3(k), Py =Y er(k)ea(k) et Sy =Y ef(k) + é3(k), Py =Y _ éx(k)éa(k)
k=1 k=1 k=1

k=1

avec ¢, (k) et é5(k) les erreurs pour 6 = 6.

Exprimer 62, estimateur de 02, en fonction de &, estimateur de o, et de S N,PN. Reporter dans 'expression
de log 7(y|6,0%,a) trouvée précédemment, et donner l'expression de log 7(y|6,«) & maximiser par rapport a 6
et a.

Exprimer 'estimateur & en fonction de Sy et Py. Quelles sont les valeurs minimale et maximale possibles
pour &? En quoi est-ce naturel?

Reporter & dans 'expression de 2 trouvée précédemment, et exprimer 62 en fonction de Sy /N.

Reporter & dans log 7(y|6,c) et donner enfin I’expression du critére 2 minimiser pour trouver 6, en fonction
des ey (k) etes(k), k=1,...,N.
8)

De méme que pour la question 5, on caractérise la précision de l'estimation de o2 par 1/V, avec

2 2
vz { {alogﬂyw,a m] 9,02@} .

o2

Calculer V quand « prend la valeur o = 0 (normalement, la dérivée 9 log 7(y|0,0%,a) /o2 a déja été calculée a
la question 7).

Comparer avec le résultat de la question 5 concernant la précision de l’estimation de o7 et 03, et justifier ce
résultat.
9)

On effectue une série de N = 1000 observations. La structure de modéle présentée en 1) a conduit a la
valeur log 7r(y|é,&2,d) = 23,9. En supposant que ¢; = 0, c’est-a-dire en estimant seulement 0’ = (a1,b1,a2,b2) "

7

o? et o, on trouve log ﬁ(y\é,,&Q,d) = 23,2. Quelle structure de modele faut-il retenir suivant le critere AIC
d’Akaike?



