Examen Master SICOM, Cours Identification
Luc Pronzato, Décembre 2004 — Correction

1a) L'estimateur des moindres carrés est donné par §* = (X} X)X yk.

Sa moyenne vaut E{0*} = (X X;,) ' X]E{y¥} = (X] X) ' X[ X0 = 4.

Sa covariance vaut C;, = E{(6* — 8)(6* —0)T} = (X Xi) "' X E{(y} — X10) (v} — Xi0) T} X1 (X[ X)) "' =
(X X)X 021, X (X Xi)~! avec I, la matrice identité de dimension k, d’ou Cj, = 02(X] X)L

1b)
P MK
= M/?L(X;ylf + Ykt 1Th41) -
Mgy = Mg + rk+1r;_1, d’ou
grt = Mﬁl(Mkék + Ykt1Th41)

= M (Mg — vt T1)0" + Y tin
= 0" + M| Ths1(rr1 — i, 0%)
——

er+1(0%)

1c)
—1 T —1
M-l — M- — M, “rppary My
ktl "k 1+r,, M. !'r
k4+1Y4e Th+1
d’ot
ML r, = — Mi Tk
E+1tk+1 = T —1
Lo My ren
et
X . M 'r -
1 : . Tk+1
gkt :6k+ k €k+1(9 )

T )
Lo, My e

Comme M;l =Cy/ o? pour tout k, on obtient
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2a) L'estimateur obtenu par LMS est plus facile a mettre en ceuvre que celui des moindres carrés car il ne
demande pas la manipulation de matrices.

On a E{0¥*+'} = E{0F} + Mjy1rppir), (0 — E{0%}) = 0 (puisque I'on suppose que E{6*} = 6).
De méme,

T nk T
Vitr = Var{(Ip — Met1Tk410511)0" + M1 T 1Ty 16 + App1 P18}
T T 2 T 2
= (I = Aepatrpary ) Cr(lp — AesaThyaTpp) + A Thi1Trq 0

T T 2 T T 2
= Ck — Met1Th+1T511Ck — M1 CrripaTy g + A1 Tht 11 (T Crligr +07).

2b) Pour |[rj41|| = 1 on obtient trace(V41) = trace(Cy) — 2Ap111] 1 Crrrs1 + A2, (v, CiTpr +02), qui est
minimum pour
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Pour A\gy1 = A}, on obtient
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trace(Vy41) = trace(Cy) —

D’un autre coté, pour I'estimateur des moindres carrés on a
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L'inégalité de Cauchy-Schwarz (u'v)? < |lu||?||v||?> donne pour u = rj 41 et v = Ciriiq

(r;—JrlerkJrl)Q < (TII+1P1~:+1)(I‘;+1C%1‘I€+1) = TZHCirkH

et donc trace(Cy41) < trace(Vy1), I'estimateur des moindres carrés est donc plus performant que celui ob-
tenu par LMS.

3a) Minimiser det(Cy.1) revient a maximiser det(My1) = det(My 41411/, ;) = det(My)(1+r/]  M; 'ryp1).
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Il s’agit donc de choisir ry1 = rj,; qui maximise r My rE = r;, 1 Crryy1/0°. Par conséquent ry | =
+ruy, avec uy, vecteur propre de Cy, associé a sa valeur propre maximale.

3b) E{j*(z)|z} = r T (2)E{0*} = T (2)0, var{g*(z)|z} = rT (z)Var(0*)r(z) = rT (z)Crr(z).
Le choix ry ; correspond a observer la ot la variance de la prédiction est maximale et donc ot1 la prédiction
est la plus incertaine.

3c) Cj est une matrice de covariance, et donc définie non-négative: u' Cyu > 0 pour tout u. En prenant
u=(10)" puisu = (01)7 on trouve que les termes diagonaux sont forcément positifs ou nuls. Aussi,
det(Cy) > 0 et donc || < ac.

d(2,Xy) = var{§® (z)|e} = r" (2)Cer() = (1 2) ( C; 5 ) ( ! ) — 2 4 %+ a%a?

qui forme une parabole convexe (tournée vers le haut). Le maximum pour z € [—1,1] est donc atteint en
r* = +letd(x*,Xy) = c® +a? + 2/b|.
Puisque Cj, = o>M; ! avec
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En reportant dans d(z*,X}) on obtient
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qui est minimum pour p; = 0 et o = k (notons que —k < 1y < ket0 < ps < k). Lorsque k est pair, ceci est
réalisable en placant k/2 points z; en +1 et k/2 en -1.

3d)
EQM{§"(z)|z} = E{(§"(2) — r" (2)9)*|2} = var{g*(z)|a}
puisque E[§*(z)|x] = r T (z)6. Par conséquent,
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ou encore
(Xy) = /rT(x)Ckr(m)ap(x) dx = trace[CrV,] .

Lorsque ¢ est de moyenne nulle et de variance s?,
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De nouveau ®(X},) est minimum pour p; = 0 et uo = k, réalisable de la méme maniere qu’en c) lorsque & est
pair.

Lorsque ¢ est de moyenne 1 et de variance s?,
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(I)(Xk) = trace[Ck.Vm] = 02 +2b + (1 + 52)a2 _ .
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On obtient donc
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avec uz/k = 1let u1/k — 1 —2a quand k — co. Par conséquent,
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qui tend vers +oo quand « tend vers 0T ou 1~. La dérivée ¥'(«) de ¥(a) vaut

¥(a) = o2 402 + 2s%a — §?
402(1 — a)?
qui a une seule racine positive a*(s) = (s/4)(v's?2 +4 — s), a* correspond donc a un minimum de ¥.
Quand s — 0, a*(s) — 0; ¢ tend alors a étre concentrée en x = 1 et placer toutes les observations en z; = 1
(ov = 0) est optimum pour la précision de la prédiction en x = 1.
Quand s — o0, a*(s) — 1/2: il faut placer la moitié des observations en +1 et I’autre moitié en -1.



