Examen Master SICOM, Cours Optimisation
Luc Pronzato, janvier 2006 — Correction

ENONCE DU PROBLEME

PARTIE 1
On considere un modele paramétrique dont la réponse 1(0,t) pour un vecteur de parametres 6 = (61,02) " en fonction
du temps t est donnée par la solution de I'équation différentielle

9*n(0.t) In(6:t)

o0 | TG o] + P00 o), 0
avec des conditions initiales nulles. On souhaite estimer 0 a partir d’observations y(t1), . . . ,y(t,) recueillies aux instants
t1,...,tn pour le critére des moindres carrés

1 n
J(0) = 5 Z[y(ti) —n(0,t:)]?.
i=1

1) Exprimez le gradient du critere g(6) = 0.J(0)/06 en fonction des fonctions de sensibilité

on(0,t)

on(0,t)
001 '
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31(9,75) = et 82(9,25) =

Onag() = 37, [n(0.t:) — y(t:)] [s1(0::), s2(0,t:)] -

On notera dans la suite plus simplement n = n(0,t), s1 = s1(0,t), sa = s2(0,t), et 1, $1 $2, 7}, 81 82 leurs dérivées
premieéres et secondes par rapport a t.

2) Ecrivez les équations différentielles satisfaites par sy et so.

En dérivant (1) par rapport a 6, et 6, on obtient

hl$1+s1]+81 = —ij—n ()
0152 + so] + 82 = u(t). (3)

3) Combien d’équations différentielles faut-il résoudre pour connaitre n, sy et so? Ecrivez ces équations et représentez
les sur un schéma bloc (on notera 1/s le bloc intégrateur et on indiquera sur le schéma oil sont obtenus n, s1 et sa).

On simule (2) pour obtenir s,, puis du fait de la linéarité des équations différentielles (1) et (3) n est donné
par 7 = 02 s2. On a donc aussi 7) = #25,. L'équation (2) peut donc s’écrire

01[:9.1 + 81] + 51 = —92(52 + 82) = ——[u(t) — 82] . (4)

Il y a donc seulement deux équations différentielles a simuler, (3) et (4).
4) En définissant x le vecteur d’état
x = (42,52,8151)

écrivez les équations différentielles de la question 3 sous la forme
x = Ax + bu(t) 5)

et explicitez la matrice A € R* x R* et le vecteur b € R*. Exprimer z = (1,51,52) " sous la forme z = Cx en explicitant
la matrice C.
On obtient directement

82 -1/6, -1 0 0 1/6,

: S2 | _ 1 0 0 0 0

s | T e o —ye 1 | X —age |0 ©)
$1 0 0 1 0 0



et

n 0 60 0 O
zZ = S1 = 0O 0 0 1 |x.
So 0 1 0 0

5) Le calcul du déterminant d = det[\I — A], avec I la matrice identité, donne

(A20; + A+ 6,)?
d= ——s—"—.
01
Discutez la stabilité des équations différentielles de la question 3 suivant la valeur de 0.

Le déterminant ci-dessus a deux racines doubles dans C données par [—1 + /1 — 467]/(26;). Le systéme
d’équations différentielles (6) est stable si et seulement ces racines ont une partie réelle négative, c’est-a-dire si
01 > 0.

6) Dans I'équation différentielle de départ (1), posez x = (1,n) ", et écrivez I'équation différentielle sous la forme (5)
(oix a présent A € R?* x R? et b € R?). Calculer det[\I — A] et discuter la stabilité de (1) en fonction de 61. Pourquoi
les résultats des calculs de la question 5) étaient-ils prévisibles ?

On obtient ) /
. -1/6, -1 02/01
X = < 1 0 > X + < 0 > u(t)

etaprésent det[\I—A] = (A\?0;+A+6,)/61 qui ales mémes racines que précédemment. Ce n’est pas surprenant
car le systéme (6) a été obtenu a partir de (1) en dérivant par rapport a 6, et 65, ce qui ne change rien aux
propriétés de stabilité.

PARTIE 2
On considere I'algorithme du gradient a pas optimum pour 'optimisation de la fonction

70 = 5(x—x) T A(x—x7)

avec x € R% et A une matrice symétrique définie positive.

1) Calculez le gradient de f en x, que I'on notera g(x).

g(x) = A(x — x*).

2) Si xy, est la valeur proposée par 'algorithme a l'itération k, donnez la valeur optimale du pas, notée -y, pour passer
au point suivant xy,41. Exprimez +y, en fonction de A et gj, = g(xy) puis xy41 en fonction de xy, A et gy,.

Puisque xj+1 = Xx, — Y8k, avec 7y choisi de fagon a minimiser f(xx41), v satisfait

gLAGk—X") gk
gl Agy g, Ags

Ve =

et donc +
g 8k
TA
g, ALk

Xk+1 = Xk — gk -

3) Donnez I'expression de g1 en fonction de A et gy,.
On déduit de I'équation précédente

* * gk Sk
AXpp1 —x") = A(x — x°) — Ag;,
g Agy.
d’ou il vient .
gk+1 = 8k — Ep Bk gk
gl Agy '
4) On définit
gk
Z =



et ¥ = =z Az, pour tout i. Que vaut pf ? Exprimez zy, 1 en fonction de A, u¥, u5 et zy,. Exprimez ensuite ™" en
fonction de pif, pf , p¥ o, ¥, et p. Calculez ln vitesse de convergence a I'itération k

= fXhy1)
f(xk)
en fonction de p¥ et p* ;.
uk =zl z, = 1.
Zp+1 est proportionnel a gy41, posons zy+1 = Cr418k+1. Ona

z;zk
z;Az;€

Zpt1 = Cri1 (I - A> gk =Cr1 (I—A/u}) g

Puisque z,, 1zx11 = 1,
Ciy1 [ergr + 8] A/ (1))” — 28] Agi/pi] =1

et

(I- A/ﬂ}f)gk
Zet1 = T TA2 kY2 T k11/2
[8) g1 + 8 A2gy/(1})? — 28] Agy/uk]
(I— A/uf)zs

[k /() = 1]

Par conséquent on obtient par un calcul direct

U g Ay = pica/ (1) = 2pf 1/t + pf
Z W5 JE? — 1

Le calcul de la vitesse de convergence donne

(ki1 = x) TA(xpp1 = X7) _ BrtA '8k

Tk? = =
(xx —x*) TA(x — x*) g, A gy
Zp A7 2y )18k
z) A1z, g, 8k
k41
H_1 kg, ky\2 1
= po /()" = 1] =1 = ———.
pE ez )" = 1] pk

5) On suppose que A est sous la forme diagonale, A = diag(\1, ... ,\q). Expliquez pourquoi ({zx};)?, avec {zx};
la composante numéro i de zy, peut étre considéré comme une masse affectée a la valeur propre \; de A a litération k.
Quelle est alors 'interprétation des ju¥ ? Montrez que

({zes1}i)® = Hie(ipt o) ({2 }i)?

pour tout i =1, ... .d, et explicitez la fonction Hy.
On a dans 'espace des vecteurs propres de A

d
pk =z Az = > N ({z1}:)?
=1

qui peut étre considéré comme le moment d’ordre j de la mesure de probabilité discréte sur le spectre de A
affectant la masse ({z};)? a la valeur propre \;.
D’apres ’équation donnant z;1 en fonction de z;, on a

s (L= N/

TGy - 1)

({Zk+1}i)



