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PARTIE 1

1) Expliguer le fonctionnement de la méthode a I'aide d"un dessin représentant 'allure de la fonction hy(t).

Voir le cours.

2) On suppose que hy(t) est quadratique en t avec un minimum en t*.

— Exprimer hy(t*) en fonction de hj(0), hj.(0) et t*.

— Expliquer pourquoi il est souhaitable de choisir m1 < 1/2 < mq dans la méthode de Goldstein et Price.

— On pose Ahy(t*) = hi(0) — hy(t*). Interpréter la partie droite de la condition (a) de la méthode de Goldstein et

Price a partir de Ahk( ), la diminution optimale du critere lorsqu’il est quadratique.

On peut écrire hy(t) = (1/2)at? + bt + hi(0), avec une dérivée nulle en t = t*, c’est-a-dire at* + b = 0, et une

dérivée en 0 qui vaut h’ 7.(0) = b. Ceci donne directement

hie(t7) = (1/2)h (0)" + D (0) -

Choisir my et myg tels que m; < 1/2 < mgy permet de ne pas considérer la valeur ¢* comme trop grande ou
trop petite.

On a Ahi(t) = —(1/2)h},(0)t, et la partie droite de la condition (a) de la méthode de Goldstein et Price
s’écrit donc hy(t) — hi(0) < —2myAhg(t). On demande donc d’avoir au moins 2m; fois la diminution idéale
obtenue si f est quadratique.

PARTIE 2
1) L'algorithme utilise X1 = Xi, + txdy. Exprimer t;h) (0) en fonction de ||gx ||, |xk+1 — Xk || et

g/ di
llgrll [|dxll

A partir de la partie droite de la condition (a) de la méthode de Goldstein et Price, donner une borne inférieure pour
fi — fry1 en fonction de ||x,11 — xg|| (et aussi ||gk]| ef cx).

Onatih,(0) = trgl di, = —trcrllgrll |dkll = —ckllgkll |Xk+1 — xx||- La partie droite de la condition (a) de la
méthode de Goldstein et Price donne

C — —

hi(0) — hi(te) = fio — frs1 > —tpgmihy,(0) = myckllgr | [xe+1 — Xk -

2) On utilise a présent la partie gauche de la condition (a). Ré-écrire I'inégalité sous la forme d’une borne inférieure
pour (frv1 — fr)/tx — g di (on exprimera cette borne en fonction de mo, ci, ||gx|| et ||dx|). Utiliser un développement
limité de f(-) au premier ordre pour exprimer (fr41 — fi)/tx en fonction de dy, et g(Xy), avec Xy, entre xj, et Xp41
(c’est-a-dire, X, = (1 — @)Xy, + aXp41 pour un a dans (0,1)).

On obtient pour la partie gauche

Jern — i

" —grdy > (mo — 1)gg di = (1 — ma)ckllgill | dill -

Le développement limité de f(-) au premier ordre au voisinage de x;, donne

fk+1 fk

=g’ (x)dy
t

et donc

[g(xi) — gl "di > (1= m2)crlgell il -
3) On suppose que le gradient de f(-) est K-Lipschitzien, c’est-a-dire, qu'il existe K > 0 tel que

lg(x) - g(@)|l < K|x —z| Vx,zeR".

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (x 'z < ||x|| |z|| Vx, z € R?), déduire de I'inégalité obtenue en 2) une borne
inférieure sur ||x4+1 — Xy (en fonction de mo, cx, ||k et K).
On peut écrire
Klxp41 = xil| = K% — x| = [|g(X%) — gkl



et donc d’aprés Cauchy-Schwarz
Kllxsr = xkll | dill > [g() — go] "di > (1 —ma)exl|gall [dll

c’est-a-dire
kg1 — xil| = (1 —ma)exllgell /K

4) Utiliser les résultats de 1) et 3) pour donner une borne inférieure sur f, — fiy1 en fonction de cy, ||gx || et

m1(1 — mg)
K

r =

Avec les résultats qui précedent, on obtient directement 1'inégalité

fe — frr1 > repllgll?

PARTIE 3
Supposons que la suite des points x;, proposés par 'algorithme satisfait

repllgell® < fr — frim

avec r constant et Yy, ¢ = oo.
1) Montrer que la propriété ci-dessus implique que
— soit f, = —oo quand k — oo,
— soit liminfy_, o ||gk|| = 0 (cest-a-dire, V6 > 0, Vko > 1, 3k > ko tel que ||gk|| < ).
Si fr, — —oo c'est terminé. Sinon, il existe f* qui borne f(-) inférieurement. On peut écrire pour tout N > k

N
ZTCillgkIIQ <fi—-fna<fHi-f

k=1

et > ro, rcillgkl|? est donc borné. Supposons que la proposition ne soit pas vérifiée. Cela impliquerait 1'exis-
tence d'un § > 0 tel que ||gx| > J pour tout k > k avec k( assez grand, soit

00 )
rs? Y < ) relenll < oo,

k=ko k=ko

ce qui contredirait >, , ¢ = co. Donc liminfj,_, ||gx| = 0.

2) Déduire de I'inégalité obtenue en 4) de la partie 2 la raison pour laquelle il est primordial de choisir my < 1 dans
la méthode de Goldstein et Price.

mgy < 1 assure r > 0 dans la question 4 de la partie 2. C’est le méme r qui est utilisé ci dessus pour établir
la convergence.

3) On implémente la méthode de Goldstein et Price dans un algorithme tel que

— dy, est une direction de descente a chaque itération (ci, > 0 pour tout k)

—etdy = —gppour k = im, i = 1,2,3... et m fixé, m > 1 (c’est-a-dire, la direction de recherche est celle de

Ualgorithme du gradient toutes les m itérations).

On suppose que la fonction a minimiser est continiiment dérivable, de gradient K -Lipschitzien et bornée inférieurement.
Que peut on dire de la convergence de I'algorithme ?

D’apres ce qui précede, il suffit d’établir que >";~, ¢ = oo pour obtenir la convergence. Or, on a ici

oo oo
2 2
D k=D cim

k=1 i=1

avec d;;, = —8im et donc ¢;y,, = 1 pour tout <.

4) On l'implémente i présent dans I'algorithme de Newton. On suppose que f(-) est deux fois contintfiment dérivable,
que la matrice H(x) de ses dérivées secondes est définie positive avec des valeurs propres minimale et maximale Apiyn et
Amax qui satisfont

<p<oo, VxeRY.



Donner une borne inférieure pour c2 en fonction de p(xy) puis de p. On rappelle que d’aprés I'inégalité de Kantorovich

(>\max (H) + /\min (H))2

(u"H 'u) (u"Hu) < (u'u)?, VueR?.

4>\max(H)>\min(H)
Conclure quant a la convergence de I'algorithme.
Comme précédemment, il suffit d’étudier le comportement de >~ ; cz. Onad;, = —H,;l gr, avec Hy =
H(x}), et donc
g Hy g

o = =
(g H; %gr) /2 (g] &)/

ou encore en posant uy = H,;l/ g1 (ce qui est légitime puisque la matrice Hy, est définie positive)
u;uk
() Hy ) /2 (u) Hjuy ) /2

C =

D’apres l'inégalité de Kantorovich on obtient donc

Ci 4pi
= (14 pi)?

ol pi, = p(Xx). Le terme de droite est une fonction décroissante de py, et donc

4p

2
cpL. > —.
T (1402

Par conséquent Y -, ¢; = oo et l'algorithme converge (au sens de la partie 3.1).



