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réseaux booléens, et leurs applications en biologie des systemes.
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Préface

Les Ecoles des Jeunes Chercheurs/Chercheuses en Informatique Ma-
thématique sont organisées chaque année depuis la création en 2006 du
GDR de méme nom, le GDR IM. Depuis 2013, les supports des cours donnés
a cette école sont édités. Ces livres constituent autant de photographies
instantanées de notre domaine, qui illustrent sa diversité, sa vitalité et sa
perpétuelle évolution. Ils constituent probablement la meilleure introduc-
tion a I'Informatique Mathématique que 1’on puisse trouver. Bien plus que
de simples supports de cours, ces livres sont maintenant la «vitrine» de
notre GDR.

Le présent ouvrage est le sixieme de la série « Informatique Mathé-
matique : une photographie en... » et correspond a I'édition 2018 de Ecole
organisée a Nancy du 26 au 30 mars.

Le but de cette école annuelle est de donner une formation complémen-
taire de haut niveau a de jeunes chercheurs (qui sont en général a plus ou
moins deux ans de leur soutenance de these) : cela peut étre pour eux une
mise a niveau dans certains domaines, ou une véritable ouverture vers de
nouvelles problématiques. Ceci est important : qui travaillera exactement
sur son sujet de these dans 10 ans? En leur montrant I'état de la recherche
dans des domaines voisins de leur spécialité, I’école permet d’élargir la
culture scientifique des doctorants et leur donne des outils qui leur permet-
tront de mieux s’adapter a des environnements variés. Elle contribue ainsi
a faciliter leur recrutement et leur mobilité. En leur donnant I’'occasion de
se rencontrer, de présenter leurs travaux et de confronter leurs idées, elle
contribue aussi a créer une communauté de jeunes scientifiques autour des
themes de l'informatique mathématique.
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Chapitre 1

Combinatoire et couplage
probabiliste

Philippe Chassaing

Dans ce cours on visera a approcher des quantités combinatoires, a
étudier leur comportement asymptotique, a travers un couplage entre un
objet combinatoire et une variable aléatoire continue déja bien étudiée. Les
couplages probabilistes sont, dans I'esprit, proches des méthodes bijectives
spécifiquement combinatoires, et les utilisent parfois.

1.1 Introduction

Dans ce cours on visera a approcher des quantités combinatoires, a
étudier leur comportement asymptotique, a travers un couplage entre un
objet combinatoire et une variable aléatoire déja bien étudiée. Un couplage
signifiera souvent que 1’objet combinatoire est une fonction de variables
aléatoires, et construit a partir de variables aléatoires, bien connues. Les
objets probabilistes de prédilection dans ce cours seront la loi uniforme sur
l'intervalle [0, 1], 1a loi de Poisson et le processus de Poisson, et, plus tard, le
mouvement brownien. Par exemple, il existe une construction bien connue
d’une permutation aléatoire o € &, a partir d'un n-uplet (U, Uy, ..., Uy,)
de variables aléatoires uniformes ! indépendantes, selon laquelle la taille
Xy (o) du cycle contenant 1 vérifie

X (0) = ) Lu<uy-
i=1

1. Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, variable uniforme signifie uniforme
sur lintervalle [0, 1].
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Apres conditionnement par Uj, le calcul de I'espérance se ramene au calcul
de la variance d"une loi binomiale de parameétres n — 1 et U, ce qui donne :

X, 2
()
n

Il en découle la convergence en loi de X, /n vers la loi uniforme, avec,
comme bonus, une estimation de la vitesse de convergence. Comme sou-
vent lors de ces couplages, on obtient la convergence en loi comme consé-
quence de la convergence dans L?, de la convergence presque stire, ou de
la convergence en probabilité, voir section 1.5.

Dans une autre construction de ¢, voir Section 1.2.2, le nombre Y, (o)
de descentes vérifie :

n—1
n2

1 2
E =—-FE|[1— E 1-— < —.
» [1— U] + [Uy (1)) .

Yn(O'):Lul—FuZ—F...—I—UnJ. (1.1)

On peut alors en déduire que :

n

23 nﬁz —~ N(0,1),

ou encore, que le nombre eulérien A,  de permutations de &, possédant k
descentes satisfait, pour k —n = O(y/n) :

/6 ° (2k—n)?

——(2k—n

App~=nly/—e 2n .
n

On peut aussi utiliser (1.1) pour borner A,y quand /n = o(k — n), en
utilisant par exemple 'inégalité de Hoeffding (Théoreme 1.5.8).

Plan du cours. On passera en revue des exemples de couplage entre des
objets combinatoires et

e la loi uniforme,

e la loi exponentielle,

e le mouvement Brownien,
apres avoir fait quelques rappels sur les lois de probabilité en question. Cer-
tains de ces couplages utilisent des bijections typiques de la combinatoire,
la méthode de couplage > pouvant étre vue comme une version probabiliste
des méthodes bijectives spécifiquement combinatoires.

2. Une excellente référence sur le sujet est [121].
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1.2 Loi uniforme et permutations

Dans cette section on donnera des exemples de couplages entre objets
combinatoires et suites de variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme.

Loi uniforme. A toute partie A de R?, borélienne, dont la mesure de
Lebesgue® A(A) est finie et strictement positive, on associe une loi de
probabilité, appelée loi uniforme sur A, de densité de probabilité f définie,
pour x € RY, par:

ot 14 est la fonction indicatrice de ’ensemble A. La densité f est donc nulle a
'extérieur de A mais égale a la constante ﬁ sur A. Le cas particulier traité

principalement dans cette page est le cas ot d = 1 et ou1 A est l'intervalle
[0,1] de R, auquel cas, pour x € R, la densité est donnée par :

f(x) = loca-

Invariance de laloi uniforme sur [0,1] Notons {x} la partie fractionnaire
du réel x, définie par {x} = x — |x].

Proposition 1.2.1. Si U suit la loi uniforme sur [0, 1] alors, pour tout réel a,
{a+ U} et {a — U} ont méme loi que U.

Démonstration en secouant les mains. En notant M(x) le point du cercle tri-
gonométrique ayant pour affixe e?™, on peut alors voir M(U) comme un
point tiré au hasard uniformément sur ce cercle. Les points M ({a + U}) et
M({a — U}) sont alors obtenus par rotation d’angle 27ta (resp. par symétrie
par rapport a la droite d’angle directeur 7ra) qui sont des isométries laissant
le cercle unité invariant. Il n’est donc pas étonnant que ces points suivent
encore la loi uniforme sur le cercle unité 4. n

On peut en tirer immédiatement une conséquence qui sera utile lors
de I’étude des nombres eulériens, Section 1.2.2 :

3. Par mesure de Lebesgue d'une partie de R (resp. R?, R%) comprendre sa longueur
(resp. sa surface, son volume).

4. Cela traduit une propriété tres particuliere de la loi uniforme : elle est la mesure de
Haar du groupe additif R/Z, i.e., la seule mesure de probabilité de IR /Z qui soit invariante
par les translations de R/Z.
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Proposition 1.2.2. Si la suite V.= (Vq,V,,...,V,) est une suite de variables
aléatoires indépendantes et uniformes sur [0,1] et si Uy = {V1 + Vo +--- +
Vi }, alors la suite U = (Uy, Uy, ..., Uy,) est une suite de variables aléatoires
indépendantes et uniformes sur [0, 1].

Démonstration. La loi conditionnelle de Uy, sachant que

Vi, Vo, oo, Vkq) = (aq, a2, ..., a5—1),

estlaloide {a; +ap + - - - + ax_1 + Vi}, qui se trouve étre la loi uniforme
sur [0, 1], comme on vient de le voir a la Proposition 1.2.1. Donc la loi
conditionnelle de Uy sachant que (Vi, V3, ..., Vk_1) = (a1,a2,...,4r_1) ne
dépend absolument pas de (a1, ay, . ..,a,_1). Cela a deux conséquences :
e LU suit la loi uniforme sur [0, 1];
o U est indépendante de la tribu engendrée par (V3, V2, ..., Vk_1) et,
a fortiori, de la tribu engendrée par (U, Uy, ..., Ux_1), puisque la
premiere tribu contient la deuxieme.
Cela suffit pour conclure. |

Il peut sembler surprenant que les variables {V; + Va2 } et {V5 + V2 +
V3}, par exemple, soient indépendantes, alors qu’elles dépendent toutes
deux de manieére cruciale des variables V; et V5. C’est une conséquence
particuliere de la propriété d’invariance* de la loi uniforme.

1.2.1 Construction d’une permutation aléatoire uniforme al’aide
d’un échantillon de loi uniforme

Des mathématiciens comme Luc Devroye ou Richard P. Stanley ont
popularisé 1'utilisation de la loi uniforme sur [0, 1] pour I'étude des per-
mutations aléatoires (tailles des cycles, nombres eulériens, analyse d’al-
gorithmes de tri comme le tri rapide, par exemple) [62, 180, 63]. Soit
U = (Uy,Uy,...,U,) une suite de variables aléatoires i.i.d. 5 uniformes
sur [0, 1]. Pour tout entier k compris entre 1 et n, posons

o(k,w) = Card {i tel que 1 <i < n, ettel que U;(w) < Ux(w)}

Ainsi, o(k, w) s’interprete comme le rang de Uy (w) dans I’échantillon, une
fois celui-ci rangé dans 1’ordre croissant.

Proposition 1.2.3. L'application k +— o(k,w) est une permutation aléatoire
uniforme.

5. ii.d. = indépendantes et de méme loi de probabilité.
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Démonstration. Pour une permutation 7 fixée, notons
Ar = {x e R" | X)) < Xg) <+ < xr(n)}

et posons
T.X = (Xg(1), X(2)r - -+ s Xz (n))-
Alors
{x e A} & {t.x € A}

Par ailleurs, de maniere évidente, si U(w) € Az, alors
{Vktelquel < k<n, o(t(k),w) =k}, ouencore {o(.,w) =11}

Comme
J Ar = {x € R"] les x; sont tous différents}
€6,

il en découle que

Bz]R”\(U AT> = U {(xeR'[x=x)

€6, 1<i<j<n

Si U(w) € B, il existe donc un couple i < j tel que U;(w) = Uj(w),
et, par suite, 0(i,w) = o(j,w). Ainsi (., w) n’est pas une permutation.
Finalement, comme B et les ensembles de type A, forment une partition de
R", il suit que pour toute permutation T,

{U(w) ¢ A} = {o(,w) #1713,
et par conséquent
P(Ue Ay) :IP<(T:T_1>.

Lorsque les composantes d'un vecteur aléatoire, ici U = (U, Uy, ..., Uy),
sont indépendantes et possedent des densités de probabilités, notées respec-
tivement f;, 1 <7 < n, on sait que le vecteur aléatoire U possede lui-méme
une densité f, définie par

flx) = f{ﬁ-(xi).

De méme, une densité de probabilité du vecteur aléatoire 7.U est g, définie
par:

g(x) = _ﬁfm) (x1).
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Dans le cas, comme ici, olt les composantes d"un vecteur aléatoire sonti.i.d.,
on peut choisir les densités de probabilités f; toutes égales. Ainsi, les densi-
tés f et g des vecteurs aléatoires U et .U sont égales : les vecteurs aléatoires
U et 7.U ont donc méme loi. Par conséquent, pour toute permutation T,

P(U€ Ay) =P(rl e Ay) =P (U A)=P(c=1"),

donc toute permutation a la méme probabilité IP (U € Ajq). Il reste & mon-
trer que o est une permutation avec probabilité 1. Or :

P(UeB)=P(Ji<jtlsquel; =U;) < Y P ((U=U;)=0.

1<i<j<n

En effet 'hyperplan {x; = x;} est de mesure de Lebesgue nulle, et on a vu
que U posseéde une densité, donc :

{AM{xi = x}) = 0} = {P (U; = Uj) = 0}

Finalement
nPo=1)=n!P(Uec A1) =n!P(Uec Ay)
=) P(UeA))
0eG,
=P(UeB)+ ) P(UeA)
0EG,
=1,

ou la derniere égalité utilise le fait que B et les ensembles A, forment une
partition de IR". |

La proposition ci-dessus reste vérifiée si la distribution de probabilité
commune aux variables U; possede une densité, quelle qu’elle soit, et non
pas seulement pour la densité uniforme. Cependant la loi uniforme est
particuliérement commode pour diverses applications.

1.2.2 Nombres de descentes d’une permutation aléatoire et
nombres eulériens

Définition 1.2.4.
o Pour2 < j < n,ondit que la permutation o € &,, posséde une descente
en jsi

o(j—1) > a(j).
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o Le nombre de permutations de &, possédant exactement k descentes est
appelé nombre eulérien, et il est noté A(n, k).

Soit Yy, (w) le nombre de descentes d’une permutation o(w) tirée au
hasard uniformément dans &,,. Bien stir,

nombre de cas favorables
P(Y,=k) =

(Yo = k) nombre de cas possibles
A(n, k)

n!

Pour une suite i.i.d. (V¢),; de variables uniformes sur [0, 1], posons
Sp=Vi+Vo+---+V,.
On a alors [186, 76] :

Théoreme 1.2.5 (S. Tanny, 1973). De maniére équivalente,
P(Y,=k)=P(|Sy]=k)=P(k<S,<k+1),

ou bien
Ank)=n'P(k<S, <k+1).

Démonstration. On suppose la suite U = (Uy, Uy, ..., U,) construite a
I'aide d'une suite V. = (V4,V,,...,V,) de variables aléatoires indépen-
dantes et uniformes sur [0, 1], via la relation Uy = {V; + Vo + - - + Vi }.
On sait alors, grace a la Proposition 1.2.2, que U = (Uy, Uy, ..., U,) est
une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0, 1].
On construit alors une permutation aléatoire uniforme (., w) a l'aide
de la suite U, comme indiqué a la Section 1.2.1 : il y a descente au rang
i pour 0(.,w) si 0(i —1,w) > 0o(i,w) ou, de maniére équivalente, si
Ui—1(w) > U;(w). Parallelement, on dessine, sur le cercle trigonomé-
trique, les points My (w) ayant pour affixes e?U(«) On entreprend alors
un voyage sur le cercle unité, consistant a parcourir les points M; (w), puis
M;(w), puis etc., puis M, (w), dans cet ordre, en tournant toujours dans le
sens trigonométrique, et en partant du point A d’affixe 1. Au pas numéro k,
on parcourt ainsi un arc de longueur 27tV;. La longueur totale L du chemin
ainsi parcouru est alors donnée par :

L=2n(Vi+ Vot +V,). (1.2)

Par ailleurs, il y a descente au rang i pour (., w) si et seulement si 'étape
du voyage ci-dessus allant du point M;_;(w) au point M;(w) traverse A.
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Donc le nombre de descentes de 0(., w) est le nombre de traversées du
point A, qui est aussi le nombre de tours complets du cercle unité effectués
lors du voyage de A a M, (w). Au vu de (1.2), le nombre de tours complets
s’écrit aussi :

Vi(w) + Va(w) + -+ Vu(w)] .

Ainsi, dans cette construction d"une permutation aléatoire uniforme o, le
nombre de descentes de o (., w) est égala [ S, (w) | . Le nombre de descentes
d’une permutation aléatoire uniforme a donc méme loi que | S, |. |

Il en découle immédiatement un théoreme central limite pour Y}, :

Théoréme 1.2.6.
Y, — &

vn/12

Démonstration. Le théoréme central limite ordinaire (Théoréme 1.5.10)
donne que

— N (0,1).

Lh+U+---+U, — 5

2
— N (0,1).
vn/12 (0,1)
Or
U+l +-+Ui =5 Yy—15 12
vn/12 Vn/12| SV on’

En vertu du théoréme de Slutsky (Théoreme 1.5.11), les deux variables
aléatoires ont donc la méme loi limite. |

1.2.3 Structure asymptotique des tailles des cycles

L’analyse de la décomposition des grandes structures discretes en
facteurs ou en composants, et notamment 'étude du comportement asymp-
totique de la taille de ces composants, a une riche histoire [12]. Par taille, on
désigne, par exemple,
le logarithme des facteurs premiers d"un entier naturel,
le degré des facteurs irréductibles d’un polynéme sur un corps fini,
le nombre de sommets de chaque arbre d’une forét combinatoire,
ou encore le nombre de sommets des composantes connexes d"un
graphe aléatoire.

Le probleme du parking de Knuth fait aussi apparaitre cette problématique,
voir Exercice 1.4.7. L'exemple peut-étre le plus célebre est celui de la décom-
position en cycle d"une permutation aléatoire, dont nous esquissons 1’étude
ici, a I’aide de la correspondance fondamentale de Foata. En combinatoire,
la correspondance fondamentale de Foata est une correspondance entre



1.2. Loi uniforme et permutations 9

suites sans répétition et permutations, différente de la correspondance clas-
sique, ot la suite sans répétition est la suite des images, par la permutation,
des éléments 1, 2, 3, etc. dans cet ordre. La correspondance fondamentale
de Foata facilite, par exemple, ’analyse combinatoire du nombre de cycles
et de la taille des cycles d"une permutation.

Description

Il y a plusieurs maniéres d’encoder une permutation a ’aide d"une
suite w = (w1, Wy, ..., w,) de n nombres distincts tirés de [[1,n] :
1. de la maniere la plus classique, a partir de w, on obtient la
permutation Tw = ¢ définie par (i) = w;, 1 < i < n;si
w:(Z, 8,10,6,1,3,12,5,4,9,7,15,11, 14, 13), alors

Q

3
4

S|

I
N =N

S|

(1)
(2)
(3)
()

2. d’une maniere plus liée a la structure des cycles, a partir de w, on
obtient la permutation Rw = T définie par 7(1) = wy, T2(1) = wy,
.., T8(1) = wy, tant que k est plus petit que la longueur ¢; du cycle
de T contenant 1 (/; est la taille de l'orbite de 1). Ainsi la position
de 1 dans la suite w signale la longueur de ce cycle : wy, = 1.
Comment interpréter alors wy, 1 ? Foata propose d’utiliser la suite
restante w’' = (wy,4+1,We, 42, - .., Wy), si elle nest pas vide, pour
encoder les images du plus petit élément m, de cette suite

my = min{wg|l; +1 < k < n},

en posant T(my) = wy, 11, T2(M2) = wy, 12, ..., T8 (M2) = Wy, 11, 12
encore, tant que k est plus petit que la longueur ¢, du cycle de T
contenant m; : la position de m; dans la suite w signale d’ailleurs
la longueur de ce cycle : wy, 4, = my. On itere alors le procédé
avec la suite w” = (W, 40,41, Wey 40,42, - - -, W), tant qu’elle n’est
pas vide, pour encoder les images du plus petit élément de cette
suite
mz = min{a)k\fl +0H+1<k< 1’1}.

Le nombre d’itérations de ce procédé est le nombre de cycles de la
décomposition de T en cycles disjoints. Cette seconde correspondance entre
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suites sans répétition et permutations est précisément la correspondance
fondamentale de Foata.

Exemple 1.2.7.
e Toujours avec w=(2,8,10,6,1,3,12,5,4,9,7,15,11,14,13), on a

my=1,40=5,7(1) =2,7(2) =8,7(8) =10,7(10) = 6,7(6) =1,
my=3,0,=1,7(3) =3,
( 1
9

m3 =4,03 =3,7(4) =12,7(12) =5,7(5) =4,
my=7,04=2,7(7)=9,79) =7,

ms = 11,05 = 2,7(11) = 15, 7(15) = 11,

me = 13, 6 = 2,7(13) = 14, 7(14) = 13.

* Ainsi la correspondance fondamentale de Foata associe a w la permu-
tation T dont la décomposition en cycles disjoints est :

T=2,8,10,6,1¢ 31, 12,5,4:, 9,7, 15,11, 14,13, = R(w).
% Par ailleurs I'écriture traditionnelle de T est :
T 'oR(w) = (2,8,3,12,4,1,9,10,7,6,15,5,14,13,11).
o D’un autre coté, la décomposition en cycles disjoints de o est :
c=28,51,10,9,4,6,3:, 12,15,13,11, 7, 14.,.

Ainsi la correspondance fondamentale de Foata associe a ¢ la suite
suivante :

@ =R 'oT(w)=(2,8,51,10,9,4,6,3,12,15,13,11,7, 14).

Cet encodage d’une permutation par une suite, attribué a Foata, est
connu pour étre bijectif. En effet :

Propriété 1.2.8. Les cycles de la permutation Rw associée a la suite w par la
correspondance fondamentale de Foata sont décrits par les fragments de cette
suite w qui se terminent par les records vers le bas de la suite renversée w =
(Wn, wy—1,...,w1). En particulier le nombre de cycles dans la décomposition de
la permutation Rw est égal au nombre de records vers le bas de la suite renversée
W= (wn,wWy_1,...,W01).

Cela permet de retrouver les fins de cycles de la permutation encodée
par la suite w, et de vérifier ainsi que chaque suite possede un antécédent
unique dans l'ensemble des permutations.
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Exemple 1.2.9. Dans I'exemple de la section précédente, les records vers le bas de
la suite renversée apparaissent ci-dessous en gras et soulignés :

&v):(ﬁl 14/ E/ 15/ ZI 9/ é/ 5/ 12/ 3/ 11 6/ 10/ 8/ 2)/
ce qui, comparé a la décomposition en cycles disjoints de la permutation T :
1=2,8,10,6,1: 30, 12,5,4:, 9,7, 15,11, 14,13,

indique comment inverser la correspondance fondamentale de Foata.

1.2.4 Stick-breaking process, processus de Poisson-Dirichlet et
longueurs des cycles

Le comportement asymptotique de la taille des composants des
grandes structures discretes de type logarithmique [12] est décrit par un
processus de Poisson-Dirichlet de parametre 6, noté PD(6) : par exemple,
pour la taille des cycles des permutations aléatoires [107], mais aussi pour
les logarithmes des facteurs premiers d’un nombre entier [26], ou encore
les degrés des facteurs irréductibles des polyndmes aléatoires sur un corps
fini [11], la limite est PD(1), alors que pour les applications aléatoires de
[1,n] dans lui-méme la limite est PD(1/2), cf. [3].

Stick-breaking process et processus de Poisson-Dirichlet

Le processus de Poisson-Dirichlet [106] de parameétre 0 est une variable
aléatoire X = (X)>1 a valeurs dans le simplexe de dimension infinie :

S= {x: (xk)k>1|xi20,Vi21et in:1}.

i>1

La description la plus parlante du processus de Poisson-Dirichlet est don-
née par l'algorithme suivant, qui produit le processus de Poisson-Dirichlet
X = (Xi)kz1:
e casser un baton de longueur 1, en deux morceaux de tailles aléa-
toires respectives Y1 = Uy et Ry =1 — U,
e puis casser a nouveau le morceau restant Ry = 1 — U; en deux
morceaux aléatoires Y, = Ry, et R = Ry(1 — Up),
e puis casser a nouveau le morceau restant R en deux morceaux
aléatoires Y3 = RoUs, et R3 = Rp(1 — Us), etc. de maniere a pro-
duire une suite Y = (Yj)s>1 a valeurs dans S,
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e ordonner la suite Y = (Yj)>1 dans 1’ordre décroissant pour obtenir
une suite X = (Xy)x>1 a valeurs dans S, et, par ailleurs, décrois-
sante.

Si les variables aléatoires réelles (Uy)x>1 sont indépendantes et suivent
toutes la loi Beta de parametre (1,6), de densité :

F(x) =601 —x)" " peren,

alors, la suite X = (Xj)¢>1 ainsi produite suit la loi de Poisson-Dirichlet
de parametre 6, et la suite Y suit la loi GEM(6). Dans le cas particulier
8 = 1, qui décrit le comportement asymptotique de la décomposition des
entiers en facteurs premiers, et des permutations en cycles, les variables
aléatoires réelles (Uy)i>1 intervenant dans la définition du processus de
Poisson-Dirichlet suivent la loi Beta de parameétre (1,1), qui n’est autre que
la loi uniforme sur l'intervalle [0,1]. Notons que, pour § = 1, la loi de
Xj (premier terme de la suite X) est appelée distribution de Dickman et est
omniprésente dans 1’analyse probabiliste d’objets algébriques (taille du
plus grand facteur premier d’un nombre entier tiré au hasard, degré du
facteur irréductible de plus haut degré d’un polyndme tiré au hasard, taille
du plus long cycle d"une permutation tirée au hasard, etc.) [12, 189].

Proposition 1.2.10. La suite Y (w) appartient a S si et seulement si

Y Ui(w) = +oo, (1.3)

i1

ce qui se produit avec probabilité 1 dans le cas du processus de Poisson-Dirichlet.
Les Y;(w) sont donnés par la formule explicite

Yi(w) =U(w) [T 1-Uw)), (1.4)

1<k<i—1

et les restes R;(w) sont donnés par

Ri(w) = T (1 - U(w)). (1.5)

1<k<i

Démonstration. L'équation (1.5) découle, par récurrence, de la description
de I'algorithme, et entraine immédiatement (1.4), puisque :

Yy (w) = Uy(w)Ry—1(w) = Ry—1(w) — Ry(w). (1.6)

La relation (1.3) est une condition nécessaire et suffisante pour que
lim, R, = 0, ce qui équivauta Y € S, puisque :

n
Ri+ Y Yi=1.
k=1
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Finalement, avec probabilité 1, en vertu de la loi forte des grands nombres
(Théoreme 1.5.7) :

hgnn*l (Uy + Uy + ...+ U,) = E[Uj]

et
]E[u1] =" > 0/

ce qui assure que (1.3) soit vérifié. n

Lien avec les longueurs des cycles

Considérons une permutation au hasard sur n symboles, T, ou encore
la suite w de n nombres tous différents qui lui est associée par la corres-

pondance de Foata. Notons X (w) = (X,En)(w)>k>l la suite finie des

=

longueurs des cycles de la décomposition de T, rangées par ordre décrois-
sant, longueurs toutes divisées par 7, suite finie ensuite complétée par une
suite infinie de zéros, de sorte que X" (w) € S. Par exemple, pour

w=(2,8,10,6,1,3,12,5,4,9,7,15,11,14,13)

et

T=2,8,10,6,1¢ 3¢, 12,5,4:, 9,7+, 15,11, 14,13,
one 5 3 2 2 2 1

(15) (2 2 = = = =

XN (w) (15,15,15,15,15,15,0,0,0,0,...).
Alors

Théoréme 1.2.11 ([107]). La suite (X (”)> . converge en loi vers une distribu-
nz

tion de Poisson-Dirichlet de parametre 1.

Etude des restes. Sachant le début (w1, wy, ..., w,_ k) d'une suite aléatoire
uniforme
w = (w1,ws, ..., wy)

de n nombres distincts tirés de [1, 1], la fin de la suite, de longueur k, est
uniformément distribuée parmi les k! fins de suites possibles. Ainsi, dans la
correspondance de Foata, les positions des nombres m; (i.e. les positions des
records successifs, qui dictent les longueurs des cycles) sont uniformément
distribuées sur la place laissée par les cycles précédents. Cela fait apparaitre
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naturellement une version discrete du stick-breaking process, et dans cette

(n)

version discrete, la loi des restes est simple a décrire. Posons Ry’ = n et :
Rgn) =n— nYl(n), Rén) =n— nYl(n) — nYé"),

ou bien :

(n) _ p(n) (n) ;
nY]. —ijl—Rj , j=1

L'uniformité des suites résiduelles, remarquée en préambule, entraine que

la loi conditionnelle de R sachant que (RW = (r1,r2,...,10-1,k),

/41 j ) 1<j<t
est la loi uniforme sur [0,k — 1] : en effet, la position du minimum de la
suite résiduelle, de longueur k, étant uniformément distribuée sur [1, k], il
suit que le nombre de termes de la suite apparaissant apres le minimum est

uniformément distribué sur [0, k — 1]. Cela fait de la suite R" = (R](-")> o
j>

une chaine de Markov, partant de 1, de probabilités de transition tres
simples

P (R, = j| R = k) = % locjct,  kjEN.

Or on peut engendrer une copie de cette chaine de Markov a 1’aide d'une
suite ( Uj)].>1 de variables aléatoires indépendantes uniformes sur [0, 1], via

la relation de récurrence

8= [0 5w B

ce qui permet de définir également une copie de Y”, via :

an(n) — R]@l - R}”), i>1. (1.7)

Ainsi R” et R" (resp. Y" et Y") ont méme loi. Posons
j .
Rj = Il‘[lu —Uy), Yj=Rj.1—Rj, j>1, etRy=1. (1.8)

On voit que

et, par récurrence,
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Pour montrer la convergence en loi désirée, on se ramene aux suites finies
de longueur quelconque, a I’aide du Théoréme 1.5.12 : pour tout j > 0,

donc, pour toutk > 1,

n

1 R P-s. ) (n) p.s. .
<Rj >0<J<k 7 (R])O<f<k’ (YJ )1<J<k — (Y1)1<J<k'

la deuxieme convergence résultant de (1.7) et de (1.8). Comme la conver-
gence presque stire entraine la convergence en loi,

~

ym L.y,

et, Y() ayant méme loi que ?(”), on obtient le Théoréme 1.2.11. [ |

1.3 Loi exponentielle

Dans cette section on examinera quelques structures combinatoires
liées de maniere étroite a la loi exponentielle, comme, par exemple, I’arbre
binaire de recherche, ou encore les surjections, a I’'occasion du collection-
neur de coupons.

Définition 1.3.1.
e On dit qu'une variable aléatoire X > 0 suit la loi exponentielle de para-
metre A €]0, +oo[, et on note parfois X ~ E(A), si X a pour densité

f(x) = Ae ™ 1,-0.
Notons que

1

E[X] = =

Var (X) = P(X>x)=e, x>0.
o On dit qu’une variable aléatoire réelle N suit la loi de Poisson de para-
metre A > 0 (et on note N ~ P(A)) si :

)\k
Vk>0, P(N=k)==>=¢"

Notons que
E [N] = Var(N) = A
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1.3.1 Propriétés

Rappelons que la loi exponentielle est la seule loi a densité amnésique,
ou sans usure : si on interprete une variable exponentielle X d’espérance A
comme une durée de vie (positive), alors la durée de vie résiduelle, i. e. le
temps qu'il reste a vivre au temps ¢, a méme loi que X :

Propriété 1.3.2 (Propriété d’amnésie). Quel que soitt > 0:
P(X—t>ulX>t)=P(X>u).

Une autre propriété importante porte sur l'infimum d’une famille de
variables exponentielles :

Proposition 1.3.3. Pour une famille (X;);.; de variables exponentielles indépen-
dantes de parametres respectifs Aj, on pose Y = infjc; (X;), et on note | la variable
aléatoire telle que X; =Y. Alors :

1. Y suit une loi exponentielle de parametre A =) ; A; (avec la convention
qu’une variable aléatoire Y suit une loi exponentielle de parametre 4o si

P(Y=0)=1);
2. siA =Y ;Ai < +oo, alors | est bien défini, indépendant de Y, et pour
tout i N
oM
P(]=i)= 1

Démonstration. Clairement, pour u > 0,

PY>u)=P(X;zuViel) =[P (X;>u)=e""
iel
On suppose maintenant que A < +oo, et on pose Y; = inficp ;) (X]-). Si
X; < Y;, alors | est bien défini et vaut i. Or Y; suit la loi exponentielle de
parametre y; = A — A; < +0o0, et est indépendante de X;. On va voir que

Ai

]P(Xi<Yl'): 1

(1.9)

Ainsi, avec probabilité 1 = ) L il existe un seul i € I tel que X; =Y,
donc | est bien défini avec probabilité 1, et sa loi est bien comme annoncé.
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Calculons P (x < X; < Y;) pour x > 06
Px<Y,J=i)=P(x<X;<Y)j)

AU —1s
:/]RZ Lecu<oAipie " "e 11,5 0ly50 dudo

+o0
= / TycuAje it (/ yg‘““’dv) du
R u
:/ Tecyhje Mite Mt dy
R
Ai

—()\1+yi)x — &e—)\x

e

7

N Ai + Ui
ce qui entraine a la fois I'indépendance et les lois annoncées pour Yet]. W

Les propriétés précédentes sont la clé de cette section car elles per-
mettent d’établir un lien entre des objets discrets, les chaines de Markov, et
des objets continus, comme le processus de Poisson et les processus de Mar-
kov a temps continu, dont nous verrons un ou deux exemples, comme le
processus de Yule, un peu plus loin. On donne maintenant deux définitions
équivalentes du processus de Poisson sur R ;. Pour cela, #4 € IN U {+co}
désigne maintenant le nombre d’éléments d'un ensemble A.

Définition 1.3.4. Un ensemble aléatoire I1 de points de R est appelé processus
de Poisson d’intensité A si

1. pour tout intervalle [a, b] de R4, # ([a, b] N I1) suit la loi de Poisson de
parametre A(b — a);

2. et si pour toute suite (Ii)1<k<, d'intervalles disjoints, la famille
(# (It N 1IT)) <k, est indépendante.

On note habituellement # ([0, t] N IT) = N;.

Définition 1.3.5. Un ensemble aléatoire I1 = {X; < X5 < X3 < ...} de
points de R est appelé processus de Poisson d’intensité A si et seulement si
(X1, X2 — X1, X3 — X3...) est une suite de variables exponentielles indépen-
dantes de parametre A.

Il est remarquable que ces deux définitions soient équivalentes, 1'in-
dépendance de la famille (# (I N I1)), ., en particulier, découlant de la
propriété d’amnésie. Cependant le processus de Poisson possede d’autres
propriétés intéressantes, dont la suivante, qui nous sera particuliérement
utile :

6. Ce qui donne aussi (1.9), si on choisit x = 0.
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Proposition 1.3.6 (Réunion et étiquetage). Notons I1 la réunion d'une famille
indépendante de processus de Poisson (I1;);c; d'intensités respectives (A;);c1, avec
A =Y icrAi < +o0. Alors 11 est lui-méme un processus de Poisson, d'intensité
A. De plus, avec probabilité 1, les 11; sont tous disjoints. Apres avoir écrit 11
sous la forme {X1 < X < X3 < ...}, comme dans la Définition 1.3.5, notons Y;
I'élément de I tel que X; € Ily.. Alors la suite (Y});>1 est une suite de variables
i.i.d. satisfaisant

P(Yj=i)= X V(i,j) € I x N,

Il en découle que réciproquement, si on étiquette les éléments d'un
processus de Poisson IT avec des labels tirés au hasard dans I selon la loi
de probabilité (p;)ics, et si on note IT; le sous-ensemble de IT constitué des
points étiquetés i, on obtient en la famille (I1;);c; une famille de processus
de Poisson indépendants d’intensités respectives (Ap;)ic.

1.3.2 Nombre de Stirling, collectionneur de coupons

Le nombre de Stirling de deuxiéme espece {"'} compte le nombre de
partitions d'un ensemble & m éléments en n parties non vides, de sorte que
n!{""} compte le nombre de surjections d’un ensemble a m éléments sur un
ensemble & n éléments. Dans un probleme d’allocation ot on jette m items
(boules) au hasard dans n emplacements (boites),

)

nm

mmn

représente la probabilité qu'aucune des boites ne soit completement vide.
Dans le probleme des anniversaires, p;, 365 représente la probabilité qu’on
féte un anniversaire chaque jour de 1’année, dans un groupe de m per-
sonnes.

Exercice 1.3.7. Montrer que py365 > 0,5 dés que m > 2287.

Dans le probleme du collectionneur de vignettes (coupon collector),
Petit Pierre recherche les vignettes (portraits) de chacun des 7 joueurs de
I’équipe nationale de foot, basket, ou quidditch, par exemple, qui sont
cachés dans I'emballage des tablettes de chocolat Célui : p;, , représente
alors la probabilité que sa collection soit complete apres 1’achat de la m-
iéme tablette, et py;,n — pm—1,, est la probabilité de compléter la collection
exactement lors de I’achat de la m-iéme tablette. Pour des applications, voir
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[136, 72, 29]. Notons T, le temps de complétion (ou le nombre de tablettes
achetées). On a donc :

P (Tn = m) = Pmn — Pm—1,n, P (Tn = m) = Pmn-

D’apres [95], la propriété de réunion des processus de Poisson (Proposition
1.3.6) rend certains calculs de combinatoire plus simples : par exemple,
soient (IT;,IIy,...,II,) n processus de Poisson indépendants de méme
parametre 1/n. Imaginons que les points de Iy représentent les instants
ou Petit Pierre acquiert une vignette du joueur numéro k, des instants qui
ne sont donc plus entiers, comme ils I’étaient auparavant : ils sont séparés
par des intervalles de temps suivant une loi exponentielle de parametre
1/n, d’espérance n, alors qu'auparavant ces laps de temps représentaient
des achats de tablettes et suivaient la loi géométrique de parametre 1/n,
d’espérance n. Alors les points de IT = U ,I1; représentent les dates ot
Petit Pierre tente d’augmenter sa collection en achetant une tablette de
chocolat. Par ailleurs, d’apres la Propriété 1.3.6, les points de IT forment un
processus de Poisson d’intensité 1, et sont donc espacés par des intervalles
de largeur moyenne 1, indépendants et suivant la loi exponentielle. Ainsi
la date T}; ou Petit Pierre complete sa collection est la position du T,-iéme
point de I, et vérifie :
E|[T;] = E|[T,].

Notons Z; la position du premier point du processus I1;. Alors

T, = max Z;.
1<isn

Comme les Z; sont indépendants et vérifient
P[Z;<t]=1—et",
ona
P(T <= (1- e—f/")" (1.10)

puis, a I’aide de la formule du bindme appliquée a (1.10), en passant ensuite
au complémentaire :
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k=1
. k+1 [ 1
_nkzzl( 1)Jr <k>k
U |
=nH, |=n -,
i)

d’apres une identité due a Euler, concernant le nombre harmonique H,,.

Exercice 1.3.8. Montrer que dans le cas général, lorsque la vignette numéro i
apparait avec une probabilité v;, v1 + vy + ... 4+ v, = 1, le temps de complétion
moyen est donné par :

(—1)l+1 1

I1C[1n],1#£0 Licl Vi

Dans le cas uniforme, on peut méme, a 'aide du couplage avec ces
processus de Poisson, préciser les fluctuations de T, autour de son espé-
rance :

Proposition 1.3.9. Si W, est définie par T, = nln(n) + nW,, alors W,
converge en loi vers la loi de Gumbel, de fonction de répartition e=¢
Démonstration. Tout d’abord, on voit que si W, est définie par T; =

nln (n) + nWg, alors W5 converge en loi vers la loi de Gumbel : en effet,
pourt € RR,

IimP (Wy, < t) =lmP (T, < nln (n) + nt)
n n
e th\"
= lim <1 - >
n n

ol la deuxieme égalité découle de (1.10). Cela indique, d'une certaine
maniere, que le terme de second ordre du développement de T}, est un
O(n).

On peut voir par ailleurs que

Tﬁ—Tn:O( nln(n)).
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En effet, d’apres la Proposition 1.3.6, IT est un processus de Poisson d’in-
tensité 1, pour lequel les positions des points (i.e. les dates d’achat des
tablettes) et les numéros des vignettes obtenues lors de chaque achat sont
indépendants, les numéros étant de plus, ici, uniformes. De la sorte, les
intervalles de temps entre les achats forment une suite X = (X,),>1 de
variables exponentielles d’espérances et de variances égales a 1, et X est
indépendant de T,. On peut donc écrire que :

T,
TS =Y X,
k=1
et donc
_ . ,
E|[(Ti—T.)’| = E <—Tn +y Xk)
k=1
L 2
=E ( (Xi — 1)>
k=1
I 2
=Y'E (Z(Xk—1)> P (T, =/)
021 k=1
4
=) _ Var ZXk> P (T, =)
21 k=1
= Y UP (T, = ¢)
=1
= E[T,] = nH, ~ nln(n).
Ainsi . i
C 2 _ _ c 2 ~ l
® (- 5] = e [, = 2
ou encore

wn—w;:(’)<,/h‘”>.
n

En vertu du Théoreme 1.5.11, on conclut que W,, et W, ont méme loi limite,
la loi de Gumbel. [ |

Cette construction permet aussi de retrouver une identité combinatoire
classique concernant les nombres de Stirling.
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Exercice 1.3.10. Montrer que :

P(T; <t)=) P (N, =0)P(T, <Y)

01

peut se réécrire de maniere équivalente :

- e

I>n

1.3.3 Arbre binaire de recherche et processus de Yule

Soit X un ensemble totalement ordonné. Un arbre binaire de recherche
(dans la suite abrégé par ABR) étiqueté par des éléments de X est un arbre
binaire dont chaque nceud interne est étiqueté par une clé appartenant
a X, et tel que pour tout nceud interne, la clé du nceud soit supérieure a
toutes les clés du sous-arbre gauche et inférieure a toutes les clés du sous-
arbre droit partant de ce nceud. Les feuilles ne sont pas étiquetées. L’ABR
associé a une suite finie d’éléments distincts de X est défini de maniere
récursive. Soient x1, X7, ..., X, n éléments distincts de X. L’ABR associé a
x = (x1,X2,...,Xy) est I'arbre binaire défini par :

e Sin = 0,l'arbre ne comprend qu’une racine, non étiquetée.

e Sinon la racine est étiquetée par x;.

e Le sous-arbre gauche est ’ABR correspondant a la sous-suite de x
contenant les termes inférieurs a x;.
Le sous-arbre droit est ’ABR correspondant a la sous-suite de x
contenant les termes supérieurs a x;.
L"ABR associé a une suite de n éléments deux a deux distincts est donc
un arbre binaire avec n nceuds internes et n + 1 feuilles, dont les sommets
internes sont étiquetés, de maniere a ce que I'étiquette d"un sommet soit
plus grande que les étiquettes présentes dans le sous-arbre gauche et plus
petite que les étiquettes présentes dans le sous-arbre droit.

Arbre binaire de recherche associé a une permutation uniforme

La forme de I’arbre associé a une suite finie ne dépend que de 'ordre
entre les éléments, et pas de la valeur exacte de ceux-ci. Pour cette raison, il
est souvent plus simple de remplacer la suite x par l'unique permutation
o = (0y,...,04) dont les termes sont rangés dans le méme ordre que ceux
de x, permutation donnée par

o =#{j:x<x}. (1.11)
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L’arbre binaire de recherche associé a une permutation aléatoire uniforme
de {1,...,n} est noté ABR,.1l s’agit d’un arbre binaire aléatoire a n som-
mets, mais il ne s’agit pas d"un arbre binaire aléatoire uniforme. Son compor-
tement asymptotique est connu avec précision [152, 61, 65, 158, 128] : par
exemple [158], sa hauteur 1(ABR,,) est proche de aInn + BlnInn’, avec a

la solution de
2e
aln () =1
o

plus grande que 1, et

Arbre de Yule

Soit A un réel strictement positif. En probabilités, et en dynamique des
populations, l'arbre de Yule Y = (Y})>0 de parametre A est la représentation
d’un processus de branchement a temps continu, i.e. d'un modele pour
I'évolution d"une population d’individus, ou de particules, a travers 1’arbre
généalogique de cette population. L'arbre de Yule Y = (Y;);>0 est défini de
la maniére suivante :

1. Autempst = 0, il y a une particule.

2. Chaque particule meurt et donne naissance a deux particules a taux
A, i. e. au bout d’un laps de temps aléatoire de loi exponentielle
de parametre A. Dans l’arbre généalogique de cette population de
particules, chaque particule est représentée par un sommet au bout
d’une aréte de longueur égale a sa durée de vie.

o) a
c.’a/ \9
@/\e a/\e

/\ /N /\

O @ @ @ @

/\ /\
ee ee

4 4 3 3 34 4 3in

FIGURE 1.1 — Arbre de Yule et arbre binaire associé. Les profondeurs des feuilles
sont indiquées sous I'arbre de Yule, et le profil est ici Ly = (0,1,4,4,0,0,...).

7. (x,B) = (4311...,1.953...).
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On appelle arbre binaire associé a Y = (Y;);>0 ’arbre combinatoire
obtenu en oubliant la longueur des arétes. La figure 1.1 présente un exemple
d’arbre de Yule (tronqué au temps t) et son arbre binaire associé. L'arbre de
Yule permet d’analyser aisément ABR;, via le couplage suivant :

Proposition 1.3.11. Soit T, = inf{t : |Y;| = n} le premier temps oir l'arbre de
Yule Y a n sommets. Alors

1. l'arbre binaire associé a Yz, ,, a la méme loi que ABR,,;

2. Yy, est indépendant de T, 1.

Démonstration. Pour toute permutation o de {1,...,n} ettout k entier entre
1 et n+ 1, on définit la permutation f(c,k) de {1,...,n+ 1} par:

e Pourtouti € {1,...,n}tel que (i) <k, f(c,k)(i) = o(i).

e Pourtouti € {1,...,n}telquec(i) >k, f(o,k)(i) = o(i) + 1.

o f(o,k)(n+1) =k
Cette construction revient a choisir k comme image de n + 1, tout en res-
pectant 1’ordre relatif des images des éléments précédents. Cela correspond
a I’évolution de la permutation ¢ définie par (1.11), lors de I’ajout, a la liste
(x1,x2,...,x,), d'un nouvel élément x,, ;1.

Exemple 1.3.12. Sioc = (3,1,2,4), alors f(0,3) = (4,1,2,5,3).

On considere le processus aléatoire (0y,),>0 défini par récurrence de la
maniere suivante :
e 0p est 'unique permutation sur I'ensemble vide.
e Pour toutn > 0, 0,41 = f(0n, Xu), ot X, est un entier uniforme
sur {1,...,n+ 1}, indépendant de o;,.

Lemme 1.3.13. Pour tout n > 0, 0, est une permutation uniforme parmi les
permutations de {1,...,n}.

Démonstration. Ce lemme se prouve par récurrence. Il est immédiat pour
n = 0, et on suppose qu’il est vrai pour un certain n > 0. Soit ¢* une permu-
tation de {1,...,n + 1}. Il existe une unique permutation p de {1,...,n} et
un unique entier k entre 1 et n + 1 tel que o* = f(p, k), donc :

P (0,41 = 0*) = P(0, = p)P(X, = k)
111
Conln+1 n4+1V

ce qui prouve le lemme pour n + 1. |

On considére maintenant le processus (ABRy),>1, o ABR, est’ABR
associé a oy, pour tout entier n. Cela donne la construction suivante pour
la suite des ABR,, :
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e Initialement, ABRy ne contient qu'une feuille.

e Pour passer de ABR,, a ABR,,11, on choisit un entier aléatoire X,
uniforme entre 1 et n + 1. La X,;-iéme feuille dans le contour de
I'arbre est remplacée par un nceud interne ayant deux feuilles
comme enfants.

Ce couplage permet de démontrer la Proposition 1.3.11, par récurrence
sur n, car (Yz,,,)n>0 et (ABRy)u>0 évoluent de la méme maniere : condi-
tionnellement a 1’arbre a n nceuds internes, une feuille est choisie au hasard
uniformément, et est remplacée par un nceud interne ayant deux feuilles
comme enfants. L'indépendance entre Yz, ., et 7,41 découle du fait que le
choix de la feuille est indépendant de 'instant de ce choix, en vertu de la

Proposition 1.3.3. n

1.3.4 Ftude de la hauteur de I’ABR via I’arbre de Yule

On note L, x (resp. A;x) le nombre de feuilles a profondeur k dans
ABR,, (resp. dans Y;). Le processus L, = (L, x)k=0 est appelé le profil de
ABR,, (voir figure 1.1) et le profil de Y; est noté A;. Le couplage entre Y
et ABR,;, décrit par la Proposition 1.3.11 permet une étude fine de L, cf.
[154, 45, 46]. Nous allons illustrer cette technique de couplage en donnant
une preuve simple du résultat classique de Devroye [61] :

Théoréme 1.3.14.
h(ABR,) p
— s

Inn

Soit X = (X, X1, X, ...) une suite i.i.d. de variables aléatoires de
Bernoulli® de parametre 1/2, indépendante de Y. On considére X comme
une branche infinie aléatoire de 1’arbre binaire complet infini, de la maniere
suivante : en partant de la racine, si X; = 0, alors, a la profondeur i, la
branche infinie emprunte la branche menant au sous-arbre gauche (et elle
emprunte la branche menant au sous-arbre droit si X; = 1). Tout arbre
binaire fini T peut étre considéré comme un sous-arbre de l’arbre binaire
complet infini. Ce faisant, chaque direction X est associée a une unique
feuille de T, appelée la feuille de T dans la direction X.

Le profil A; dépend étroitement de la structure géométrique de I'arbre
dans son ensemble, mais la propriété d’amnésie, et ses conséquences, per-
mettent de ramener 1’évaluation de A, a I’étude d’une seule feuille, tirée
au hasard.

8. ieP(X;=0)=P(X;=1) =
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FIGURE 1.2 — Le chemin (1010010. .. ) dans 'arbre binaire complet.

Lemme 1.3.15. Soit x la feuille de Y; dans la direction X , et soit hy sa profondeur
dans Y;. Alors
E [Arx] = 2FP (he = k).

Démonstration. On conditionne par Y;. La probabilité que x soit une feuille
donnée de profondeur k vaut 2%, puisque cela force le choix des k premiers
termes de X. Il y a A; feuilles de profondeur k, donc

P (hy = k| Y;) = 27K Ay

Le lemme est obtenu en prenant I'espérance des deux termes de 1'égalité
précédente. |

Dans un processus de Yule de parametre 1, chaque individu meurt et
donne naissance a deux sommets a taux 1. En conséquence, le long de la
direction X, les instants oli un sommet se divise forment un processus de
Poisson d’intensité 1 sur [0, t]. Comme la hauteur de x dans Y; est égale au
nombre de divisions de sommets le long de X , on obtient :

etk

P (b =K) =

puis

etk
k!

Sil’on prend v > 0 et k de la forme k; = |y¢], on obtient, par la formule de

Stirling :

E[As ] = 2k,

In(E[A¢x,]) =keIn2 —t + ki In (t) — In (k!)
=3tIn(2) —t+ytIn(t) — ytIn(yt) + vt +o(t)

:t<’yln <%:> —1> +o(t).
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FIGURE 1.3 — La fonction ¢.

. 2e ) ..
La fonction ¢ : x = x1n ol 1 est strictement concave, positive en 1,

et elle tend vers -1 en 0 et vers —co en +o0. Il existe donc deux réels a~ et
« tels que ¢ est positive sur [a~; a] et négative en dehors de cet intervalle.
Ainsi le nombre moyen de feuilles a profondeur |yt | dans Y; tend expo-
nentiellement vite vers 0 lorsque y > a et augmente exponentiellement
lorsque &~ < 7 < a. A l'aide de I'inégalité de Markov (voir section 1.5),
cela permet de montrer que pour tout ¢ > 0, avec grande probabilité, il
n’existe aucune feuille a profondeur plus grande que (« + €)t, et au moins
une feuille a profondeur supérieure a (a — ¢)t, et donc :

h(tY*) Ly (1.12)

Le laps de temps 7,41 — Ty, est le temps qui s’écoule entre I"apparition
de la n-iéme feuille et I’apparition de la (n 4 1)-iéme feuille dans (Y});>o.
Chacune des 7 feuilles présentes au temps T, se divise au bout d"un temps
exponentiel de parametre 1, indépendamment, et 7,41 — T, est le mini-
mum de ces n variables exponentielles indépendantes, donc, en vertu de
la proposition 1.3.3, 7,41 — T, suit une loi exponentielle de parametre n,
indépendamment de T,.

En conséquence, si (E;);>1 désigne une suite de variables aléatoires
exponentielles indépendantes telle que pour chaque i > 1, E; a pour para-
metre i, pour espérance 1/i et pour variance 1/i?, alors 1,1 a méme loi
que Y, E;. En particulier,

T2
E|[w] =H, ~Inn, Var(t,)~ e
Par conséquent, en vertu de l'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,

Tn P
1. .
nn — (1.13)
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W !

FIGURE 1.4 — Deux trajectoires de mouvement Brownien (en fait, deux trajectoires
de marche aléatoire simple symétrique sur 10000 pas).

Avec (1.12), cela donne :

o) p (1.14)
Tn

puis en combinant le théoreme de Slutsky avec (1.13) et (1.14), nous retrou-
vons le résultat de Devroye :

h (ABRy) P,
Inn

~

comme indiqué.

1.4 Mouvement Brownien

Une approximation par le mouvement Brownien donne une interpré-
tation éclairante des propriétés macroscopiques de nombreuses structures
combinatoires de grande taille, comme le graphe aléatoire [2], les arbres
simples [125], ou encore les schémas d’allocation [4]. Cette section a pour
but d’illustrer le lien entre le mouvement Brownien et certains grands ob-
jets combinatoires a travers un couplage entre le probleme du parking de
Knuth [43] et le pont Brownien.

1.4.1 Définition et propriétés du mouvement Brownien

On peut voir le mouvement Brownien B = (B(t));>0 comme une
fonction tirée au hasard parmi les fonctions définies sur IR, continues, a
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valeurs dans IR, ou bien comme une famille de variables aléatoires réelles,
famille indicée par R ;. Cet objet mathématique est apparu simultanément
(i.e. entre 1900 et 1905) a quelques scientifiques, dont Bachelet et Einstein, a
qui sa découverte est le plus souvent attribuée. On peut avoir une bonne
idée de son comportement en simulant sur tableur une trajectoire longue
de marche aléatoire simple symétrique’, et en laissant le tableur ajuster
I’échelle de la représentation graphique, voir figure 1.4. Que cela donne
une bonne idée de 1'allure des trajectoires du mouvement Brownien résulte
du théoreme de Donsker (1951), selon lequel une trajectoire de marche
aléatoire sans biais sur n pas converge vers le mouvement Brownien, mo-
dulo une réduction d’échelle par un facteur 1/n (resp. 1/+/n) le long de
I’axe horizontal (resp. vertical). Les trajectoires de marches aléatoires sont
des chemins, au sens combinatoire, et il existe de nombreuses bijections
entre graphes, arbres, cartes d"une part, et chemins combinatoires, d’autre
part, ce qui explique l'apparition fréquente du mouvement Brownien pour
expliquer le comportement des grandes structures combinatoires.
Pour une définition plus formelle, rappelons d’abord que :

Définition 1.4.1. On dit qu’une variable aléatoire réelle X; suit la loi normale
centrée (que X est gaussienne centrée) de variance t > 0 (et on note Xy ~ N (0, t))
si Xy a pour densité de probabilité f, définie sur R par

x2
fx) = —A—e 21,

B \/ 27t

Plus généralement, une variable aléatoire réelle X; suit la loi normale centrée de
variance t > 0 si Xy a méme loi que ViX3.

Définition 1.4.2. Une fonction continue B = (By),- tirée au hasard est un
mouvement Brownien standard si
e P(By=0)=1,
o pour tout k > 1, et tout k-uplet (t1 < tp < ... < ty) de réels strictement
positifs, (B;, — By,_,), << ost une famille de variables indépendantes
(avec la convention to = 0),
e pour tout couple (t,s) de réels positifs, By+s — By ~ N (0, s).

On peut voir le pont Brownien b = () comme le mouvement
0<t<1

Brownien conditionné a revenir en 0 au temps 1 (i.e., conditionné a By = 0),

et on peut voir I'excursion Brownienne normalisée comme le pont Brownien

conditionné a rester strictement positif sur tout l'intervalle |0, 1[. Ces deux

9. qui fait a chaque pas un saut de +1 avec équiprobabilité.
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processus ont des définitions alternatives, plus rigoureuses, données ci-
dessous. Pour tout ¢t > 0 notons g; (resp. d;) le dernier zéro de t — B; a
gauche de t (resp. le premier zéro a droite de t), en gardant a l'esprit que
IP (B # 0) = 1. On a alors, avec probabilité 1 :

gt <t< dt, Bgt = Bdt = 0, Yu E]gt,dt[, Bu # 0,

et on peut poser :

Définition 1.4.3.
e Le pont Brownien b = (b(t)), est défini par :

vt e [0,1], b(t) =B — tB;.

e L’excursion Brownienne normalisée enjambant t est définie par ey =
(er () ) o<y O :

Ve [0,1], e (u)

1

Sa loi est la méme quel que soit t > 0. Ainsi, un processus ayant méme
loi que e; est appelé excursion Brownienne normalisée et est souvent

noté e = (e(u))ocyc1-
Ces deux processus sont liés par la transformation de Verwaat [23] :

Théoréme 1.4.4. Soit un couple (U, e) de variables aléatoires indépendantes, U
uniforme sur [0, 1], e une excursion Brownienne normalisée. Prolongeons 0 e en
une fonction e définie et continue sur R, périodique de période 1, et posons

Vs € [0,1], b(s)=e(U+s)—e(U).
Alors b est un pont Brownien.

On voit que b atteint son minimum en 1 — U, i. e. en un point uniforme
de [0, 1]. Ce minimum est —¢ (U) d’oi le corollaire suivant :

Théoreme 1.4.5. Le processus b — minb est, a un décalage de I'argument pres,
la périodisée d’ une excursion Brownienne normalisée.

10. Une fonction continue f, définie sur un intervalle [4, b], telle que f(b) = f(a), se
prolonge de maniére unique en une fonction continue sur IR, de période b — a, la périodisée

fdef.
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FIGURE 1.5 — Trajectoires de ponts, en haut, et d’excursions, en bas, liées par la
transformation de Verwaat.

1.4.2 Parking, ou tables de hachage

Si on dispose de m tiroirs et de n types d’objets (n < m), I'idéal pour
ranger puis retrouver rapidement chaque objet serait de ranger chaque
type d’objet dans un tiroir consacré a ce seul type, tiroir dont le numéro est
calculable simplement a partir du type au moyen d’une fonction dite “de
hachage”. L'utilisation du systeme de rangement est alors rapide : étant
donné le nom x du type, on calcule la valeur numérique “hachée” h(x), puis,
dans le tiroir #(x), on retrouve du premier coup les objets cherchés. Si n est
petit devant m aucun type ne sera rangé dans le méme tiroir mais d’apres
le paradoxe des anniversaires, dés que m = O (nz) il existe une bonne
probabilité de collisions lors du rangement. Pour qu’une telle méthode soit
efficace, il faudrait donc en gros prévoir un nombre de tiroirs nettement
supérieur au carré du nombre de types! Une solution au probleme des

collisions est d"utiliser des fonctions de hachage de secours. D’apres [42],
“En termes informatiques, on dispose d'une table T[1..m] dont chaque
entrée peut contenir une donnée et des informations auxiliaires. Les don-
nées sont issues d’un univers U/ (par exemple les chaines alphabétiques
de longueur au plus 20). On dispose d"une fonction & dite “fonction de
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hachage” : celle-ci ! envoie le domaine U/, en général trés grand (ici de car-
dinalité 2 - 10%), sur un intervalle beaucoup plus petit [1..m] (le nombre
de cases ou tiroirs en général entre 10? et 10°). On range alors chaque
donnée x a 'adresse h(x) dans la table. Pour régler les collisions qui
sont statistiquement inévitables, lorsque la case de hi(x) est déja prise, on
choisit de ranger x a la premiere case disponible parmi 1 + h(x), 2 + h(x),
etc. De plus, dans la variante circulaire du procédé, on recommencera a
partir de la premiére case (case numéro 1) suite a un échec sur la case m.”
D’apres la légende, c’est ce probleme qui a éveillé I'intérét de D.E. Knuth
pour I'analyse d’algorithmes; on peut trouver un développement appro-
fondi sur le linear probing dans [110, Ch. 6.4]. Une configuration de ha-
chage a n objets et m places est donc déterminée par une suite d’éléments
de {1,...,m} ayant longueur n, i.e., une application de {1,...,n} dans
{1,...,m} tirée au hasard, avec équiprobabilité des m" configurations. Un
des parametres fondamentaux d"une configuration est le déplacement total
D, » défini comme la somme (sur x) des distances (circulaires) entre I’en-
droit ot1 x est placé et la valeur de h(x). Cette variable aléatoire D, , décrit
le cotit de construction de la table de hachage, lequel cofit se situe entre 0 et

2
0+1+---+(n—1):(;>:”.

En réalité, comme 1'a montré Knuth [110, Theorem K] il y a quelque cin-
quante ans :

IE[Dm,n]:nJr;(nn_qlJr(n_l;(zn_z)Jr...),

ce qui permet d’obtenir le comportement asymptotique, non trivial
d’ailleurs, cf. [110,42] : ona, pour 0 < a < 1,

2—u T
E [Dyam] ~ & 5——m, et E[Duua]~y/g m®/2, (1.15)

On voit donc apparaitre une transition de phase entre « < leta = 1,
qui demande exploration. Une premiére avancée est le résultat de Flajolet,
Viola et Poblete :

Théoreme 1.4.6 ([73]).

1
m—3/2 Dm,m_lé / e (s)ds. (1.16)
0

11. Par exemple, hi(x) interpréte x comme un nombre en base 26, puis le réduit mo-
dulo m.
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FIGURE 1.7 — Simulation du théoréme fondamental de la statistique.

Cela suggere une convergence de la structure globale vers une ex-
cursion Brownienne, convergence dont (1.16) serait une conséquence. La
prochaine section décrit un couplage naturel entre le parking de Knuth et
des variables uniformes sur [0, 1], qui fait apparaitre le lien avec le pont et
I'excursion. Cela permet de donner une démonstration non calculatoire du
Théoreme 1.4.6 et de décrire précisément la transition de phase.

1.4.3 Nombre de visites et fonction de répartition empirique

Dans cette section, on suppose que m = n + 1, et on se donne un
n-uplet U = (U, Uy, ..., U,) de variables aléatoires uniformes sur [0, 1],
de fonction de répartition empirique associée définie, pour 0 < t < 1, par:

1 & nombre de U; inférieurs a t
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FIGURE 1.8 — Parking dans une rue circulaire en sens unique, ou linear probing.
Cas (m,n) = (10,9), déplacement total égal a 9.

L'erreur empirique w, (resp. le processus empirique B, (t)) sont définis, pour
0<t<1, par:
ay (t)=F, () —t, Bn=Vnay.

En 1933, Glivenko et Cantelli ont établi qu’avec probabilité 1, la fonction
aléatoire F, converge uniformément, sur [0, 1], vers F(t) = t, résultat qua-
lifié depuis de « théoréme fondamental de la statistique ». Des résultats
tout aussi centraux pour la statistique mathématique, dis a Donsker, et
a quelques autres, précisent la rapidité de la convergence de «;, voir sec-
tion 1.5. Or, a travers un couplage tres naturel du probleme du parking
de Knuth avec la suite U, voir [43, 44], ces théorémes centraux en statis-
tique entrainent le théoreme 1.4.6, et donnent une foule d’informations
supplémentaires sur un probléeme fondamental en analyse d’algorithmes.

Une configuration de parking aléatoire est définie a 'aide de U de la
maniere suivante : la k-ieme voiture (dans 1’ordre chronologique) essaye
d’abord de se garer sur la place numérotée

pr=[(n+1) U],

puis éventuellement sur les places py + 1, pi + 2, etc. jusqu’a trouver une
place libre. Soit d, le nombre de voitures dont le premier essai est a la place
£. Comme la fonction de répartition empirique F, d'une part, et d; d’autre
part, comptent le nombre de U; appartenant a des sous-intervalles de [0, 1],
on peut exprimer d; (et, éventuellement, plus tard, D, ) en fonction de F, :

14 ‘-1
ien(n ()R (1Y) an

Finalement, soit v, le nombre de visites a la place ¢ (i.e., le nombre de
voitures ayant essayé de se garer en ¢ avec ou sans succes). On voit que :

n+1

Dyn=—-n+ E vy.
(=1
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En effet, une et une seule des visites de chacune des n voitures ne compte
pas comme un déplacement, par exemple sa premiere visite, a la place py.

Il sera commode, dans la suite, de prolonger nos fonctions a Z de
maniere périodique, via :

VieZ, Apini1 = Ay, Vpgni1 = 0y,

et, afin que (1.17) reste en vigueur pour k € Z et que a;, soit périodique de
période 1, il faut convenir que

Vx € R, Fi(x+1)=1+F,(x). (1.18)
Remarquons que si on pose :

1
ﬁv[mt]/

em (t) =
on obtient que

1
/0 em (u)du =m=32 Dy +m—1)
=m 2Dy 1+ O (m_1/2> ,

et une forme de convergence, encore a préciser, de e, vers e, pourrait fournir
une deuxiéme démonstration, probabiliste, de (1.16). C’est le but de ce qui
suit : établir le lien entre (v,) et (d;), guére surprenant, donc le lien entre
(vy) et F, ou oy, & travers la relation (1.17), puis utiliser successivement le
théoréeme de Donsker (Théoréme 1.5.14), qui relie ,, au pont brownien :

Bu =5 b, (1.19)

et la transformation de Verwaat, qui relie le pont a I’excursion, pour montrer
la convergence de e, vers ¢, et en déduire le théoreme 1.4.6. Or toutes ces
étapes sont des résultats classiques de probabilité ou de statistique, sauf
le raisonnement combinatoire élémentaire liant (v/) a (d;), qui est donné
dans les quelques lignes qui suivent.

Soit L le numéro de la place qui reste libre a la fin, numéro caractérisé
par v, = d; = 0. Tout d’abord, on a

Ve = 0p +dpyr — Loz,

car parmi les vy voitures visitant /, s’il en existe, seule une d’entre elles,
celle qui se gare en ¢, ne visite pas ¢ + 1. Puis, en sommant de { = L a
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FIGURE 1.9 — Simulation du théoréme de Donsker.

f =L+ k—1eten utilisant 1.18,

k
Oppr = 0L —k+1+ ) doyr

=1
k+L L
——k+ 141 (B (557) - (51))
et:
n+1—k k+L L
Uk+L—1/l—|_:l—n(Dén (n+1> —an <n+1>> . (1.20)

Or, pour1 <k <n,vyp > 1, donc

k+ L > L
"\n+1 "\n+1)/)"

Ainsi la seule place vide L est caractérisée comme réalisant le minimum de
&, ou de B,. Par ailleurs l'invariance par rotation du parking suggere forte-
ment que L suit la loi uniforme sur [1..m], ce qui évoque la transformation
de Verwaat (Théoreme 1.4.4). Finalement, puisqu’ici m = n — 1, on peut
réécrire (1.20) comme suit :

k+ L
U + O (m_1/2> ~/n (zxn <n——’|_—1> - minzxn> .

~ By <I;++I{> — min f,. (1.21)

1
i

Au vu du Théoreme 1.4.5, de (1.19) et de (1.21), cela termine la “démonstra-
tion” de la convergence de e, vers e, modulo quelques détails techniques
peu ardus.
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FIGURE 1.10 — Transition de phase : I'effet de Tg sur e, et, a droite, e, pour
différentes valeurs de p.

Revenons sur la transition de phase révélée par les estimations (1.15)
de Knuth : le déplacement d"une voiture est de I'ordre de la moitié de la
taille d"un bloc de voitures garées consécutivement, et ces blocs sont d'une
largeur maximale O(Inm) presque tout du long [153], donc la deuxiéme
estimée de (1.15) devrait étre O(mInm). Ce que (1.15) suggere est un mé-
canisme curieux d’agrégation des blocs, au moment de la saturation du
parking : les dernieéres O(+/m) voitures a se garer rencontrent des blocs de
taille O(m). La convergence de e,, vers e, dans l'exercice qui suit, permet
de confirmer et de préciser cette intuition.

Exercice 1.4.7 (Transition de phase). Montrer que pour m — n ~ B+/m,
em i> Tﬁe,
oiL Tge est le processus défini, pour 0 < t < 1, par
Tge(t) = e(t) — Bt —inf{e(s) — Bs|0 <s < t}.

Vérifier que limg_, o Tge(t) = 0. Conjecturer

: o —3/2
ﬁlirfm l1nrqn m—>'“IE [Dm,mf B \/ﬂ .
Quel est le rapport entre les blocs de places occupées et les zéros de Tge ? Que dire

alors de I'ordre de grandeur de la taille des blocs dans le parking quand le nombre
de places vides est Br/m (voir figure 1.10) ?
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1.5 Annexe : préliminaires probabilistes

On rappelle ici quelques propriétés et théoremes utiles pour ce cours,
tous tirés de [103], sauf mention du contraire.

Théoréme 1.5.1 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire positive
ou nulle. Pour tout réel strictement positif «,

11>(x>a)<]E£cX].

Théoreme 1.5.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une variable
aléatoire d’espérance et de variance finies. Pour tout réel strictement positif a,

Var(X)
a?

P(|X - E[X]| > ) <

Définition 1.5.3 (Convergence en probabilité). Soit (X, ), une suite de va-
riables aléatoires réelles définies sur un méme espace de probabilité (Q0, A, P). On
dit que X, converge vers X en probabilité si

Ve>0, limIP(|X,—X|>¢e) =0.

n—00

On note alors ,
X, — X.

Propriété 1.5.4. En particulier, si \/Var (X)) = o (E [X,]), ou bien, équivalem-
ment, E [Xn]2 ~ E [X2], alors

Xn P
—1
E [X,]
Si de plus lim, E [X,| = ¢,
Xy 2 4.

Définition 1.5.5 (Convergence dans LF). Soit (X,), une suite de variables
aléatoires réelles définies sur un méme espace de probabilité (0, A, P). Pour p > 1,
on dit que X, converge vers X dans L7 si

limE [|X, — X|"] =0.
n

On note alors
X, — X.
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Définition 1.5.6 (Convergence presque stre). Soit (X,), une suite de va-
riables aléatoires réelles définies sur un méme espace de probabilité (QQ, A, P). On
dit que X,, converge presque slirement vers X si

R@eQM?K«@:XWD:L

On note alors .
X, 2% X,

Théoreme 1.5.7 (Loi forte des grands nombres, Andrei Kolmogorov, 1929).
Si (Xu),~( est une suite de variables aléatoires i.i.d., on a équivalence entre :

(i) E(|X1]) < 400,

(i) la suite W converge presque siirement.
De plus, si l'une de ces deux conditions est remplie, alors la suite
converge presque stirement vers la constante E (X;) .

X34+ Xa
n

L'inégalité de Heeffding et le théoreme central limite sont deux manieres
d’estimer la rapidité de convergence dans la loi forte des grands nombres,
voir ci-dessous.

Théoréme 1.5.8 (Inégalité de Hoeffding). Soit une suite (Xy)1<k<n de va-
riables aléatoires réelles indépendantes vérifiant, pour a < b,

vk, Pla< Xy <b) =1
On pose
S, =X1+Xo+ -+ X,.
Alors, pour tout t > 0,

2
P (S —E[S:]| > 1) <2exp (— ;5 )-
Définition 1.5.9 (Convergence en loi). Soit X une variable aléatoire et soit
(Xn)n une suite de variables aléatoires définies sur des espaces de probabilité
quelconques, a valeurs dans un méme espace métrique (E,d). On dit que X,
converge vers X en loi si pour toute fonction continue bornée ¢ : E — R, on a :

HmE [¢ (Xx)] = E [¢ (X)].

On note alors .
Xn % X.
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Théoreme 1.5.10 (Théoreme central limite, Pierre-Simon de Laplace, 1809).
Si (Xn),= est une suite de variables aléatoires i.i.d. d’espérance commune m, de
variance commune o> € |0, +oo, alors

X1+ -+ Xy, —nm £,
o\v/n

Notons que la convergence presque stire, comme la convergence dans
L?, entraine la convergence en probabilité. Ces 3 convergences, a leur
tour, entrainent la convergence en loi, ce qui est crucial pour obtenir la
convergence en loi par couplage. Dans le méme esprit, certains couplages
permettent d’obtenir des résultats de convergence a travers le théoreme
suivant :

=5 N(0,1).

Théoreme 1.5.11 (Théoreme de Slutsky). Si X,, converge en loi vers X, et si
Y, converge en probabilité (dans L', dans L?) vers une constante c, alors le couple
(Xn, Yn) converge en loi vers le couple (X, c). On en déduit en particulier que
Xn + Yy, converge en loi vers X + c, et que Y, X,, converge en loi vers cX.

Pour la convergence vers le processus de Poisson-Dirichlet, nous avons
besoin d’un critere de convergence en loi pour les suites aléatoires de
nombres réels :

Théoréeme 1.5.12. Soit ¢ = (¢',8%,¢%,...), & = (E1,&2,23,...) des suites

aléatoires de nombres réels. Alors ¢, i> ¢ si et seulement si, pour tout k > 1

(@ e ah) = (e ).

Les théoremes suivants, fondamentaux en statistique mathématique,
sont précieux pour la section 1.4.3. Une référence encyclopédique est [175].
On rappelle que b désigne le port brownien, et que :

Tlli t=>Uygr t):\/E(Fn(t)_t% D‘n:ﬁn/\/ﬁ'

Théoreme 1.5.13 (Glivenko-Cantelli, 1933). Avec probabilité 1, F, converge
uniformément vers t sur [0,1], ou, de maniere équivalente, ,, converge unifor-
mément vers 0.

Ce théoréme, appelé « théoréeme fondamental de la statistique », confirme
qu'un échantillon assez grand permet de reconstituer la loi du phénomene
étudié, ici la loi uniforme, dont la fonction de répartition est t. Les théo-
rémes suivants estiment de différentes manieres la rapidité de convergence
dans le théoreme 1.5.13.
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Théoréme 1.5.14 (Donsker, 1952).

By —=5 b,

.. 1
Ainsi, dans la convergence de F, vers F, l'erreur est un O (f) , ce que
n

I'inégalité DKW exprime aussi, de maniere différente :

Théoreme 1.5.15 (Inégalité DKW, Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz, 1956).

Pr <sup |Bn(t)] = x> < 2 exp(—2x2).

Le dernier théoréme nous dit, en quelque sorte, que le terme de troisieme

ordre du développement asymptotique de F, est un O <lnnn> :

Théoréme 1.5.16 (Komlés, Major & Tusnady, 1975). Il existe une suite (by),>1
de ponts browniens telle que :

ie ry(t) = /n(Bu(t) —bu(t)), avec de plus :

Pr ( sup |rq(t)| = Alogn —|—x> < Me™H,

0<t<1

ot A, M et y sont des constantes universelles.

Remerciements. Merci a Vincent Delecroix pour les figures produites a
I'aide de SAGE, a Emmanuel Jeandel, Irene Marcovici et Paul Zimmermann
pour leur relecture patiente et méticuleuse, a Brigitte Chauvin pour ses
encouragements.






Chapitre 2

Satisfaisabilité
Propositionnelle (SAT) et
Modulo Théories (SMT)

Sylvain Conchon
Laurent Simon

Le cours est en deux parties, la premiere étant axée sur les solveurs
SAT (satisfaisabilité propositionnelle), la seconde sur les solveurs SMT
(satisfaisabilité modulo théories).

Nous présenterons d’abord les éléments clés de ce qui compose les “Sol-
veurs SAT Modernes” pour la résolution du probleme de la satisfaisabilité
propositionnelle. Apres une introduction historique sur la quéte de la résolu-
tion pratique du probleme NP-Complet canonique “SAT”, nous expliquerons
les caractéristiques algorithmiques et les structures de données des solveurs
CDCL (Conflict Driven Clause Learning), les points essentiels devant étre
intégrés a ce solveurs.

A Uinstar des solveurs SAT, les solveurs SMT sont de plus en plus utili-
sés, dans divers domaines. Bénéficiant des progres extraordinaires réalisés ces
derniéres années par les solveurs SAT sur lesquels ils sont basés, les démons-
trateurs SMT permettent de décider de la satisfaisabilité de formules logiques
contenant des symboles de théories particulieres. Nous tenterons dans cette
seconde partie de faire découvrir les principaux concepts sous-jacents i la
conception et l'implémentation de tels solveurs, plus particulierement les
théories utilisées en pratique et leurs procédures de décision ainsi que les
techniques de combinaison de théories.
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2.1 Introduction

A la croisée des mathématiques discrétes et de 1'informatique théo-
rique se trouve 1'un des problemes les plus importants de 1'informatique :
le probleme SAT, pour satisfaisabilité (ou satisfiabilité). Intuitivement, ce
probleme capture la difficulté de toute une famille de problemes difficiles
que l’on rencontre dans un trés grand nombre de problemes théoriques
ou pratiques. Le probleme SAT tient une place a part dans cette famille de
problemes difficiles. Cela est tout d’abord lié a 'histoire, puisque SAT a été
le premier probléme difficile, au sens de la théorie de la complexité. Mais
ce qui le rend encore aujourd’hui essentiel & un trés grand nombre d’ap-
plications, ce sont les progres actuels observés dans sa résolution pratique.
Comme nous allons le voir, malgré une impossibilité théorique forte, les
solveurs actuels arrivent a résoudre des probléemes de taille gigantesque.

Le probleme SAT s’exprime en logique propositionnelle. Extrémement
simple, cette logique colle parfaitement a la force de calcul brute des ma-
chines actuelles. Son apparente simplicité permet en effet 1’élaboration
d’algorithmes compacts et efficaces — en pratique — pour attaquer toute
une classe de problemes importants, mais intraitables — en théorie —. Il est
frappant de constater combien cette logique est ancienne, puisqu’elle a été
formalisée par Aristote lui-méme. C’est donc de maniere assez paradoxale
que I'on retrouve cette logique au cceur de démonstrateurs automatiques
permettant la vérification de microprocesseurs, de programmes, ou encore
de probléemes de cryptographie, de théoremes mathématiques et bioinfor-
matiques de premiere importance. Cela explique certainement pourquoi
Edmund Clarke, I'un des Turing Awards 2007, ait ainsi déclaré « la résolu-
tion pratique du probleme SAT est une technologie clé pour 'informatique
du 21eéme siécle » [25].

Dans la section suivante, nous proposons tout d’abord d’introduire
le type de problemes typiquement accessibles a ce formalisme, puis nous
présentons I’historique des progres observés dans la résolution pratique du
test de satisfaisabilité (SAT), en nous focalisant sur les techniques actuelles
utilisées en pratique.

Le probleme SMT, pour satisfaisabilit¢é modulo théories, est une gé-
néralisation du probleme SAT a des logiques plus riches, étendues avec
des symboles de fonction et de prédicat particuliers, dont le sens est fixé
par des théories prédéfinies. Ainsi, on peut s’'intéresser au probleme de la
satisfaisabilité modulo la théorie de I’arithmétique linéaire sur les entiers
(LIA), la théorie des tableaux (Array) ou la théorie des vecteurs de bits
(BV), etc. Plus généralement, la théorie sous-jacente a un probleme SMT
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est souvent une union de théories plus élémentaires (ainsi, on s’intéressera
aux problemes SMT LIA+BV, ou LIA+Array, etc.).

Nous verrons dans la deuxieme partie de ce cours que la résolution
d’un probleme SMT s’appuie sur la coopération efficace entre un solveur
SAT et des petits moteurs de preuve pour les théories, appelés procédures
de décision. Apres avoir présenté deux exemples de théories (la théorie de
I'égalité et la théorie des inéquations), nous verrons comment interfacer
un solveur SAT avec une procédure de décision. Nous terminerons cette
partie par une présentation des techniques pour combiner les procédures
de décision de différentes théories.

2.2 Probléme de satisfaisabilité en logique proposi-
tionnelle

Dans cette section, nous présentons la logique propositionnelle depuis
sa définition syntaxique jusqu’a l’algorithmique la plus récente permet-
tant de résoudre en pratique des instances de taille industrielle. Nous
présentons également l'intérét théorique du probleme SAT et présentons
les avancées de maniere chronologique.

2.2.1 Logique propositionnelle et SAT : définitions

Formalisée il y a plus de 2000 ans, cette logique remonte a la nais-
sance du mot « raisonnement » lui-méme, le mot « syllogisme ». En Grec
ancien, un syllogisme portait trois sens : calcul, hypothése et raisonnement.
Ce raisonnement-calcul se caractérise par l’articulation entre des proposi-
tions (les prémisses) et une conclusion, qui déja, pour Aristote, ne pouvaient
prendre comme valeurs que vrai ou faux. Parmi les syllogismes proposés,
le modus ponens est certainement 1'un des plus simples et des plus connus.
Il exprime simplement que « si a est vrai et si a implique b alors b est vrai ».

Une logique se définit d’abord de maniere syntaxique, la sémantique
étant définie par la suite sur ce langage. Intuitivement, les machines ne
travailleront qu’au niveau syntaxique, manipulant des expressions vides
de sens. Ainsi, le langage des formules propositionnelles peut se définir
formellement a partir d"un ensemble fini de variables propositionnelles
(ou symboles propositionnels) V, de deux constantes vrai et faux ainsi que
d’un ensemble de connecteurs logiques : - (négation), V (disjonction), A
(conjonction), — (implication), <+ (équivalence), @ (exclusion). On note
Var(f) I'ensemble des variables propositionnelles de V apparaissant dans
la formule f, et on nomme les formules de base ainsi : un littéral (ou
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x |y |[xvy|xAy|x—y|xeoy|xdy|
faux | faux || faux | faux | orai vrai | faux | vrai
faux | vrai || vrai | faux | orai | faux | vrai | vrai
vrai | faux || vrai | faux | faux | faux | vrai | faux
vrai | vrai || vrai | vrai | ovrai vrai | faux | faux

TABLE 2.1 — Valuation sur les fonctions usuelles définies sur les connecteurs
V,\,—, <, Det .

formule atomique) est une formule de la forme x (littéral positif) ou —x
(littéral négatif) avec x € V. Les littéraux x et —x sont dits littéraux complé-
mentaires. Une clause est une disjonction finie de littéraux (par exemple
C = x1 V =x2 V x3 est une clause). Un produit est une conjonction finie de
littéraux (par exemple P = x1 A x2 A —x3 est un produit).

La sémantique classique de la logique propositionnelle repose sur la
notion d’interprétation. On se donne un ensemble B = {V, F}, constitué de
deux valeurs de vérité, et I’on associe chaque variable propositionnelle a une
de ces valeurs. Une interprétation I d'un ensemble de variables V C V
est une application ayant pour domaine V et pour co-domaine B = {V, F}.
Lorsque V # V, on dit que l'interprétation est partielle (au contraire d’une
interprétation totale).

Plus simplement, une interprétation totale donne a chaque variable
une valeur de vérité unique qui permettra d’évaluer la formule proposition-
nelle. Souvent, on peut calculer la valeur de la formule sans avoir a donner
a chaque variable une valeur (par exemple x V y est vrai des que x est vrai,
sans avoir a donner de valeur a y). On parle donc dés lors d’interprétation
partielle.

Par exemple, la formule (x V —y) A (-x V —z) est évaluée a vrai se-
lon I'interprétation partielle x = V,z = F et fausse suivant l'interprétation
partielle x = F,y = V,z = V. Plus formellement, pour évaluer une formule
étant donnée une interprétation des variables, on peut récursivement dé-
finir l'interprétation de la formule en utilisant la table de vérité classique
utilisée sur les connecteurs usuels de la logique (table 2.1).

SAT : a la recherche de modeéles

Une fois que la sémantique est fixée, on peut se demander si, étant
donnée une formule f, il existe une interprétation I qui la satisfait (on
aurait [f]; = V). Si c’est le cas, on dit que I est un modele de f, ce que 1’'on
note I = f. Inversement, si [f]; = F, on dit que I falsifie f et que I est un
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contre-modele de f, ce qui se note I [~ f. Le probléme qui nous intéresse
ici est donc de savoir si une formule donnée admet un modele (probleme
de satisfaisabilité, SAT). Intuitivement, on voit bien que si aucun indice ne
nous aide, on pourrait avoir a essayer I'un aprés 'autre les 2V*"(f) modeles,
ce qui est absolument impossible en pratique (cet ordre de grandeur est
uniquement indicatif : calculer la complexité la plus faible d"un algorithme
résolvant le probléeme SAT est cependant assez étudié, voir [201] pour un
état de I'art, les résultats donnés ayant un majorant de l’ordre de 1.48" (/).
A titre d’exemple, si 'on devait énumérer tous les modeles possibles sur
une formule a 260 variables, alors les 2200 modeles a tester dépasseraient
l"'une des estimations communes du nombre de particules de 'univers.
Quand on sait, de plus, que les solveurs modernes traitent des formules
avec plusieurs millions de variables en quelques minutes, on comprend
combien le probleme de la résolution pratique de SAT est fascinant. Le
nombre de modeles potentiels peut rapidement dépasser 1’entendement.

Lorsqu’une formule n’admet aucun modele, on dit qu’elle est insa-
tisfaisable (on dit aussi que f est une contradiction ou est incohérente
ou UNSAT), ce qui est alors noté |= —f. Au contraire, si toute interpréta-
tion sur Var(f) est un modele de f, alors on dit que f est une tautologie,
ce qui est noté |= f (on parle aussi de formule valide). Par exemple :
(x — (y — x)) est une tautologie; (x <> (—x)) est une formule insatisfai-
sable; et (x V (y @ z)) est une formule satisfaisable (toute interprétation
satisfaisant x est un modele), mais non tautologique (l'interprétation affec-
tant x a F et y, z a V est un contre-modele).

La regle de résolution Avant de pouvoir utiliser en pratique une regle
syntaxique (adaptée a 'automatisme des machines) permettant de rai-
sonner sur une formule donnée, il faut pouvoir manipuler la formule et
I'écrire sous une forme canonique, adapté a la regle de résolution que 1'on
va introduire dans la suite.

Une formule g est une conséquence sémantique d'une formule f
(noté f k= g), si tout modele de f est un modele de g. De plus, pour vérifier
si g est une conséquence logique de f, il « suffit » de vérifier que la formule
f A (—g) est bien UNSAT. Lorsque la conséquence est vérifiée dans les
deux directions (i.e. si f = g et g = f), alors les deux formules f et g
ont exactement les mémes modeles, et on dit qu’elles sont équivalentes.
Cette notion permet certaines transformations syntaxiques des formules,
des lors que celles-ci préservent 1’équivalence sémantique. On pourra par
exemple utiliser 'idempotence du connecteur V pour réécrire (f V f) en f.
De nombreuses lois classiques de la logique permettent de réécrire une
formule, comme 1’élimination de la double négation (f = —(—f)) ou encore
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les lois de De Morgan. Citons tout de méme deux dernieres regles a titre
d’illustration. La distributivité de Vsur A: (fV (§Ah)) = (FAQ)V (fAR);
etl’éliminationde ®: (f ® g) = (-f A Q) V (f A Q).

Les formes normales Le probleme SAT, s’il est défini sur n'importe
quelles formules en logique propositionnelle, s’exprime généralement sur
des formules écrites sous forme normale conjonctive (FAC) (conjonction
de clauses). Une formule f est dite sous forme normale disjonctive (FAD)
si et seulement si elle correspond a une disjonction de produits. On notera
que le probleme SAT est trivial sur une formule sous FND.

En profitant des lois usuelles des connecteurs logiques, (comme les lois
de De Morgan, la distributivité, ’associativité, . ..), on peut maintenant écrire
toute formule f en une formule équivalente, dans laquelle notamment tous
les connecteurs —, <+ et @ ont été éliminés, ainsi que les doubles négations.
Il ne reste alors plus qu'une formule batie sur la disjonction, la conjonction
et la négation. Si on prend soin de « pousser » les négations jusqu’aux
variables, on obtient une formule sous forme normale négative (FNN'). On
peut en dernier lieu utiliser les propriétés de distributivité des opérateurs
pour écrire la formule de départ sous FNC ou FND, au choix.

Par exemple, si on doit travailler sur la formule —(f & g), on va d’abord
utiliser la regle vue pour la réécrire en =((—=f A g) V (f A =g)) pour ensuite
pousser la négation la plus extérieure jusqu’aux variables: (f V —=g) A (—=f V
¢). On obtient dés lors une FAN.

Malheureusement en pratique, ces substitutions ne suffisent pas pour
transformer n’importe quelle formule sous FNC, car la taille de la formule
normalisée peut croitre de maniére exponentielle si ’on se restreint aux
méthodes de réécritures ci-dessus.

Tseitin [193] a introduit un mécanisme permettant de normaliser n’im-
porte quelle formule sous FNC en préservant non pas I'équivalence, mais
I'équi-satisfiabilité. Intuitivement, il s’agit d’introduire un ensemble de
nouvelles variables dont la valeur de vérité représente la satisfaisabilité,
ou non, de sous-formules. Par exemple, lorsqu’il faut encoder un circuit,
une variable x est associée a chaque porte f(x,...,x,) telle que x soit sé-
mantiquement équivalente a la valeur f de la porte : x < f(x1,...,xp).
En répétant ce processus au niveau de chaque sous formule élémentaire,
la formule globale peut s’écrire ensuite simplement comme la conjonc-
tion de tous les encodages, ce qui évite I'explosion due a la distribution
des connecteurs logiques les uns sur les autres. Par exemple, si la sous-
formule f s’écrit comme la disjonction g V k, on introduit deux nouvelles
variables x, et xj, représentant la satisfaisabilité des deux sous-formules
g et h, respectivement. La satisfaisabilité de f peut alors s’écrire comme
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la FNC suivante (=f V xg V x5) A (f V —xg) A (f V —xy) (ce qui encode
I'équivalence logique introduite). En pratique, I'introduction de nouvelles
variables est essentielle pour contenir 1’explosion combinatoire (syntaxique)
que représenterait I'écriture de toute formule sous FAC.

La regle de résolution

La résolution [166] est 1'une des régles de déduction de base en logique
propositionnelle : soient deux clauses ¢y, ¢ et x une variable proposition-
nelle, la régle de résolution est la regle d’inférence suivante :

(xVer), (FxVer) Fr a1 Ve

La clause ¢ V c; est appelée clause résolvante sur x des clauses (x V c) et
(mx V ¢2). Cette regle est tres proche du raisonnement commun. Elle peut
étre vue comme une application directe de la régle de coupure (siona f — g
et g — h,alorsona f — h), dans le cas particulier ou1 f est une clause, g un
littéral et 1 un produit. Bien entendu, cette simple regle de déduction est
correcte : on a bien (¢1 V x) A (c2 V —=x) = ¢1 V ca. Elle est aussi complete
pour la réfutation : si f est insatisfaisable, alors on a la garantie qu'il existe
bien une suite finie de résolutions permettant de déduire la clause vide.

Une preuve par résolution dans X d’une clause ¢’ fondamentale est
une suite de clauses P = c, ..., ¢ telle que ¢, = ¢’ et telle que 1'on ait, pour
touti < k:oubien c; € ¥; ou bien il existe ¢, et ¢,, (im < i etn < i) dans P
tels que ¢; soit la résolvante de c,, et ¢,. On note X k5 ¢’ le fait qu'il existe
une telle preuve. Sauf mention contraire, nous notons simplement X I~ ¢/
pour X Fx ¢

2.2.2 Difficulté théorique de SAT, et problemes pratiques

On ne peut parler du probléme SAT sans aborder quelques notions
de complexité. Il s’agit en effet du premier probleme démontré comme
NP-complet [51]. Cette notion est primordiale a bien des égards, notam-
ment parce qu’elle permet de classer les problemes selon une complexité
indépendante des algorithmes qui les résolvent en pratique. Pour une intro-
duction a ce sujet, le lecteur intéressé pourra consulter les incontournables
[82] et [113].

Pour simplifier, nous introduisons donc la notion de classe de com-
plexité a I’aide de la notion de fonction calculable. Intuitivement, une fonc-
tion f est dite calculable simplement s’il existe un algorithme qui permet de
calculer son résultat (nous imposons juste a ce niveau que le programme
finisse un jour son calcul, quel que soit le résultat de la fonction). On peut
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alors mesurer le temps de calcul de f par le nombre d’étapes élémentaires
de l'algorithme.

La classe P est 'ensemble des problemes de décision pouvant étre ré-
solus en temps polynomial. En terme de fonction calculable, ces problemes
sont caractérisés par la réponse a la question « Que vaut f(x)? », avec
f calculable en temps polynomial par rapport a la taille de la donnée x.
L’ensemble des probléemes appartenant a cette classe sont parfois appelés
faciles. En théorie, le passage a I’échelle des exemples traités est toujours
possible, moyennant des machines plus puissantes, ce qui n’est plus le
cas pour les probléemes appartenant aux classes définies ci-dessous (sous
I'hypothese P # NP).

La classe NP est ’ensemble des problemes de décision pouvant étre
résolus en temps polynomial de maniére non déterministe. Cette classe cor-
respond a I’ensemble des problemes de décision s’exprimant logiquement
comme 3x.f(x), ou « existe-t-il un x tel que 'on ait f(x) évalué a vrai? »,
avec f une fonction calculable en temps polynomial. Intuitivement, on voit
que le probleme consiste a deviner la bonne solution x (c’est la partie non
déterministe). En pratique, les meilleurs algorithmes connus de recherche
de ces solutions sont de cofit exponentiel dans le pire des cas. Pourtant, rien
ne prouve que 1’on ne trouvera jamais d’algorithmes polynomiaux pour
résoudre des problemes NP-complets, méme si la conjecture P # NP est
tres forte. Quoi qu’il en soit, ces problemes ont une forte caractéristique pra-
tique : on peut vérifier une solution du probléme en temps polynomial
(il suffit de calculer f(x)).

Etant donné un probléme de décision, nous pouvons aussi définir
son probléme complémentaire, comme Vx.f(x), ou « a-t-on f(x) pour
tout x? », ol1, encore une fois, f est une fonction calculable en temps
polynomial par rapport a la taille de x. La classe CoONP est 1’ensemble
de ces problemes, dont le probleme complémentaire appartient a NP. De
nouveau, une tres forte conjecture, non encore prouvée ou infirmée, découle
de cette définition : NP # CoNP.

Enfin, grace a la notion de complétude, nous avons en main les armes
pour classer les problemes entre eux. Intuitivement, les problemes NP-
Complets sont les plus difficiles des problemes de NP : si 'on savait en
résoudre, ne serait-ce qu'un seul, en temps polynomial alors on saurait les
résoudre tous en temps polynomial (la complétude est basée sur la notion
de réduction polynomiale, non introduite ici par souci de place).

SAT a donc été prouvé comme NP-complet par le fameux théoréme
de Cook-Levin. Cela le place au centre de la hiérarchie polynomiale, qui
classe les problemes par difficulté croissante.
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Intérét de SAT, d’un point de vue pratique

Attaquer de front le probleme SAT est longtemps resté extrémement
difficile en pratique, voire un probléme a fuir a tout prix. Pour étudier la
performance pratique des solveurs SAT, il a tout d’abord été proposé de
générer des problemes aléatoires, au début des années 1990 [132]. Leur
utilisation dans le but de progresser pour la résolution de problémes réels
n’a cependant duré qu’un temps, jusqu’a ce que soit mis a jour certains
phénomenes insoupconnés de ces instances [133]. A la fin des années 1990,
en effet, la séparation entre solveurs dédiés aux formules aléatoires et ceux
dédiés aux formules industrielles (ou issus du monde réel) était consommée
[115,116].

Puis, en 2001, conjointement avec I'apparition de ce que I'on appelle les
« solveurs modernes », est apparue la notion de Bounded Model Checking [24,
155] qui permet, en déroulant un certain nombre d’étapes, de transformer
en SAT des problémes de logiques temporelles, ou encore d’atteignabilité
d’automates. Lorsque ces automates représentent le fonctionnement d’un
microprocesseur, un état particulier, faute, est généralement représenté, et
I'existence d"un chemin entre I'état initial et la faute représente un exemple
de mauvais fonctionnement. Cette longueur de chemin doit étre bornée
(Bounded) pour garantir la transformation en logique propositionnelle. Il est
aussi possible de tester I'équivalence de deux circuits (le circuit de référence
et le circuit optimisé, effectivement implanté dans un CPU) grace a SAT, en
construisant une formule dont la satisfiabilité implique I'équivalence des
deux circuits. On va trouver aussi des moteurs SAT dans 1’état de l'art des
méthodes de résolution de problemes importants de bioinformatique [47],
de cryptographie ou encore au cceur des méthodes les plus performantes
en planification (une plongée dans les nombreux problémes soumis aux
compétitions SAT [114] permet de voir I'étendue des probléemes pouvant
étre attaqués par SAT). Le nombre de problemes pour lesquels SAT est
devenu essentiel ne cesse de croitre. Ainsi, plus récemment, on peut aussi
utiliser les SAT solveurs comme des oracles NP de maniere efficace, et
concevoir des applications demandant des milliers d’appels SAT.

2.2.3 Résoudre SAT en pratique

Depuis plus de vingt-cing ans, et la premiere compétition DIMACS
en 1993 [64], une grande partie de la communauté SAT se mobilise pour
tenter de résoudre, en pratique, ce probléme en théorie difficile. Ces progres
théoriques et pratiques, motivés par des compétitions annuelles [114], sont
certainement 1'une des évolutions majeures de l'intelligence artificielle



52 Chapitre 2. Satisfaisabilité Propositionnelle et Modulo Théories

(IA) de ces derniéres années (Moshe Vardi, Professeur a la Rice University,
USA, propose dailleurs d’utiliser le terme de « Deep Solving » pour rendre
compte de cette évolution majeure).

Dans ce cours, nous nous limiterons aux algorithmes complets permet-
tant de prouver a la fois SAT et UNSAT. Nous omettons ainsi tout un pan
de recherche autour des méthodes incompletes et méthodes de recherches
locales, parfois tres efficaces en pratique.

DP60 : Davis et Putnam Dans sa premiére version [56], 'algorithme de
Davis et Putnam fonctionnait par « oublis » successifs des variables de la
formule. Prenons la décomposition de Shannon, on sait que toute formule f
peut se réécrireen ' = (x A fliyy) V (mx A fl{-4) pour tout x € Var(f),
la formule f|;,, (resp. f|{-x} ) étant f dans laquelle toutes les occurrences
de x ont été remplacées par vrai (resp. faux). La formule obtenue f' n’a
plus aucune occurrence de x, mais préserve la satisfaisabilité de f. La
difficulté pratique de DP vient de la réécriture de f’ sous FNC, celle-ci
faisant intervenir la distribution des deux ensembles de clauses obtenus
I'un sur 'autre.

Prenons la formule sous FAC suivante (on utilise ici la notation plus
compacte X pour —x) :

X1V Xg

X1V xgV Xy

X1 VX3V g

x1VxgV xp

x1 Vx5V Xg

X2 V X11

X3V X7V X13

G VIV IE VX

xg V X7V X9
Si on veut éliminer x1, on peut factoriser les clauses contenant x; et celles
contenant x7. On obtient :

X4
x1V xg V X12
X5V X9

_ X4V X14
V| =2, =
! (Xg\/Xg )

X2 V X11
X3V X7V X13
X3V X7V X13V X9
xg V X7V Xg
Ce qui se traduit, en utilisant la regle de résolution sur x; :
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X4
xg V X12 V(;ijzpl)
VT 3V Xg

X2V X11

X3V X7V x13

HGVI VI35V X

xg V X7 V X9
La variable x; a bien été éliminée, mais la formule n’est plus sous FNC. Il
faut maintenant distribuer les deux ensembles 1'un sur 1’autre pour obtenir
la nouvelle formule suivante :

XqV X14

X4 VX3V Xg

xgVx1oVxsVxu

x5V X9V XgV X14

x5 VX VTV X

X2 V X11

X3V X7V Xx13

BV IV IE VX

xg V X7V X9
Ici, on a bien une FNC qui est satisfaisable si et seulement si la formule
initiale était satisfaisable. De plus, cette formule ne contient plus x;.

Pour prouver la satisfaisabilité (ou plutdt la non satisfaisabilité) il
suffit d’éliminer toutes les variables de la formule. Sil’on n’obtient pas la
clause vide (clause vide de tout littéral, obtenue en faisant par exemple une
résolution entre la clause x et la clause —x), alors la formule est satisfaisable.
En général, la succession d’élimination de variable va cependant entrainer
une explosion combinatoire du nombre de clauses a gérer, ce qui rend
cette approche inutilisable en pratique, sauf cas particuliers. En effet, DP,
revisité dans [60, 163, 178], a fait I’objet de beaucoup de travaux, de par
ses liens avec des classes polynomiales estimées proches d’instances du
monde réel (basée sur la largeur induite [195]), mais aussi, plus récemment,
pour traiter des problemes au dessus de SAT, notamment des problemes de
Compilations de Bases de Connaissances ou QBE. En effet, si’'on met de coté
les clauses produites tout au long du calcul, il est possible, lorsque toutes
les variables ont été éliminées, d’énumérer tous les modéles de la formule
dans un temps proportionnel a leur nombre [60]. On voit que DP répond
de fait a un probleme plus difficile que le simple probleme de satisfaisabilité.
A part pour quelques problémes spécifiques de faible largeur induite [60],
DP60 n’a jamais vraiment pu rivaliser avec la version de 1962, basée sur un
parcours systématique des modeles potentiels de la formule, avec retours
arrieres en cas d’échecs. La largeur induite est une mesure structurelle des
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Algorithme 1 : Procédure DPLL62.

Initialisation : 7 une formule propositionnelle;

Procédure DPLL(F)

si il existe dans F un littéral pur { alors Renvoyer DPLL(F));

si il existe dans F une clause unitaire { alors Renvoyer DPLL(F );
si F contient au moins une clause vide alors Renvoyer faux;

si F est vide alors Renvoyer vrai;

v < une variable de F (Heuristique de choix pour la division)

si DPLL(F,) alors
| Renvoyer vrai

sinon
| Renvoyer DPLL(F-y)

problemes, permettant de borner 1’accroissement de la taille de la formule
lors de I’élimination successive des variables. On en retrouvera toutefois
une version limitée — mais indispensable aux approches modernes —, dans
les prétraitements des formules, section 2.2.3.

DPLL62 : I'anticipation doit limiter les retours arrieres Plutdt que de
réécrire la formule sous FNC apres chaque élimination de variable, et de
tenter de lutter contre 1’explosion combinatoire en mémoire comme dans
DP60, il a été proposé dans DPLL62 [55] de remplacer la disjonction dans
f" (voir ci-dessus) par une alternative de choix, une division de 1’espace de
recherche, en vérifiant d’abord la satisfaisabilité de f|,} puis, si le résultat
est négatif, en vérifiant la satisfaisabilité de f| ;. Cette notation (parfois
notée plus simplement f, quand I’ensemble de littéraux est un singleton)
représente la simplification de la formule f par l'interprétation partielle
indicée. Cette interprétation partielle est notée par I’'ensemble des littéraux
vrais (plutdt que la valeur de chaque variable). L'algorithme DPLL s’écrit
ainsi simplement sous forme de retours arrieres chronologiques, comme
illustré par l’algorithme 1. Une liste non exhaustive de quelques solveurs
DPLL62 marquants est par exemple SATZ [119], KCNFs [66], SATO [203] et
GRASP [177].

On notera que la regle du littéral pur (une variable n’apparaissant que
positivement ou négativement dans la formule) n’est pas toujours incorpo-
rée dans les solveurs, car souvent jugée non rentable, expérimentalement.
Par contre, la détection de clauses unitaires est un des éléments fondamen-
taux de tout solveur SAT (y compris pour les solveurs SAT « modernes »,
dont c’est I'un des éléments clés. Une clause unitaire est une clause de
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fx/_‘y fx'y f“X,Z
ﬂz/ \ ﬂy\t
m
X,Y,z fx,ﬁy,z fx,y,m fﬁx,z,ﬁt fﬁx,z,t

FIGURE 2.1 — Exemple d’arbre illustrant le parcours arborescent d’'une recherche
de modele par un algorithme de type DPLL.

longueur 1. Cependant, il faut bien noter que cette détection se fait par
rapport a l'interprétation partielle courante. Si le solveur a par exemple
choisi successivement pour v les littéraux x puis —y puis z, une clause ini-
tiale -x V t V y V =z deviendrait soudainement unitaire. Sur une machine
récente, et sur un probléme industriel typique, on peut mesurer plus d'un
million de ces détections par seconde).

Méme si I’algorithme est récursif, il faut voir sa trace comme 1’explo-
ration d’un arbre dont les feuilles sont des contradictions ou une affec-
tation totale des variables sans contradiction. La figure 2.1 représente la
recherche effectuée typiquement par un algorithme de type DPLL. On voit
par exemple que le littéral m apparait dans une clause unitaire lorsque f
est simplifiée par l'interprétation partielle x = V,y = V.

L’autre élément primordial est la fonction heuristique de choix, sur
laquelle une grande partie de l’efficacité de ces solveurs repose. De nom-
breuses heuristiques ont été proposées pour tenter de limiter la taille de
I'arbre de recherche. L'heuristique la plus connue, appelée MOMS (pour
Maximum number of Occurences in Minimum Size clauses) fut intro-
duite dans [55, 84]. Cette heuristique privilégie la variable ayant le plus
grand nombre d’occurrences dans les clauses les plus courtes. Dans bien
des cas, cependant, elle risque de ne simplifier qu’une seule des deux
branches de la recherche. Pour équilibrer les deux sous-arbres, 1'heuris-
tique de Jeroslow & Wang [101] estime la variable x a I’aide de la formule
a x m(x) x m(—x) + m(x) + m(—-x) + 1 ott m(x) est une mesure de re-
présentativité de x et « une constante (I’heuristique BOHM [39], souvent
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utilisée, est un raffinement de MOMS avec cette méme idée d’équilibrage
des sous-arbres).

I existe des heuristiques demandant encore plus de calcul. Ainsi,
[119] propose de privilégier la variable permettant un grand nombre de
propagations unitaires, en cascades (recherchant ainsi le nombre maximum
d’avalanches [13]), apres son affectation, dans les deux sous-arbres. Il s’agit
la d’une heuristique a forte anticipation (lookahead). Poussée plus loin, [93]
a proposé une heuristique de double anticipation qui a donné de bons
résultats sur les instances aléatoires.

CDCL : les solveurs « modernes »

En privilégiant le calcul heuristique, les solveurs DPLL, décrits ci-
dessus, doivent constamment (aprés chaque affectation et chaque libéra-
tion de littéral) mettre a jour de nombreux compteurs : a chaque nceud
de l'arbre, on doit en effet étre capable d’estimer la présence de tous les
littéraux dans la formule simplifiée par l'interprétation partielle courante
(des clauses ont été supprimées et des clauses ont été réduites). En cher-
chant a alléger ces mécanismes, il a été proposé une structure de données
permettant une détection paresseuse des clauses unitaires, toujours par rap-
port a I’affectation courante des variables. Cette structure, appelée Watched
Literals dans [135], a révolutionné 'application de SAT aux instances indus-
trielles, en autorisant le traitement de problémes avec plusieurs centaines
de milliers de variables. Cette structure de données doit cependant céder
une contrepartie de premiére importance : il n’existe plus aucun moyen
de connaitre, durant la recherche, le nombre de clauses satisfaites, ou le
nombre de clauses binaires (ou méme unitaires) relativement a ’affectation
courante. Pour pouvoir proposer une heuristique dans ces conditions, les
solveurs ont troqué de la visibilité contre de la mémoire. Fonctionnant a
I'aveugle, I'intégralité du solveur est passée d"un solveur par anticipation
(DPLL62) a un solveur basé sur l'apprentissage, grace a une analyse précise
de son passé, et des conflits rencontrés. Aujourd’hui ces mécanismes sont
particulierement bien cernés [69], et peuvent se résumer a moins de 1000
lignes de code [98] ol toutes les techniques utilisées sont profondément
interdépendantes. Heuristiques, redémarrages ultra-rapides, sauts arrieres
non chronologiques, propagations unitaires, gestion des clauses utiles a la
suite de la recherche et bien entendu structures de données sont entiere-
ment dédiés a 'apprentissage, et offrent souvent I'image d'un algorithme
de plus en plus éloigné de la recherche arborescente binaire classique.

Comme on le voit en lisant la description de l’algorithme 2, le solveur
essaye d’atteindre rapidement un conflit (une clause vide), puis apprend
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Algorithme 2 : Formulation itérative de DPLL : une formulation
CDCL (Conflict-Driven Clause Learning), pleinement tournée vers
I'apprentissage.

7 =@, profondeur =0;

tant que Vrai faire

Effectuer la Propagation Unitaire (PU) sur (X, 7)

si un conflit est apparu alors

si profondeur = 0 alors Renvoyer UNSAT ;

C =la clause conflit déduite

¢ =T'unique littéral de C affecté a la profondeur du conflit

profondeur = max{profondeur(x): x € C/{l}}

7 =7 moins tous les littéraux assignés a une profondeur
supérieure a profondeur

(X,7)=(XU{C}, 1.1

sinon

si Z est total alors Renvoyer SAT;

Choisir un littéral ¢ apparaissant dans X|Z

I=1/

| profondeur = profondeur +1

une clause, appelée clause assertive (ou clause FUIP, décrite plus loin),
permettant de calculer par ailleurs le niveau de retour arriére nécessaire.

Dans cet algorithme, la Propagation Unitaire est primordiale. Elle
consiste a assigner tous les littéraux apparaissant dans des clauses unitaires
a vrai. Cette propagation a souvent lieu en cascade, une décision entrainant
parfois plusieurs centaines de propagations unitaires (ainsi, décider que x
est vrai sur les clauses —-x Vy, =x V -y V z va propagery = V,z = V). Ala
fin de la propagation unitaire, soit la clause vide a été trouvée (un conflit
est apparu) soit on a la certitude que plus aucune clause unitaire demeure
dans la formule simplifiée.

L’'heuristique privilégiera les variables vues dans les analyses de
conflits récentes (en pratique, toutes les variables vues verront leur score in-
crémenté d’une valeur, qui elle-méme croit exponentiellement apres chaque
conflit, en suivant une suite géométrique, généralement de raison 1.05).
L’analyse de conflit et la notion de FUIP (pour First Unique Implication Point)
est primordiale (elle a été montrée optimale dans la taille des sauts arrieres
[14] et dans la qualité des clauses apprises [15]).

Sur 'exemple de la figure 2.2, la base de clause initiale contient les
clauses suivantes, devenues unitaires par rapport a 1’affectation courante
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Coté « raison » X6 V Xg V X117
x1V x4 VxyVx //

/1 —Xg V X12
/ :

X13 V X4 V X135

Coté
« conflictuel »

—X16 V X16

) / )

U / \‘ \ \
- s s I s C A \
(1) (2} (3] Iy gy Soupure \
N & P X/ « FUIP »

FIGURE 2.2 — Exemple de graphe d’implication associé aux différents schémas
d’apprentissage possibles.

(entre parentheses apparait le niveau de décision auquel elles sont détectées
comme étant unitaires) : x1 V xp et =xp V —x3 (niveau 1), —xg V —xp V —x5
et x5V x3 V x¢ (niveau 2), x7 V —xg V —xg et xg V —x4 V X9 (niveau 3), ainsi
que x109 V 7X9 V X11, 7X1 V Xg V 7X12, X12 V X713, X12 V X14, 7X6 V X12 V X15,
x13 V 1X14 V X6, €t 7X14 V X15 V X16 pour le niveau 4. Sur I'exemple donné,
on suppose que les différentes variables de division (ou décision) sont, dans
'ordre, les littéraux —xi, x4, =x7 et enfin —x1o. Le conflit apparait lors de la
propagation unitaire du quatrieme niveau de décision. On représente sur
la figure les différentes coupes permettant d’expliquer le conflit, séparant
le coté « raison » (les décisions) du c6té « conflictuel » (la contradiction).
Plusieurs coupures sont possibles, mais une seule contient un littéral FUIP,
c’est la clause assertive : elle ne contient qu'un seul littéral affecté au dernier
niveau de décision (il existe toujours un FUIP, dans la mesure ot 'on peut
remonter depuis le conflit jusque la derniere variable de décision). On
remarquera que dans la clause assertive —xg V X1, le troisiéme niveau de
décision n’apparait plus. Il suffit donc de faire un retour arriére directement
au niveau 2, o I'on pourra propager le littéral x», grace a la clause asser-
tive nouvellement apprise, devenue unitaire. Le graphe du conflit est un
graphe dirigé sans cycle. L’analyse du conflit revient a remonter, en largeur
d’abord, depuis le conflit jusqu’a ce que la coupure du graphe calculée
ne contienne plus qu'un littéral du dernier niveau de décision. La mise a
jour des valeurs heuristiques est effectuée lors de cette phase d’analyse,
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en augmentant d’une valeur b toutes les variables vues pendant I’analyse
(toutes les variables a droite de la coupure). En pratique, la valeur de b est
multipliée par une constante, pour se focaliser sur les variables vues dans
les derniers conflits (b est en général multiplié par 1.05 a chaque conflit).

De maniere théorique, il est intéressant de noter que le parcours en
largeur du graphe des conflits revient en fait a effectuer des résolutions
entre les clauses responsables de la propagation unitaire des variables
du graphe, depuis la clause conflictuelle jusqu’a I'obtention de la clause
assertive. Cela a permis a [151] de montrer que les CDCL ont la puissance
des systémes de preuve basés sur la résolution générale. Si, de plus, on
ajoute que les solveurs DPLL sont eux basés sur la résolution réguliére, on
a la des outils théoriques montrant que la puissance des CDCL dépasse
celle des DPLL. En effet, il existe dés lors des problemes difficiles pour les
DPLL et faciles pour les CDCL (I'inverse n’est pas vrai).

On ne peut terminer cette courte introduction aux solveurs modernes
sans évoquer quelques-uns de leurs composants essentiels, comme les
restarts rapides [98, 122] (qui ne sont pas au sens propre des redémar-
rages, mais plutot un réordonnancement des dépendances entre variables,
puisque les valeurs heuristiques sont conservées : le solveur demeure dans
le méme espace de recherche), la sauvegarde de phase [150], qui permet de
privilégier la derniere polarité des variables lors du branchement, ainsi que
la gestion agressive de la base de clauses apprises [15]. Enfin, il faut bien
noter, pour conclure sur les solveurs modernes, que beaucoup de choses
restent a comprendre dans leurs mécanismes, et que 1’on peut encore s’at-
tendre a de nouveaux progres importants a ce sujet dans les prochaines
années. De par leur vélocité et malgré ’apparente simplicité des fonctions
heuristiques, les solveurs modernes peuvent s’apparenter a des systémes
complexes, dont le comportement est particulierement difficile a prévoir
et que la communauté cherche, paradoxalement, & mieux comprendre. Ils
offrent ainsi d'incroyables performances sur les instances du monde réel,
mais comment formaliser les propriétés de telles instances ?

Prétraitement des formules

De maniere a combler, en partie, la lacune des solveurs modernes,
incapables par exemple de détecter une variable pure, ou des équivalences
de littéraux, on leur adjoint quasi systématiquement des techniques de
prétraitement. Lors de la compétition SAT 2005, le seul systéme de pré-
traitement SATELITE [68] avait ainsi pu résoudre un grand nombre des
problemes industriels proposés. Ces prétraitements sont généralement des
applications successives de régles d’oubli de variables (algorithme de DP
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limité pour garantir une diminution de la taille de la formule), de résolution
hyper-binaire [18], ainsi que de raisonnement sur les clauses bloquées [100].
Méme s’ils présentent une garantie de rapidité dans le temps maximal passé
dans la simplification, leur intégration dans les solveurs CDCL pose pro-
bleme, dans la mesure ot le moindre calcul quadratique dans le nombre de
variables serait voué irrémédiablement a I'échec, du fait de la taille parfois
gigantesque de certains problémes. L’élimination des symétries a aussi
fait I’'objet de nombreux travaux (voir [170], chapitre 6), mais ce n’est que
tres récemment que les performances dans la détection des symétries ont
permis d’espérer embarquer ces procédures dans les solveurs modernes,
nécessitant de pouvoir manipuler des instances avec des millions de clauses
[104].

Limitations et challenges pour SAT

SAT est un probleme qui demande un usage intensif de la mémaoire,
sujet aux limites des « memory bound functions ». Ces fonctions ne permettent
pas de suivre les progres de la loi de Moore sur la rapidité des processeurs,
et limitent grandement les possibilités de parallélisation efficace, notam-
ment lors de 1'utilisation de plusieurs cceurs. Intuitivement, ces fonctions
ont un temps de calcul dominé par le temps passé a lire et/ou écrire en
mémoire. Ces algorithmes parcourent de grandes portions de mémoire
de maniere imprévisible, empéchant tout mécanisme de cache d’étre réel-
lement efficace, et limitant la décomposition du probleme en plusieurs
endroits distincts de la mémoire. Dans ce cadre, et malgré d’importants
progres (voir [170, 91]), 1a difficulté reste importante et la parallélisation
efficace des CDCL représente certainement 1'un des plus importants défis
pour la communauté SAT toute entiere méme si de nombreux travaux
cherchent a améliorer significativement les performances des SAT solveurs
lorsque des milliers de CPUs sont a disposition. Beaucoup reste encore a
faire.
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2.3 Satisfiabilité Modulo Théories (SMT)

Dans cette partie, nous présentons une extension du probléeme SAT ot
les variables booléennes sont remplacées par des contraintes élémentaires
(égalités, différences, etc.) entre des termes d"une (union de) théorie(s) du
premier ordre (comme l'arithmétique, la théorie de 1’égalité, la théorie des
tableaux, etc.). Ce probléme étendu est appelé SMT (Satisfiabilité Modulo
Théories). Pour traiter de telles formules logiques, nous allons devoir mo-
difier I'algorithme CDCL présenté dans la partie précédente afin de le faire
coopérer avec des petits moteurs de preuve qui savent prendre en charge
ces contraintes.

Dans la suite, nous supposons que le lecteur connait les notions élé-
mentaires de la logique du premier ordre : syntaxe (signature, termes,
formules), modéles (domaines, interprétations), validité logique, théories.
Nous rappelons briévement ces notions dans la section suivante.

2.3.1 Logique du premier ordre : définitions et notations

Nous rappelons ici les définitions et notions élémentaires de la logique
du premier ordre.

Signatures et termes. Une signature 2 est un ensemble fini de symboles
de fonctions et de prédicats. Chaque symbole a une arité qui représente le
nombre d’arguments auxquels il doit étre appliqué. Les constantes sont des
symboles de fonction d’arité 0. Toute signature X est supposée contenir le
symbole = de prédicat d’égalité. Traditionnellement, on utilise des lettres
en minuscules f, g, h, etc. pour désigner des symboles de fonction, et des
lettres en majuscules P, Q, R, ... pour les symboles de prédicats.

Soit ¥V un ensemble de variables, distinctes des symboles de . On
note T(X, V) I'ensemble des termes associés a ¥, i.e. le plus petit ensemble
contenant V et tel que f(t,...,t,) € T(X,V)sity, ..., tn € T(E,V) et
f € X. L'ensemble T(X, QD) est celui des termes sans variable (en anglais,
ground terms).

Formules. Une formule atomique est de la forme P(t1,...,t,), 0l ty, ..., ty
sont des termes de T(X, V) et P est un symbole de prédicat de X. Les lit-
téraux sont des formules atomiques (ou leur négation). Les formules sont
construites inductivement a partir des formules atomiques et de connec-
teurs booléens (A, V, -, =, etc.) ainsi que des quantificateurs V et 3. Une
formule sans variable (en anglais ground formula) ne contient que des termes
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sans variable. Une variable est libre dans une formule si elle n’est liée par
aucun quantificateur. Une formule close (en anglais sentence) est une formule
sans variable libre.

Modeéles. Un modele M pour une signature X et un ensemble de variables
V est défini par : (1) un domaine D 4, (2) une interprétation f/‘/l pour
chaque symbole de fonction f € %, (3) un sous-ensemble PM de D', pour
chaque prédicat P € X d’arité n, et enfin (4) un dictionnaire, traditionnel-
lement nommé M comme le modéle, qui associe a chaque variable x € V
une valeur M (x) du domaine D . La cardinalité d"'un modele M est la
cardinalité de D 4.

Sémantique. Etant donnés une signature X, un ensemble de variables V
et un modele M pour X et V, on définit la sémantique des termes par les
deux équations suivantes :

Mx] = M(x)
Mf(t, ..., tn)] = fMMIH],..., M[t])
Etant donnée une formule ¢ dont les termes sont dans T(X, V), on

définit la valeur de vérité de ¢ par rapport a M a l'aide d'une relation
binaire = définie de la maniére suivante :

MEH=Hh = Mlt] = M[ts]

MEP(t,...,t)) = (M[H],..., M[ty]) € PM

M = -D = MED

M’:qﬁ/\q)z = M‘:(Dlet./\/l’:CDQ

M}:q)l\/q)z = M|:(I>1OUM‘:CI)2

M = Vx.®@ = M{x— v} = ® pourtoutv € Dy
M= Ix® = M{x+— v} = ® pour un certain v € Dy

On dira qu'une formule ® est satisfiable sil existe un modele M tel
que M = @, sinon P est insatisfiable. Deux formules ®; et P, sont equi-
satisfiables si ®1 est satisfiable quand ®; est satisfiable, et réciproquement.
Une formule ® est valide si —~® est insatisfiable.

Théories. Une théorie du premier ordre T sur une signature X est un en-
semble de formules closes. Une théorie est cohérente (en anglais consistent)
si elle a (au moins) un modeéle.
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2.3.2 De petits moteurs de preuve

La technique SMT repose sur des petits moteurs de preuve qu’on appelle
procédures de décision. Ces briques logicielles sont des (semi-)algorithmes
pour décider la satisfiabilité de formules pour des théories élémentaires
comme l'égalité entre termes non-interprétés, I’arithmétique linéaire sur
les entiers ou les rationnels, I’arithmétique de Presburger, des structures de
données (listes, tableaux, vecteurs de bits), etc.

Voici des exemples de formules pour trois théories : (1) la théorie de
I'égalité avec un symbole non-interprété f, (2) la théorie de I’arithmétique
linéaire (sur les rationnels) et (3) la théorie des tableaux.

(1) fUU) =xAfFf(f(f(x))) =xNflx) #x
(2) x+y=19Ax—y=7Ax#13
(3) afi<—x]=bAa=bAbli]=yAbli<x|[jl=yAi=]

En pratique, les formules intéressantes a prouver sont souvent formées
d’un mélange de symboles appartenant a plusieurs théories. Les exemples
suivants mélangent (1) la théorie des tableaux avec celle de I’arithmétique
linéaire sur les entiers et (2) les mémes théories plus celle de 'égalité avec
un symbole non interprété f.

(1) ofi < ofj]][i] # oli] Ai+] <2j Aj+4i <5i

(2) x+2=yAflalx3lly—2) # fly—x+1)

Comme on le voit dans ces exemples, ces procédures de décision sont
utilisées pour décider la satisfiabilité de conjonctions de contraintes (ou
prédicats) élémentaires (égalités, inéquations, relations d’ordre, etc.). Nous
allons voir dans les deux sous-sections suivantes des procédures de décision
pour deux théories : la théorie de 1’égalité avec symboles non interprétés
et la théorie des inéquations. Nous verrons ensuite des algorithmes pour
combiner ces petits moteurs de preuve afin de décider des conjonctions de
contraintes mélangeant plusieurs théories.

Incrémentalité, backtrackabilité, explications et implications. Comme
nous le verrons dans la section 2.3.3, les procédures de décision utili-
sées par un démonstrateur SMT doivent posséder quatre propriétés : (1)
Uincrémentalité, (2) la backtrackabilité, (3) la production d’explications et (4) la
détection de contraintes impliquées. Les deux premieres ne sont pas indis-
pensables, mais elles améliorent ’efficacité du démonstrateur.
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1. Incrémentalité. La procédure de décision doit pouvoir étre appelée
successivement sur une suite d’ensembles de contraintes Cp C
C1 C ... C (i de telle sorte que le traitement d"un ensemble C;
ne nécessite pas de tout refaire depuis le début, mais réutilise le
traitement effectué pour C;_;.

2. Backtrackabilité. Les structures de données utilisées par la procé-
dure de décision doivent permettre de revenir efficacement a un
état antérieur de l'algorithme sans avoir a tout ré-initialiser.

3. Explications. Quand 'ensemble C de contraintes est insatisfiable,
la procédure de décision doit produire un sous-ensemble I/ de
C incohérent. Cet ensemble U/, appelé en anglais unsat core, re-
présente la raison pour laquelle C est insatisfiable. ¢/ doit étre
le plus petit possible, c’est-a-dire qu’il doit contenir le moins
possible de contraintes redondantes ou inutiles. Par exemple, si
C={x<yy<zz<10,x < z,x > 15,a > b}, 'ensemble U
devrait seulement étre égal a {z < 10,x < z,x > 15}.

4. Contraintes impliquées. Les procédures de décision doivent enfin
permettre de détecter de nouveaux faits (ou contraintes) impliqués
par un ensemble de contraintes C. En particulier, comme nous le
verrons en section 2.3.3, les procédures devront pouvoir détecter
des égalités entre variables.

Théorie de 1’égalité avec symboles non interprétés

Cette théorie, appelée également théorie libre de I’égalité, donne un
sens au prédicat d’égalité = en présence de symboles de fonctions d’arité
quelconque. Le sens de chaque symbole de fonction n’est pas défini. Dit
autrement, il s’agit 1a de la théorie syntaxique de 1’égalité.

Les termes de cette théorie appartiennent & deux catégories syn-
taxiques :

(1) les variables x,y, z, etc.

(2) les applications de fonctions f(x), g(x,y), etc.

Les contraintes élémentaires sont soit des égalités ou des différences
entre les termes comme par exemple x = f(y,z), g(x) # h(y) oux = y.

La théorie est définie a partir de trois axiomes et d'un schéma
d’axiomes.
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(Réflexivité) Vx.x =x

(Symétrie) Vxy.x=y=y=x
(Transitivité) Vxyz.x=yAy=z=x=2z
(Congruence) Pour tout symbole de fonction f d’arité n

VX1, X, Y1, Yne

X1 =1 A AXy =Y = f(x1,..., %) = f(Y1, -+, Yn)

Les trois premiers axiomes expriment que le prédicat d’égalité est
une relation d’équivalence (relation réflexive, symétrique et transitive). Le
schéma d’axiomes ajoute le fait que c’est une congruence, c’est-a-dire que
pour tout symbole de fonction f, I'égalité se propage aux applications de f
pour des arguments deux a deux égaux.

Procédure de décision. La procédure de décision pour cette théorie est
appelée fermeture par congruence.

Etant donnée une conjonction de contraintes élémentaires C de la
forme A;t; X u;, ol X est une contrainte d’égalité = ou de différence
#, I'algorithme consiste tout d’abord a séparer I'ensemble C en deux en-
sembles £ et D, contenant respectivement les contraintes d’égalités et de
différences.

& D
—_— ——

/\ti:ui N /\t];«éu]
i

1

Ensuite, un graphe dirigé acyclique (DAG) est construit pour repré-
senter tous les termes (et sous-termes) apparaissant dans I’'ensemble £ U D.
La boucle principale de la fermeture par congruence est donnée par 1'algo-
rithme 3. Elle consiste a maintenir une structure union-find pour manipuler
des classes d’équivalence entre les nceuds du graphe : deux nceuds 7 et
m étant dans la méme classe quand les termes t; et u; qu’ils représentent
respectivement sont égaux soit (1) parce que t; = uy € &, soit (2) parce que
I'égalité t; = u; est une conséquence de £ et des axiomes de la théorie de
'égalité.

On rappelle qu'une structure union-find permet de maintenir une par-
tition d’un ensemble fini a 1’aide de deux fonctions :
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e find(t) : renvoie le représentant d'un élément t
e union(ty,t;) : fusionne les classes d’équivalences de ¢ et t,

Algorithme 3 : Fermeture par congruence.

1 for every nodes n,m € G labeled with the same symbol do

2 | iffind(n) # find(m) and

3 find (n;) = find (m;) for every children of n and m then
4 L merge the classes of n and m by union (1,m)

La figure 2.3 illustre le fonctionnement de cet algorithme pour décider
la satisfiabilité de la conjonction g(x,y) = x A g(g(x,y),y) # x. Le DAG
construit initialement avec tous les termes et sous-termes du probleme est
donné en (1).

La structure union-find est ensuite initialisée (schéma (2)) avec les
neceuds du graphe en mettant dans la méme classe les nceuds représentant
des termes égaux selon . Les classes d’équivalences sont matérialisées par
des traits en pointillés. Ainsi, le nceud central étiqueté par g (représentant
le terme g(x,y)) est relié au nceud x car g(x,y) = x € £.

L’algorithme cherche alors a appliquer I’axiome de congruence. Pour
cela, il recherche deux nceuds 7 et m non encore égaux (donc non reliés par
des traits en pointillés) et étiquetés par le méme symbole de fonction dont
les fils sont égaux deux a deux. Les deux nceuds étiquetés par le symbole
g (encadrés en rouge dans le schéma (3)) remplissent ces criteres et leurs
classes d’équivalences sont fusionnées. Cette union de deux classes im-
plique, par transitivité, que les nceuds représentant les termes g(g(x, ), x)
et x sont maintenant dans la méme classe (schéma (4)).

Une fois la boucle principale terminée, ’algorithme se termine en s’as-
surant que toutes les différences t; # t; € D sont effectivement vraies dans
le graphe, i.e. que les nceuds représentant respectivement les termes f; et t;
ne sont pas reliés par un trait en pointillé. Dans notre exemple, la différence
<(g(x,y),x) # x n’est pas satisfaite puisque les nceuds représentant ces
deux termes sont dans la méme classe d’équivalence. On en déduit donc
que cette formule n’est pas satisfiable.

Exercice 1 En utilisant la procédure de décision de fermeture par
congruence, déterminer la satisfiabilité de la formule suivante: f(f(f(x))) =

XA FUFSSSE))) =2 A fx) # x
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(1) DAG initial (2) g(x,y) =x
Ay ; // \\

R P
ORNC) ORE)
glvy)=xhy=y - 3@y y) =3l y) Nglry) =x

SN g(g(xy)y) =g(xy) = g(g(x,y)y) =x

FIGURE 2.3 — Exemple de fermeture par congruence.

Incrémentalité, backtrackabilité, explications et implications. Une pro-
cédure incrémentale avec génération d’explications est présentée dans l'ar-
ticle de Nieuwenhuis et Oliveras Proof-producing Congruence Closure [139].

Théorie des inéquations

Cette théorie, appelée en anglais Difference Logic, est un fragment de
I'arithmétique linéaire (sur les entiers ou les rationnels) ou1 les contraintes
élémentaires sont restreintes a la forme x — y < ¢, avec x et y deux variables
et ¢ une constante numérique. Bien que restrictive, d’autres contraintes
peuvent étre encodées dans ce fragment. Une solution a un ensemble de
telles contraintes est représentée par un dictionnaire ¢ qui a chaque variable
x associe un entier ou un rationnel o(x).

(1) Encodage des contraintes strictes :
o surZ,x —y < cestremplacéeparx —y <c—1
e sur Q, x —y < cest remplacée par x —y < ¢ — 6, ol 6 est une
constante suffisamment petite (en pratique, § est simplement
une constante symbolique)
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(2) Encodage des contraintes de la forme x < c:
Pour cela, on remarque que pour toute solution ¢ d’un ensemble de
contraintes, on peut construire une nouvelle solution ¢’ en décalant
o(x) par une méme constante k, pour tout x.
Ainsi, x < c est encodée par X — Yzero < €, OU Yzero €5t une nouvelle
variable, et pour toute solution ¢, on construit une solution ¢’ telle
que 0’ (Yzero) = 0, i.e. on décale de k = —0 (Yzero )

Procédure de décision. FEtant donné un ensemble de variables
{x1,..., x4} et une conjonction C de contraintes élémentaires de la forme
Nixi —yi < ¢, la procédure de décision pour cette théorie consiste a
construire un graphe pondéré G(V, E) tel que :
o V ={s,x1,...,%,}, chaque noeud correspond a une variable du
probléme plus une nouvelle variable s
o E= {yiimci]xi—yiéciGC}U{sL)xi|1<i<n},chaque
aréte correspond a une contrainte du probléme plus une aréte de
poids nul entre s et chaque variable du probleme.

L'exemple de la figure 2.4 illustre la construction du graphe G(V, E)
pour I'ensemble C de contraintes donné a gauche.

x1—x <0
x1—x5 < —1
xXp—x5 <1
x3—x1 <5
x4 —x1 <4
x4 —x3 < —1
X5—X3<—3
X5 — X4 < —3

(1) Ensemble C d’inéquations (2) Graphe G(V, E)

FIGURE 2.4 — Initialisation du graphe des inéquations.

Dans la suite, on appelle chemin entre deux nceuds a et b, une séquence

d’arétes de la forme a — U1 e | Un_1 s petle poids de ce
chemin est la somme ¢ + - - - + ¢,,. Parmi tous les chemins entre a et b, on
distingue le plus court chemin, i.e. le chemin ayant le poids le plus petit.

La procédure de décision pour cette théorie repose sur le théoréme
suivant.
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Théoréme 1. Etant donnée une conjonction d'inéquations C de la forme
Nxi—yi <c
i

et G(V, E) le graphe correspondant :

. , e . c c
1. Si G a un cycle négatif, i.e. un chemin de la forme v; —» vy —

. Uy N vy tel quecy +co+ -+ +cy_1+cn <0, alors C est
insatisfiable.

2. Sinon, une solution est x1 = 6(s,x1), ..., Xn = 6(s,xy), 0it 5(s, x;) est
le chemin le plus court entre s et x;.

, . c c Cp— c N
Preuve. (1) Tout cycle négatif v; vy 2y, correspond a
un ensemble de contraintes :

U — U1 <
U3 — Uy <02

Z71_011<Cn

Si on additionne ces inéquations, on obtient que 0 < ¢; + ¢ + -+ -+ ¢, ce
qui contredit I’hypothese du cycle négatif c; + ¢, +--- 4+ ¢, < 0.
(2) Si G(V, E) n’a pas de cycle négatif alors pour toute aréte y; — x; on
a d(s,x;) < 4(s,y;) + ¢, ou de maniere équivalente (s, x;) — (s, y;) < c.
Ainsi, en posant x; = (s, x;) et y; = (s, y;) on satisfait la contrainte
Xi—Yi S C.

O

La détection de cycles négatifs peut étre réalisée a l'aide d’un al-
gorithme de plus court chemin. Un algorithme bien connu est celui de
Bellman-Ford (voir 'algorithme 4) qui calcule les plus courts chemins a
partir d'un sommet source dans un graphe orienté pondéré.

Cet algorithme maintient une borne supérieure d[x], pour chaque nceud
x, qui représente le poids du plus petit chemin de s a x. Le coeur de 'algo-
rithme consiste & mettre a jour d|[x] en utilisant une technique de relaxation
qui, pour chaque aréte y — x, teste si on peut améliorer le plus court
chemin d[x] vers x trouvé jusque-la en passant par y. Les chemins sont eux
stockés dans un tableau 7t tel que 7t[x| contient le prédécesseur de x. La
figure 2.5 donne le résultat de cet algorithme sur 1’exemple précédent.

Preuve de correction. Supposons que G(V, E) contienne un cycle négatif
v —% 0; % ... 2y avec vp = o Supposons que l'algorithme de
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Algorithme 4 : Algorithme de Bellman-Ford.

1 foreach x; € V do

L d[xl-] = 0o,

d[s] < 0;

fori=1to |V|—1do

for each y; — x; € E do
if d[x;] > d[yi] + c then
L d[x;] < dlyi| + ¢

N

® g3 S U B W

milxi] < yi
9 for each y; — x; € E do
10 | ifd[x;] > d[y;] + c then
11 L return Negative Cycle Detected (use 7t to reconstruct the cycle)

Bellman-Ford ne trouve pas ce cycle. Ainsi, d[v;] < d[v;_1] + ¢;—1 pour tout
i=1,2,...,k Par sommation de ces inéquations, on obtient Y, d[v;] <
Z?:l d[Ul;ﬂ + Z?:l Ci—1, c’est-a-dire Zf-czl d[vi] — Z?:l d[?]ifl] < Z?:l Ci—1.
Mais, puisque vy = vy, ona YX_, d[v;] = Y5, d[v;_1]. Donc, 0 < ¥X_, ¢i_,
ce qui est impossible puisque ce cycle est supposé étre négatif.

O

x1 = -5
XQ:—?)
X3:0
x4 = —1
x5 = —4

FIGURE 2.5 — Plus courts chemins et solution de ’ensemble de contraintes de la
figure 2.4.

Exercice 2 En utilisant I'algorithme de Bellman-Ford, déterminer la satis-
fiabilitt dex < 1,x —y <2,y —z <3,z —x < —6.
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Incrémentalité, backtrackabilité, explications et implications. Ces pro-
priétés pour cette procédure de décision sont discutées et étudiées dans
l'article de Nieuwenhuis et Oliveras DPLL(T) with Exhaustive Theory Propa-
gation and Its Application to Difference Logic [138].

2.3.3 Interfacer SAT et procédures de décision

Dans cette section, on s’intéresse au probleme SMT en se restreignant a
des formules d"une unique théorie T disposant d"une procédure de décision
Tsolve. Nous verrons dans la section suivante comment traiter le probléme
plus général avec plusieurs théories.

Combinaison hors ligne

Ftant donnée une formule ¢, la technique la plus simple pour résoudre
le probléme SMT est de convertir ¢ en une forme normale disjonctive (DNF)
Vier Ci puis d’appeler Tsolve(C;) sur chaque conjonction de contraintes C;,
jusqu’a ce qu'une de ces contraintes soit T-satisfiable.

Plutdt que de faire cette conversion en DNF, nous allons utiliser un
solveur SAT pour traiter efficacement la structure booléenne de ¢. L'algo-
rithme 5 implémente un solveur SMT dit hors ligne (offline en anglais).

Algorithme 5 : Algorithme SMT hors ligne.

1 function Smt0ffline(¢) begin
2 | f < T2B(¢);

3 while True do

4 (res, M) <— CDCL(f);

5 if res = UNSAT then

6 ‘ return UNSAT

7 else

8 (res,uc) < Tsolve(B2T(M));
9 if res = SAT then

10 ‘ return SAT

11 else

12 | f <+ fA-T2B(uc)

L’algorithme commence par calculer une abstraction booléenne de ¢
(supposée étre en forme normale conjonctive — CNF) a l’aide de la fonction
T2B. Cette transformation consiste simplement a remplacer chaque littéral
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de ¢ par une variable booléenne fraiche (une implémentation efficace de
T2B cherchera a réaliser un partage maximal de ces variables). La formule
f ainsi obtenue est alors passée a un solveur SAT CDCL. L'appel & CDCL(f)
renvoie un couple (res, M) ot res indique si f est satisfiable et, si c’est le cas,
M contient un modele booléen pour cette formule. Ce modele est ensuite
passé a la procédure de décision Tsolve afin de s’assurer qu’il est cohérent
modulo la théorie T. Pour cela, il faut d’abord retrouver les littéraux de
départ a 1’aide d’une fonction B2T. L’appel & Tsolve(B2T(M)) renvoie un
couple (res, uc) our res indique si le modele est satisfiable modulo T. Si
res = SAT alors la formule ¢ est donc satisfiable modulo T. Dans le cas
contraire, il faut « bloquer » ce modéle booléen pour que le SAT solveur
cherche un autre modele. Pour cela, on utilise ’explication (unsat core) uc
renvoyée par la procédure de décision afin de recommencer la recherche
de modele sur la formule f A =T2B(uc).

L’exemple de la figure 2.6 illustre le fonctionnement du solveur SMT
hors ligne sur la formule suivante :

~(a =)

(x=aVx=0b)

(y=aVvVy="0)
(z=aVvz=D0)
~(x=y)

Le principal avantage d"un solveur SMT hors ligne est qu’il permet
de réutiliser un solveur SAT «sur 1’étagere », sans rien a avoir a modifier.
Le solveur SAT communique avec le solveur SMT uniquement a travers
les variables booléennes manipulées par les fonctions T2B et B2T. Cette
technique permet donc de profiter des avancées les plus récentes sur les
solveurs SAT. Malheureusement, cette modularité peut aussi s’avérer étre
un désavantage. En effet, le solveur SAT n’étant pas guidé par la théorie
pour rechercher un modele, il fait des choix de variables ou des déductions
logiques (BCP!) «a l'aveugle », pouvant 'amener a explorer des parties de
’espace de recherche inutiles ot1 il se perd completement.

CDCL(T)

Pour remédier aux problémes des solveurs SMT hors ligne, on va inté-
grer directement le raisonnement modulo théorie dans I’algorithme CDCL *.
Cette procédure SMT, appelée CDCL(T), est donnée dans 'algorithme 6.

1. Voir partie sur SAT.



2.3. Satistiabilité Modulo Théories (SMT) 73

—|(a = b) _\P1 —P; —P
(x=aVvx=0Db) (P, V Ps) 18
T2B cDCL -P;, P, B2T
(y=avy=>b) — (VD) — PP —
(z=aVz=0) (Ps \V P7) —|P5,P4
~(x=y) Py 7P
~(a=b),~(x=y) .
~(x=b)x=a Tolve UNSAT TR )y — g, 128
~(y=b)y=a
—(z=b),z=a ~(r=y)
-P;
p (P> V P3) =Py, —Pg
P2 add_ﬁ;tc (P4 V P5) % ﬁP3, P, ﬂ
ﬁ;; (Ps V Py) Py, Ps
s -l —P7,Ps
(PsV —P, V —Py)
~(a=b),~(x =)
—(x=0b),x=a Tsolye g
~(y=a)y=>
z=b),z=a

FIGURE 2.6 — Fonctionnement du SMT hors ligne.

L’extension de 'algorithme CDCL au raisonnement modulo théorie
nécessite peu de modifications. Tout d’abord, sans que cela soit explicite
dans l'algorithme, on suppose que toutes les structures de données du
solveur SAT sont adaptées pour manipuler directement des littéraux avec
des symboles de fonctions et de prédicats.

Le premier mécanisme a étendre est celui de la déduction booléenne
(BCP). Celle-ci est réalisée par une fonction theory_and_boolean_propaga-
tion(¢,u) (ligne 5). Cette fonction réalise d’abord la phase de déduction
BCP, puis, si aucun conflit n’est détecté, elle appelle la procédure de décision
de la théorie T pour vérifier la cohérence du modele y modulo T. Cette
phase de déduction peut également étre complétée par la propagation de
littéraux déduits par la procédure de décision de la théorie. Ces littéraux
pourront a leur tour permettre de déduire de nouvelles clauses unitaires
pour continuer la boucle de déduction.

Le deuxiéme mécanisme a modifier est celui de 1’analyse de conflits.
La fonction theory_and_boolean_conflict_analysis (ligne 13) utilise les
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Algorithme 6 : Algorithme CDCL(T).

function cdclT(¢) begin

1

2 | p )

3 dl + 0;

4 while True do

5 res <— theory_and_boolean_propagation(¢,u);
6 if res = SAT then

7 if all_variables_are_assigned(¢,j) then

8 L return SAT

9 I < pick_a_branching_literal(¢,u);

10 dl < dl+1;

11 push(y,l@dl)
12 else

13 (Ivl, cls) =

theory_and_boolean_conflict_analysis(¢,u);

14 if [vl < 0 then

15 L return UNSAT
16 backtrack(¢, u, [vl);
17 learn(cls);
18 dl + lvl

explications renvoyées par la procédure de décision pour trouver le niveau
et la clause conflit modulo la théorie.

Comme la procédure de décision est maintenant partie prenante des
choix et rebroussements du solveur SAT, il est fondamental qu’elle pos-
sede les propriétés d’'incrémentalité et de backtrackabilité décrites dans la
section 2.3.2.

L'exemple décrit dans la figure 2.7 illustre le fonctionnement de 1’al-
gorithme CDCL(T) sur un probleme SMT. Le tableau a double colonnes
décrit les différentes étapes de 1’algorithme. Les quatre premieres lignes
indiquent des choix de littéraux de branchement (correspondant aux lignes
9 - 11 dans CDCL(T)). La ligne suivante correspond a une propagation
modulo théorie ot le littéral (x1 — xp) > 3 est détecté par la procédure de
décision. Cette déduction permet de déclencher de nouvelles propagations
booléennes (BCP). Cela améne a trouver un conflit entre les trois littéraux
(x1 —x3 > 6), (x3 =x5+4) et (x1 — x5 < 1), ce qui conduit a calculer la
clause conflit x; —x3 < 6V (x3 # x5 +4) V (xp — x3 > 2). Cet enchaine-
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(Xz—X3<2)\/A1
—|A2\/(X1—X5§1)
(Xl—X2<3)\/A2
(X3—|-X4<5)\/(X1—X3>6)\/—|A1
(Xl—XQ<3)\/A1
(XQ—X4<6)\/(X5:5—3X4)\/—|A1
(X3ZX5—|—4)\/A1\/A2

@1 (xl — X3 > 6)
@2 (X3 = X5+ 4)
@3 (xp — x4 < 6)
@4 (XZ — X3 < 2)
T-propagate | (x;1 —x3 > 6) A (x2 —x3 < 2) = (x1 —xp > 3)
BCP Aq
BCP Ar
BCP (Xl — X5 < 1)
T-conflict | (x3—x3>6)A(x3=x5+4) A (x1 —x5 < 1)
backtrack X1 —x3 <6V (x3#x5+4)V(xg—x3>2)
keep@1 (x1 —x3 > 6)
keep@2 (x3 = x5+4)
BCP (x2 — x3 > 2)

FIGURE 2.7 — Fonctionnement de CDCL(T).

ment illustre I'intérét de combiner les raisonnements booléen et théorie
au sein de l'algorithme CDCL. L'algorithme poursuit alors en rebroussant
au niveau de décision @2 et en ajoutant par BCP le littéral x, — x3 > 2
(voir dans la partie SAT le mécanisme de calcul d"une clause conflit en
appliquant le principe de résolution).

2.3.4 Combinaison de procédures de décision

Dans la section précédente, nous avons décrit I’algorithme CDCL(T)
qui combine un solveur SAT avec une unique procédure de décision pour
une théorie T. En pratique, les formules a vérifier impliquent souvent
plusieurs théories. Dans cette section, on s’intéresse aux techniques pour
combiner plusieurs procédures de décision.
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L’algorithme de Nelson-Oppen

Un des principaux problemes sous-jacents a I'implémentation d"un
solveur SMT est le probleme de la construction d"une procédure de déci-
sion pour 'union de théories. Ce probléme peut étre défini de la maniere
suivante :

Si 77 et 75 sont deux théories cohérentes? :

1. Est-ce que l'union 7; U 7, est cohérente ?
2. Peut-on construire une procédure de décision 771 U 7; a partir
de procédures de décision pour 77 et 75?

Bien qu’il n’y ait pas de réponse dans le cas général, des résultats
ont été donnés pour certaines classes de théories. Par exemple, quand 7;
et 7, nont pas de symboles communs (i.e. quand leurs signatures sont
disjointes), le théoréme suivant de Tinelli et Harandi [191] (corollaire 3.3
page 9) apporte une réponse a cette question.

Théoreme 2. Soient deux théories cohérentes et disjointes Ty et Tp, si Ty et T
admettent toutes les deux un modele de cardinalité infinie 2 alors 'union T; U T,
est cohérente.

Preuve. Par le théoreme ascendant de Lowenhein-Skolem [94, 174] (qui dit
pour résumer que si une théorie possede un modeéle infini, elle posséde
un modele de n'importe quelle cardinalité infinie), on peut choisir pour 7;
et 7, respectivement, deux modeles A; et A, de méme cardinalité infinie.
Supposons par 'absurde que 1'union 77 U 75 ne soit pas cohérente. Par le
théoréme de cohérence jointe, il doit exister une formule ® dans l'intersection
de ces deux théories telle que 71 = ® et 7, = —®. Puisque 77 et 7, sont
disjointes, @ ne peut contenir que des égalités x = y ou différences x # y
entre variables. Un résultat bien connu en théorie des modeles est que
deux modeles de la théorie vide (théorie sans symbole de fonction ou de
prédicat autre que =) de méme cardinalité sont isomorphes. Par conséquent,
les réduits des modeles A; et A; a la théorie vide sont isomorphes et ils
sont donc soit tous les deux des modeles de ®, ou aucun des deux ne I'est.
Ceci contredit notre hypothese. 0

Une fois que I’on sait que 1'union de théories est cohérente pour une
certaine classe de théories, il reste a trouver un moyen de combiner les

2. Voir définition en section 2.3.1



2.3. Satistiabilité Modulo Théories (SMT) 77

procédures de décision pour ces théories. Cependant, cela n’est pas possible
en général puisqu’il existe des théories indécidables qui sont 1'union de
théories décidables (voir [28]).

Méme dans le cas simple de théories disjointes ci-dessus, la combinai-
son n’est pas une question triviale. Voyons cela sur un exemple.

Prenons deux théories 7 et 7, ou 77 est la théorie de 1’arithmétique
linéaire et 7, la théorie de 'égalité avec symboles non interprétés. Soit P la
formule suivante :

(®) f(x)—x=0Af(2x = f(x)) # x.

Une premiere idée pour décider la satisfiabilité de cette formule
consiste a appliquer 1’algorithme suivant :

1. décomposer ® en deux formules logiques pures® ®; et ®,,

2. conclure que & est satisfiable si et seulement si ®; et P, sont
prouvées satisfiables en utilisant les procédures de décision de 7;
et 7, respectivement.

La premiere étape de l’algorithme, dite de « purification », consiste a
appliquer récursivement la méthode suivante : si a est un sous-terme de ®
qui contient uniquement des symboles d"une théorie, alors remplacer a par
une variable fraiche z et ajouter I'équation z = a a ®;. Apres ce mécanisme
d’abstraction par variables, ® est composée de deux formules pures P, et
CI)2 .

(@1) z1=f(x)Az2 = f(x) A f(z3) #x
() z1—x=0A2x—2p =2z3.

11 est facile de voir que ®; et P, sont satisfiables dans 7; et 7, respective-
ment. Cependant, la conjonction ®; A P, ne l'est pas. En effet, de z; = f(x)
et zp = f(x), on déduit que z; = z. Maintenant, z; — x = 0 implique
z1 = x, et a partir de 2x — zp = z3 on déduit la classe d’équivalence
z1 = zp = z3 = x. Au final, par congruence, on déduit que f(x) # z, ce qui
contredit f(x) = zy. Par conséquent, cette méthode naive de combinaison
ne définit pas une procédure de décision.

Cet exemple illustre une propriété importante de la combinaison de
procédures de décision : la non-satisfiabilité d"une telle conjonction ®; A ®,
est localisée dans une formule close, appelée interpolant, qui ne contient
que des symboles communs aux deux théories. Dans 1’exemple précédent,
les signatures des deux théories étant disjointes, cet interpolant ne peut

3. Une formule est pure si elle ne contient que des symboles d'une seule signature
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étre constitué que d’égalités (ou différences) entre variables. Un interpolant
pour la conjonction ®; A P, ci-dessus est par exemple x = z; A x = z3.

Ce résultat découle du théoreme de Robinson et Craig [174, 94].

Théoréeme 3 (Cohérence jointe). Etant données deux théories cohérentes T et
T, V'union T1 U T est incohérente si et seulement s’il existe une formule close @
ne contenant que des symboles communs a Ty et T, telle que Ty |= ® et T = .

La plupart des algorithmes pour combiner des procédures de décision
implémentent des techniques efficaces pour calculer de tels interpolants.
C’est le cas en particulier de I'algorithme inventé par G. Nelson et D.
Oppen [137].

Cet algorithme s’applique a des théories (de signatures) disjointes, c’est-
a-dire ne partageant aucun symbole (de fonction ou de prédicat) autre que
celui d’égalité. Les théories doivent également avoir la propriété d’étre
stables a l'infini (stably infinite en anglais), c’est-a-dire que toute formule
satisfiable dans ces théories doit I’étre au moins pour un modele de car-
dinalité infinie. De nombreuses théories ont cette propriété. Par exemple,
l'arithmétique linéaire ou non-linéaire, la théorie de 1'égalité avec symboles
non interprétés ou la théorie des tableaux. Par contre, certaines théories
comme la théorie des vecteurs de bits ou celle des types énumérés ne 1’ont

pas.

Le cadre théorique sur lequel s’applique la méthode de Nelson-Oppen
étant fixé, l'algorithme 7 décrit son fonctionnement pour des théories
convexes. Une théorie est convexe si pour toute formule ¢, lorsque ¢ im-
plique une disjonction d’égalités entre variables, alors ¢ implique nécessai-
rement une de ces égalités. Plus formellement,

SiTEVX.(p=x1=1y1V...Vx, =y,) alors
ilexistel <i<ntelque T = VX.(¢p = xi =y;).

Les théories de l’arithmétique linéaire sur les réels et 1’égalité avec
symboles non interprétés ont cette propriété. Par contre, I'arithmétique
linéaire sur les entiers ne la possede pas. Par exemple, dans cette théorie,
pour toute variable x, il est viaique 1 < x < 2 = x = 1V x = 2, mais
aucune des deux égalités n’est impliquée.

La propriété de convexité pour une théorie T permet de définir une
interface pour sa procédure de décision Tsolve : pour toute conjonction de
contraintes ¢, Tsolve(¢) renvoie un couple (res, eq) ou res indique si ¢ est
satisfiable modulo T et, si c’est le cas, eq contient 'ensemble des égalités
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Algorithme 7 : Algorithme de Nelson-Oppen pour deux théories
convexes.

1 function NO(¢) begin

(¢p1,¢2) < purification(¢);

while True do

(resi, eqy) <— Tsolvey(¢r);

(resy, eqa) <— Tsolvey(¢o);

if resy = UNSAT or res) = UNSAT then
L return UNSAT

if eq1 = eqy = @ then

9 L return SAT

10 $1 < 1 Neq1 Neqo;
11 P2 < P2 Neq1 Neqo;

N S G W N

®

x = y impliquées par ¢, entre des variables contenues dans ¢, et telles que
x=y¢9¢.

L’algorithme de Nelson-Oppen commence par purifier la formule ¢
en entrée. Il entre ensuite dans une boucle pour faire coopérer les deux
procédures de décision par échange d’égalités. Les deux formules ¢; et
¢ obtenues par purification sont envoyées aux procédures de décision
Tsolve; et Tsolvey, respectivement. Si I'une des deux formules est insatis-
fiable, alors NO(¢) renvoie UNSAT. Dans le cas contraire, si les procédures
de décision ne renvoient aucune nouvelle égalité impliquée, I’algorithme
s’arréte en concluant que ¢ est satisfiable. Autrement, les deux formules ¢
et ¢ sont renforcées avec la conjonction eq; A eq; et la boucle recommence.

L’'exemple suivant illustre le fonctionnement de l’algorithme de
Nelson-Oppen pour deux théories convexes (I’arithmétique linéaire et
la théorie de I'égalité). La formule ® sur laquelle est appliqué 1’algorithme
est la suivante :

fx) —x = 0N f(2x — f(x)) £ x.

Le tableau de la figure 2.8 donne les étapes de la boucle principale de
I'algorithme apres que la phase de purification de ® ait produit les deux
formules ¢ et ¢, suivantes :

¢ z1=f(x)ANz2=f(x) A f(z3) #x

L) z1 —x =0A2x — 2 = z3.
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P z1 = f(x) Nzo = f(x) A f(z3) # x
(1) () z1—x=0A2x —2p = z3

(res1,eq1) SAT,zqy = zp

(resp,eqz) SAT,z; =x

(,bl Z1 :f(x)/\ZZZf(X)/\f(Z3)#x/\Z1:ZZ/\Z1:X
2) ¢ 21— X=0A2Xx—2p =23AN21 =23 NZ1 =X

(resi,eq1) SAT, @

(resy,eqz) SAT,x = z3

M z1=f(x)Nza=f(x)A f(z3) #xNz1 =22 ANz = X
ANX =123
(3) ¢ 21— x=0A2x—20 =23A21 =20 AZ] = X AX = z3

(resi,eq1) UNSAT, —
(resp,eqz) SAT, —

FIGURE 2.8 — Fonctionnement de I'algorithme de Nelson-Oppen.

Le tour de boucle (1) donne les valeurs de ¢ et ¢ en entrée de boucle,
ainsi que les couples (res1, eqq) et (resy, eqn) renvoyés par les procédures
de décision. Les deux formules étant satisfiables dans leurs théories respec-
tives, elles sont renforcées par la conjonction de nouvelles égalités impli-
quées z1 = zp A\ z1 = x. Dans le tour de boucle (2), la nouvelle formule ¢
est toujours satisfiable, mais aucune nouvelle égalité n’est impliquée. La
formule ¢, est elle aussi satisfiable, mais une nouvelle égalité x = z3 est
trouvée par la procédure de décision de I'arithmétique. En ajoutant cette
égalité a ¢y, le troisiéme tour de boucle termine 1’algorithme apres avoir
détecté que ¢; est maintenant insatisfiable.

Correction de I'algorithme. La terminaison de l’algorithme et sa streté (si
UNSAT est renvoyé, c’est bien que ¢ est UNSAT) sont immédiates puisqu’il
ne peut y avoir qu'un nombre fini de nouvelles égalités entre variables et
que chaque égalité ajoutée est une conséquence logique de ¢; ou ¢.

La preuve de complétude de l'algorithme consiste a montrer que
si Tsolve(¢;) et Tsolvep(¢r) renvoient tous les deux SAT, alors ¢; A ¢
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est bien satisfiable pour 'union des deux théories. Soient M; et M>, les
modeéles de ¢; et ¢, respectivement. Pour que ¢ soit satisfiable dans 1'union
des théories, il suffit de combiner M et M; en un modeéle M qui soit non
seulement un modeéle de 'union des théories, mais aussi un modele de
$1 N ¢. Cette construction s’appelle une amalgamation.

Pour montrer que cette amalgamation est possible, il suffit de montrer
(voir [94, 174]) qu’il existe une partition D de I'ensemble des variables
partagées entre ¢ et ¢ qui soit compatible avec ¢; et ¢».

La construction de D s’appuie sur l'invariant de boucle suivant : ¢ et
¢> sont de la forme ¢1 = ¢ A P et ¢o = ¢y A1, ot P est une conjonction
d’égalités entre variables et ¢| (resp. ¢) ne contient aucune égalité entre
variables (la preuve est laissée en exercice). Ainsi, si l’algorithme renvoie
SAT, alors puisque eq; = eqx = &, on en déduit que pour tout couple
de variables (x,y), ¢1 implique (modulo 77) x = y si et seulement si ¢,
implique (modulo 77) x = y. On définit alors D de sorte que deux variables
x et y partagées sont dans la méme classe d’équivalence si et seulement
si = ¢ = x = y. Supposons maintenant que ¢; (resp. ¢») ne soit pas
compatible avec D. Cela veut dire qu’il existe deux variables partagées
x et y telles que D(x) # D(y) et ¢1 = x = y. Par construction de D et
I'invariant de boucle de l'algorithme, ce cas est impossible. O

L’algorithme de Nelson-Oppen a deux points faibles. Le premier est
qu’il nécessite d'instrumenter les procédures de décision pour déduire les
égalités impliquées par une formule. Le deuxieme est que le traitement
des théories non-convexes nécessite d'une part d’étendre le mécanisme de
déduction pour générer des disjonctions d’égalités, et d’autre part, de
traiter ces disjonctions au sein méme de l'algorithme de la combinaison de
théories, alors que ces disjonctions seraient mieux traitées par un solveur
SAT. Les deux sections suivantes présentent des variantes de cet algorithme
pour éviter ces deux écueils.

L'analyse par cas a la demande

Cette technique nécessite d’étendre l'interface de la théorie avec une
fonction splitting_on_demand pour ajouter a la formule d’entrée des
clauses d’analyse par cas [20]. L’algorithme 8 montre la modification a
apporter a cdclT() : il suffit d’appeler cette nouvelle fonction apres avoir
propagé les déductions booléennes et modulo théories. Le solveur SAT
pourra ainsi étre utilisé pour réaliser des analyses par cas.

Il est important de remarquer que les clauses d’analyse par cas peuvent
contenir des termes ou littéraux non présents dans la formule de départ.
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L’ajout de nouveaux éléments peut évidemment compromettre la terminai-
son de l'algorithme mais également sa stireté. Pour garantir que la fonction
cdclT s’arréte, on impose que I'ensemble des nouveaux littéraux des clauses
d’analyse par cas soit fini. Pour garantir sa stireté, il faut contraindre la
procédure de décision a ne produire que des clauses qui préservent 1’équi-
satisfiabilité a chaque tour de boucle. Ces restrictions ne semblent pas étre
une limitation pour les théories utilisées en pratique.

Algorithme 8 : CDCL(T) avec lemmes d’analyse par cas.

1 function cdcl1T(¢) begin
2 | p )
3 dl < 0;
4 while True do
5 res <— theory_and_boolean_propagation(¢,u);
6 if res = SAT then
7 if all_variables_are_assigned(¢, 1) then
8 L return SAT
9 splitting_on_demand(¢,u);
10
11 else
12 ...

La combinaison retardée (DTC)

Cette approche, appelée en anglais Delayed Theory Combination [37,
33], consiste a faire coopérer directement les procédures de décision avec
le solveur SAT, ce dernier se chargeant de I’échange des égalités (entre
variables d’interface) entre les procédures.

L’algorithme 9 peut étre vu comme une intégration de 'algorithme
de Nelson-Oppen pour combiner deux théories 7; et 7, dans 'algorithme
CDCL. Apres avoir purifié la formule en entrée ¢ en deux formules ¢; et ¢,
l'algorithme DTC initialise une variable « contenant ’ensemble des atomes
sur lesquels effectuer des décisions, ainsi que toutes les égalités entre les
variables partagées par ¢ et ¢. La variable u contient la pile des décisions
et des littéraux impliqués.

La boucle repeat implémente, en séquence, la déduction des
contraintes booléennes et modulo les théories 7; et 7. La propaga-
tion des contraintes booléennes est classique. Pour déduire de nouveaux
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Algorithme 9 : Delayed Theory Combination.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

14
15
16
17
18
19
20

21
22
23

24
25
26
27

28
29

30
31
32

n1[;

function dtc(¢) begin

(¢1, ¢2) < purification(¢);
a < atoms(¢y A ¢, interface_equalities (¢, ¢2));
while True do

repeat
res

< boolean_propagation(¢ A ¢o,1);

if res = UNSAT then

(Ivl, cls) = boolean_conflict_analysis(¢q A ¢o,i);
if [v] < 0 then return UNSAT,;
backjump_and_learn(¢, u, cls,lvl);

else

W=
extract_theoryl and_interface_equalities(yu);
resy <— Tsolveq (¢, uf);
if res; = UNSAT then
(Ivl, clsy) = theoryl_conflict_analysis(¢,uf);
if vl < 0 then return UNSAT;
backjump_and_learn(¢, u, clsy, Ivl);
else
Ho =
extract_theory2_and_interface_equalities(y);
resy < Tsolvex (o, 115);
if resp = UNSAT then
(Ivl, clsy) = theory2_conflict_analysis(¢,
13);
if [vl < 0 then return UNSAT,;
backjump_and_learn(¢, u, clsy, Ivl);
else
if all_variables_are_assigned(x) then return
SAT;
theoryl_splitting_on_demand(¢1, u$);
theory2_splitting_on_demand(¢», 115);

until fixpoint on y;
¢ < pick_a_branching_literal(x);
| decide_on(y, {)
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littéraux impliqués modulo la théorie 77, on doit d’abord extraire les
faits de cette théorie, ainsi que les contraintes d’égalités entre variables
partagées, qui ont été ajoutées dans la pile u. L'ensemble obtenu yf est
passé en argument a la procédure de décision de la théorie 7; (avec la
formule ¢1). En cas de conflit, on extrait une clause de conflit modulo 7;
et on rebrousse dans 1’arbre de décision. La propagation des contraintes
modulo 7; est identique. Si tous les littéraux déduits sont satisfiables et
que tous les atomes contenus dans a ont une valeur de vérité, on arréte
I'algorithme en renvoyant SAT. Sinon, on ajoute a la fin de la boucle des
lemmes d’analyse par cas, comme vu précédemment. Lorsqu’on atteint
le point fixe de cette propagation de contraintes, le solveur SAT ajoute un
nouveau littéral de décision dans u. Ce littéral est choisi parmi 1’ensemble
a, qui rappelons-le, contient toutes les égalités entre variables partagées.
Ainsi, le solveur SAT construit bien une partition entre ces variables, d"une
maniere similaire a 1’algorithme de Nelson-Oppen.

La combinaison dirigée par les modeles

Un des inconvénients de 1'algorithme DTC est que le solveur SAT doit
gérer un nombre quadratique d’égalités entre variables partagées. Il choisit
également en aveugle parmi ces égalités.

Pour remédier a ces deux problemes, la combinaison dirigée par les
modeles (model based theory combination [58]) étend 1’algorithme DTC afin
de permettre aux procédures de décision de déduire simplement des égalités.
Mais contrairement a l’algorithme de Nelson-Oppen, les égalités déduites
par une procédure de décision sont celles impliquées par un modele candi-
dat de cette procédure.

Par exemple, si la conjonction de contraintes suivante est donnée a la
théorie de I'arithmétique linéaire sur les entiers :

0<x<1INO<LSYy<1lAnz=y-1

la procédure de décision peut construire le modele [x — 0;y — 0;z — —1]
et déduire 1'égalité x = y.

Bien sfir, ces égalités peuvent s’avérer étre en contradiction avec les
autres théories et nécessiter de rebrousser. Dans I'exemple précédent, il est
tout a fait possible que le modéle pour cet ensemble de contraintes soit
celui ot x et y prennent des valeurs différentes.

Ainsi, pour permettre la gestion (avec rebroussement) de ces égalités
dirigées par les modeles, il suffit de les générer lors de 1’appel a la fonction
theoryi_splitting_on_demand. Ainsi, une égalité impliquée x = y sera
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donnée sous la forme d’'une clause binaire x = y V x # y, en donnant une
priorité de décision au littéral x = y.

2.3.5 Pour aller plus loin

On renvoie le lecteur intéressé par une formalisation rigoureuse et
complete de I'algorithme CDCL(T) a I'article de Nieuwenhuis et al. [140].
L’algorithme de Nelson-Oppen, ainsi que les preuves de correction, sont
également donnés dans plusieurs articles, voir par exemple [191, 50].

Il existe aussi d’autres schémas de combinaison de procédures de
décision implantés dans les solveurs SMT. Parmi eux, ’algorithme de R.
Shostak [176, 167] inventé au début des années 1980. Cette méthode permet
de combiner la théorie de 1’égalité avec symboles non interprétés avec une
autre théorie, dite de Shostak, disposant d’une interface réduite a deux
fonctions :

— un canonizer, pour mettre les termes de la théorie en forme normale ;

— un solver, pour résoudre des équations pures de la théorie et ren-
voyer la solution sous la forme d"une substitution (des variables
de I’équation vers des termes).

Ces deux fonctions sont alors utilisées pour étendre ’algorithme de
cloture par congruence que nous avons vu en section 2.3.2. La combinaison
de plusieurs (canonizers et solvers de) théories de Shostak est discutée
dans [173, 112].

Un autre schéma de combinaison, appelé MCSAT, a été introduit ré-
cemment par L. de Moura et D. Jovanovic [59]. Cette méthode de combinai-
son met au méme plan le solveur SAT et toutes les procédures de décision.
L’idée principale est que l'interface de chaque solveur doit implanter une
phase de construction de modeles (affectation de valeurs aux variables de
son domaine, propagation de contraintes) et une phase de résolution (pour
la résolution des conflits modulo théorie). Ainsi, ces procédures cooperent
en intervenant directement dans une structure de données partagée appelée
trail.

On renvoie également le lecteur aux articles [89, 67, 102] pour une
présentation approfondie du traitement de 1’arithmétique linéaire.

Enfin, nous recommandons la lecture de trois livres qui couvrent une
tres grande partie de ce domaine de recherche :

— Handbook of Satisfiability [25]
— The Calculus of Computation [34]
— Decision Procedures [111]
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2.4 Conclusion

Les solveurs SAT et SMT sont devenus incontournables en informa-
tique, au point qu’on peut réellement parler de la révolution SAT et SMT.
Ces outils sont aujourd’hui utilisés dans tant de domaines qu'une liste
exhaustive serait trés longue. Pour n’en donner que quelques-uns, citons
l'intelligence artificielle, la conception de micro-processeurs, la vérification
de logiciels, la synthése de programmes, etc.

Cette révolution est avant tout liée a I’augmentation incroyable des
performances de ces démonstrateurs qui sont maintenant capables de traiter
des problemes de taille industrielle.

Dans ce cours, nous avons présenté les principales techniques et algo-
rithmes des démonstrateurs SAT et SMT modernes. Le lecteur qui souhaite
approfondir ce sujet pourra trouver des compléments d’information dans
les références bibliographiques contenues dans ces notes de cours.



Chapitre 3

Géométrie numérique

Bruno Lévy
Nicolas Ray
Dmitry Sokolov

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des algorithmes de géométrie
numérique, a savoir des algorithmes pour construire, manipuler, optimiser
des représentations 3D des objets. Nous nous intéressons particulierement
aux algorithmes qui construisent et manipulent des maillages, a savoir
qui représentent les objets 3D sous la forme d’une collection de sommets,
d’arétes et de polygones (et éventuellement polyedres pour les maillages
volumiques). Cette représentation est tres largement répandue et utilisée
par de nombreux domaines d’applications, tels que la simulation numé-
rique, ou encore le graphisme, voir figure 3.1.

Nous avons choisi un ensemble de trois algorithmes particuliers, que
nous avons sélectionnés a la fois en raison de leur intérét pratique, mais
surtout parce qu’ils ont une structure cachée qui a une certaine esthétique.
D’un point de vue plus pragmatique, cette structure peut étre utilisée
pour prouver certaines propriétés et ainsi développer des algorithmes tres
efficaces. Les explications de ce cours ont en priorité 1’objectif de donner
une bonne intuition du raisonnement qui permet d’analyser la structure
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FIGURE 3.1 — Deux exemples d’utilisation de maillages, pour la modélisation 3D
et la simulation numérique de type éléments finis (a gauche) et pour le graphisme
par ordinateur (a droite). Crédit : Grabcad et CGSociety.

mathématique du probleme!, illustré dans des cas particuliers par des
calculs élémentaires développés ici.

Ceci permet ensuite de voir comment exploiter la structure du pro-
bleme afin de développer des algorithmes et des implantations efficaces.

Nous encourageons le lecteur a refaire les petits calculs et démonstra-
tions élémentaires de ce cours?, et a procéder éventuellement de méme en
lisant les versions générales et approfondies des articles et ouvrages référen-
cés en 3.5, pour « recréer lui-méme » le raisonnement et ainsi s’approprier

completement sa structure 3,

Plan du cours.

Nous nous intéresserons tout d’abord a la résolution de systemes
d’équations linéaires (3.2), utile pour une grande classe d’algorithmes en
géométrie numérique qui consistent a résoudre un ensemble d’équations
dont les inconnues sont les coordonnées des sommets du maillage. Nous
étudierons en particulier 1’algorithme du gradient conjugué, qui en exploitant
une orthogonalité dans un certain espace, permet d’obtenir d’excellentes
performances dans de nombreux cas.

Nous nous intéresserons ensuite au probleme de la paramétrisation
de surfaces triangulées (3.3), un probléme important en graphisme par
ordinateur (pour le plaquage de textures). Le théoréeme de Tutte permet de
caractériser une classe de paramétrisations valides, et peut se traduire

1. «Teach principles, not formulas ! » — Richard Feynman.
2. et a nous indiquer toute erreur/coquille éventuelle!
3. « What I cannot create, I don’t understand. » — Richard Feynman.



3.2. Résolution de systémes d’équations linéaires 89

directement en un algorithme effectif pour construire une paramétrisation.
Nous étudierons une preuve récente, qui exploite de maniere élégante
une relation entre la topologie de la surface et la topologie des champs de
vecteurs définis sur cette surface (Poincaré-Hopf).

Enfin, nous aborderons le sujet du transport optimal (3.4), qui permet
de mesurer des distances entre des fonctions (ou des objets plus généraux).
Ce theme tres général a connu un regain d’intérét ces derniéres années,
avec une communauté de recherche tres active en France (sous l'impulsion
de personnalités mathématiques comme Yann Brenier et Cédric Villani), et
I'essor de nouveaux domaines applicatifs, tels que 'apprentissage machine.
Dans un contexte particulier (semi-discret), nous verrons comment la struc-
ture mathématique du probleme (dualité de Kantorovich) fait directement
apparaitre des objets classiques en géométrie algorithmiques (diagrammes
de Voronoi généralisés), et ainsi se traduit directement en un algorithme de
calcul efficace.

3.2 Résolution de systémes d’équations linéaires

Introduction

La résolution de systemes linéaires est la clé de votite d'un grand
nombre d’algorithmes d’optimisation numérique rencontrés dans nombre
de contextes applicatifs. Ainsi, de tels systemes linéaires jouent un role
central dans les problemes d’optimisation de type moindres carrés, dans
les méthodes de simulation numérique fondées sur les éléments finis, dans
des algorithmes d’optimisation de fonctions non-linéaires 4.

Le gradient conjugué est un algorithme de résolution de systemes li-
néaires. Il est trés utilisé, car tres efficace et relativement simple a implanter.
En revanche, il est assez difficile d’avoir une bonne intuition de son fonc-
tionnement, ce que nous proposons d’étudier ici. Le gradient conjugué peut
trés bien étre utilisé comme une «boite noire », mais il est plus satisfaisant
intellectuellement d’en comprendre le fonctionnement. De plus, d"un point
de vue pratique, ceci permet de l"utiliser de maniére plus efficace, en tenant
compte du conditionnement de la matrice, en réglant le nombre d’itéra-
tions en fonction du type de probleme, ou encore en le reprogrammant de
maniere a réaliser les calculs en place (a savoir, sans stocker explicitement
de matrices en mémoire).

Notre approche va consister a adopter le point de vue de quelqu’un
qui chercherait a réinventer 1’algorithme. Nous allons tout d’abord préciser

4. qui résolvent une série de problémes linéaires.
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FIGURE 3.2 — Interprétations géométriques de la résolution de Ax —b = 0. Le
produit scalaire de x avec chacune des lignes de A est fixé par les coordonnées de b.
Chacune de ces contraintes impose que x soit situé sur un hyperplan (droite en 2D,
plan en 3D), ce qui définit x comme étant l'intersection de ces hyperplans : droites
verte et rouge dans notre exemple 2D (i gauche) et les trois plans en 3D (a droite).
Au milieu, v = Ax — b est vu comme un champ de vecteurs : la solution est le
point oit le vecteur s’annule. Ce champ étant intégrable, il pourra étre vu comme
le gradient d"une fonction a minimiser. .. sous certaines conditions.

quel est le probleme résolu par la méthode, puis nous présenterons deux
méthodes de résolution (descente de gradient et « conjugaison ») qui pour-
ront finalement étre combinées pour obtenir le gradient conjugué. Nous
verrons aussi comment se comportent ces algorithmes dans des conditions
proches de leur utilisation habituelle i.e., avec des matrices creuses.

3.2.1 Comprendre le probléme

L’algorithme du gradient conjugué résout le probléme suivant :

Etant donnée une matrice A de dimension n x 1, symétrique
définie positive et un vecteur b € R”, trouver le vecteur x € R”
tel que Ax —b = 0.

Soit 4;; le terme de A situé sur la ligne i et la colonne j. Nous rappelons
que:

— la matrice A est symétrique < a;; = aj;;

— la matrice A est définie positive <= x'Ax > 0,Vx € R".

On comprend assez bien que 1’on souhaite résoudre un systeme linéaire —
ce qui géométriquement correspond a calculer I'intersection des hyperplans
qui correspondent a chaque équation (voir figure 3.2). Il est moins évident
de comprendre les conditions sur la matrice A. On va donc chercher a
comprendre les raisons pour lesquelles on se restreint aux matrices définies
positives. Pour ce faire,
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FIGURE 3.3 — En 1D, la solution x* de ax — b = 0 est aussi le minimum de
ax? — 2bx (a gauche). En 2D, la solution du systeéme linéaire Ax —b = 0 est
'intersection des droites correspondant a chaque équation (au milieu), et est aussi
le minimum de la forme quadratique associée x " Ax — 2b" x (a droite).

— nous verrons que si A est symétrique définie positive, alors la ré-
solution d’un systeme d’équations linéaires Ax — b = 0 et la mini-
misation de la forme quadratique associée x " Ax — 2b " x sont deux
problémes équivalents. Pour ce faire, nous verrons que 1’on peut
minimiser f(x) = x" Ax —2b"x en résolvant (A + AT )x —2b =0
(ce qui implique que A soit symétrique pour avoir 1'équivalence
avec Ax — b = 0) et que f(x) admette un minimum (A strictement
définie positive);

— nous présenterons alors quelques propriétés utiles de la matrice A
(dues au fait qu’elle soit strictement définie positive);

— puis nous introduirons une nouvelle matrice M dont ’application
linéaire associée joue un role central pour la compréhension de
I'algorithme du gradient conjugué.

Equivalence min(x"Ax —2b'x) <= Ax—b=0?

Le minimum d’une forme quadratique (s’il existe) est le point qui
annule le gradient; cette section développe ce lien. Le point de vue mini-
misation conduit & des méthodes de résolution numérique dites itératives
comme la descente de gradient (qui définit une suite infinie de points qui
converge vers la solution). Le point de vue «résolution d’un systéeme li-
néaire » amene plutot a des méthodes de résolution directes/exactes qui
vont donner la solution en 7 itérations, comme le pivot de Gauss par
exemple. Comme nous le verrons par la suite, le gradient conjugué est a la
fois un solveur itératif car chaque étape le rapproche de la solution, et un
solveur direct du fait de choisir des directions conjuguées qui garantissent
de trouver la solution en 7 itérations.

Nous allons voir que minimiser une forme quadratique revient a
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résoudre un systéme linéaire (figure 3.3). La fonction f(x) = x" Ax —2b'x
est I'écriture matricielle de la forme quadratique f(x) = Y./ ; Y aijxixj —

En 1D, A et b deviennent des réels (a et b), et le probleme est de
minimiser ax? — 2bx. Cette fonction étant dérivable partout, si elle admet
un minimum, c’est forcément quelque part ot1 sa dérivée est nulle. Ainsi,
on peut écrire x = argmin_(ax?> — 2bx) = ax — b = 0. Ceci étant, ce point
x* = b/a peut ne pas exister (si 2 = 0) ou correspondre au maximum de
f (sia < 0)! Dans I’écriture matricielle de ce cas 1D, la contrainte 2 > 0
devient que A doit étre définie positive!

Dans le cas général, le raisonnement est similaire : f(x) étant dérivable
partout, si un minimum x* existe, V f le gradient de f s’annule en x* i.e.,
v, a%l f(x*) = 0. Calculons donc le gradient de f :

) 0 , T
—f(x) = —(x"Ax—2b"x 3.1
ol = g ) @)
a n n n
= $<Z Z aijxixj — ZZbixi) (3.2)
Ii=1j=1 i=1
2a”x1 sii = l,] =1
n n . .
apx;  sii#lj=1
= —2b+ ! . . (3.3)
1.221]; ﬂl]‘x]' Sll:l,]#l

siitl] Al
n n
= —2b+ Z a;x; + Z aix; (34)
i=1 =1
n
= —2b+ ) (ayi+ap)x;. (3.5)
i=1

Dans ce calcul, on remarque que les éléments non nuls de la somme
sont «localisés » sur une ligne et une colonne de la matrice A, ce qui permet
de remplacer la double somme par deux simples sommes. Puis, la matrice
étant carrée, ces sommes portent sur le méme nombre d’éléments, ce qui
permet de les fusionner.

Finalement, annuler tous les 8%1 f(x) revient a résoudre le systeme
(A+ AT)x —2b = 0. Ainsi, si A est symétrique, 2Ax — 2b est le gradient de
la forme quadratique f(x) = x" Ax — 2b" x. Résoudre Ax — b = 0 revient
donc a annuler le gradient de f(x). Si, de plus, A est strictement définie
positive, la solution de Ax — b = 0 sera le minimum de f(x).

Enrésumé: Pour résoudre notre probleme, il suffit de minimiser x " Ax —
2b" x. Si A est symétrique et définie positive alors la solution existe et est
unique.
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FIGURE 3.4 — Quelques exemples de matrices 2D pour illustrer la symétrie et la
positivité : une rotation, un cisaillement, l'identité, un étirement, un étirement
non aligné sur les axes, une symétrie axiale, et une inversion. La premiére ligne
montre comment la matrice déforme une image, la seconde montre la forme qua-
dratique associée, et la troisieme donne son expression — Attention : la symétrie
est généralement supposée pour une matrice définie positive.

Implications du fait que A soit symétrique définie positive

On a vu que la symétrie de A est nécessaire pour que Ax — b soit le
gradient d’une forme quadratique. D’autre part, le fait que A soit définie
positive assure que le point qui annule le gradient est bien un minimum
de f. La restriction a ce type de matrices permet d’exploiter des proprié-
tés intéressantes de leurs valeurs/vecteurs propres. Voici celles qui nous
intéressent dans le cadre de ce cours :

Implication pour les valeurs propres : A est supposée définie positive,
donc x" Ax > 0,Vx # 0. En particulier, pour le vecteur propre v de valeur
propre A (i.e., Av = Av),onav' Av > 0, ce qui implique A > 0 (et par la
méme, que A € R). Ainsi, les valeurs propres de A sont réelles et positives.

Implication pour les vecteur propres Soient v, v, deux vecteurs
propres (distincts) Av; = Ao et Avy = Apv;. Par symétrie de Aona:

vlTsz = va Avq (3.6)
vlT/\zvz = vZTAlvl (3.7)
(A2 —A1)(o]v2) = 0. (3.8)

Dong, si v; et v; ont des valeurs propres différentes, ils sont orthogonaux.



94 Chapitre 3. Géométrie numérique

siras

A définie positive A pas définie positive

FIGURE 3.5 — Applications linéaires 2D : voyons comment les matrices trans-
forment l'image. De gauche a droite : la matrice identité ne change pas I'image, de
maniere plus générale, une matrice diagonale étire (ou compresse) I'image dans
les directions des axes, de facon encore plus générale, toutes les matrices symé-
triques définies positives étirent (ou compressent) dans des directions orthogonales,
par contre, une matrice antisymétrique va retourner des axes i.e., étirer avec un
coefficient négatif, et une matrice de rotation va « étirer » avec un coefficient
complexe.

Méme s’il existe une infinité de vecteurs propres (due a des valeurs
propres multiples), on peut démontrer que A admet une base de vecteurs
propres orthogonaux.

Interprétation géométrique On peut décomposer x dans la base des
vecteurs propres normalisés v; de A par simple projection puisqu’ils sont
orthogonaux. Ainsi Ax = Y/ ; (x"v;)A;0;. Ce qui veut dire que l'applica-
tion linéaire définie par A est simplement un étirement de 1’espace dans les
directions de chaque vecteur propre, et avec un facteur donné par la valeur
propre associée (figure 3.5).

En résumé : Le fait que A soit symétrique définie positive implique que
ses valeurs propres soient réelles et positives, et qu'il existe un ensemble
de vecteur propres qui définit une base orthogonale.

Une application linéaire bien utile : M = /A

On définit M comme étant la matrice symétrique ayant les mémes
vecteurs propres que A mais dont les valeurs propres sont les racines
carrées de celles de A. Cette matrice est aussi a coefficients réels, symétrique
et strictement définie positive. La notation M = /A vient du fait que
M"M = MM = A comme on peut le voir :
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FIGURE 3.6 — L'application linéaire associée a A est I'application de deux fois celle
associée @ M. Les vecteurs propres (fleches oranges et blanches) de A et M sont les
mémes : seules les valeurs propres sont différentes (mises au carré).

— soit analytiquement :

non n
MTMx = MMx = Z Z \/Ai(1 /ijij)vi = Z/\ivi(xTvi) = Ax
i=1

i=1j=1

(parce que les v; forment une base orthonormée)

— soit géométriquement : dans la direction de chaque vecteur propre,
on étire deux fois avec un coefficient de \/A;, ce qui revient a étirer
d"un coup de A; (figure 3.6).

La A-orthogonalité L'intérét de définir cette matrice M est que 1'on
peut tres facilement calculer des produits scalaires dans 1’espace transformé
par M. En effet, si 'on veut calculer le produit scalaire entre les images
de deux vecteurs u et v par 'application M, on doit évaluer (Mu) " Mo =
u"MT"Mv = u' Av, ce qui se fait sans expliciter M, mais par un produit
avec la matrice A, qui est une donnée du probleme.

Remarque : En analyse tensorielle, A définit le tenseur métrique de
I'application linéaire associée a M : c’est une application bilinéaire qui
permet de mesurer le produit scalaire (donc des longueurs et les angles)
dans 'espace transformé par M.

Implications pratiques

Considérons I'application linéaire définie par M.

On peut calculer trés efficacement (Mu) Mov = u' Av le produit
scalaire des images Mu et Mv de deux vecteurs quelconques u et v. On
peut donc trés facilement savoir si Mu et Mo sont orthogonaux (il suffit que

u' Av = 0), et calculer la norme de I'image d"un vecteur : || Mu| = vu' Au.
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/ R ’ 3
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/pr:jCM,\‘ */Mu)

L :u‘b"
M (proj(Mx*/Mu)) _u,‘Au,‘W“

FIGURE 3.7 — Soient u et v deux vecteurs quelconques et x* la solution de Ax —
b = 0. On peut facilement calculer les produits scalaires Mu.Mv et Mu.Mx*.
Cela permet de projeter v et x* sur u d’une maniere qui serait orthogonale dans M.

On peut méme calculer efficacement (Mu) ' Mx* = u'b, le produit
scalaire des images Mu et Mx* d'un vecteur quelconque u et de la solution
de notre probleme x* = A~1b.

En pratique, on va utiliser ces propriétés pour projeter des vecteurs v
et la solution x* sur d’autres vecteurs u de sorte a ce que cette projection,
regardée dans 'espace transformé par l'application linéaire associée a M,
soit orthogonale (figure 3.7).

En résumé : On sait calculer des produits scalaires entre les images de
vecteurs transformés par l’application linéaire M = v/ A. En particulier, on
sait calculer les produits scalaires (Mu) " Mo et (Mu) " Mx*.

(Re)-formulation du probleme

L’énoncé initial peut étre reformulé en adoptant le point de vue « mi-
nimisation » et/ou en utilisant I'espace transformé par M. Ce qui donne les
trois algorithmes que nous détaillerons par la suite.

— Descente de gradient (section 3.2.2) On peut minimiser la forme
quadratique x " Ax — 2bx, comme toute autre fonction convexe, par
une descente de gradient. Avoir une forme quadratique permet
méme de calculer un pas de descente optimal.

— Conjugaison (section 3.2.3) Cette méthode raisonne dans 'espace
transformé par M, et projette directement la solution sur une base
orthogonale. Les vecteurs dont les images par M forment une
base orthogonale sont dits conjugués deux a deux (par rapport au
produit scalaire défini par A). C’est pour cela que I'on appelle cette
méthode « conjugaisons ». Attention : cette méthode n'a qu’un intérét
pédagogique, il ne faut pas I'utiliser.
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— Gradient conjugué (section 3.2.4) Le gradient conjugué est une
descente de gradient dont les directions de descente sont modifiées
de sorte a étre conjuguées les unes par rapport aux autres.

Les trois algorithmes ne different que par le calcul de la direction du

pas suivant, et par le critere de fin de boucle. Sinon, ils utilisent exactement
la méme structure :

Algorithme général :
Initialisation x(®) < 0
Tant que le systeme n’a pas convergé, on itere sur k :
— calcul de la direction du pas suivant d()
— calcul de la taille du pas suivant a*)
— mise a jour de la solution x*+1) «— x() 4 g (k) g(k)

En résumé: On va utiliser chaque astuce indépendamment (dualité avec
probleme de minimisation et le calcul de produit scalaire dans 1’espace
transformé par M). Puis, en les combinant, on obtiendra l’algorithme du
gradient conjugué.

3.2.2 Descente de gradient

Le gradient d"une fonction donne la direction dans laquelle la fonction
varie le plus rapidement. La descente de gradient consiste, a partir d’une
position initiale x(*) = 0, a se déplacer dans le sens du gradient de sorte
a diminuer le plus rapidement possible la valeur de la fonction. Ainsi, on
construit une suite x¥) qui converge vers la solution x*. Pour ce faire,
x*) o x0) 4 10V £(xK)). Dans le cas de notre forme quadratique,
VF(x®) =2Ax% —2p.

Algorithme :

Initialisation x(¥) < 0

On itére sur k :
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N ve

NA s
A=
AR

FIGURE 3.8 — Descente de gradient a pas optimal avec une matrice A diagonale,
dont agy prend des valeurs de 1 (gauche) a 5 (droite), a11 = 1 et a;9 = ag1 = 0.
Les segments bleus relient les x©) aux xk1), et les ellipses sont les iso-valeurs de
f(x) =x"Ax—2b"x.

Calcul de «(¥) : de combien avancer?

Comme on se déplace dans le sens opposé au gradient, sil’on avance
d’un tout petit peu, on est stir de diminuer f. Ceci étant, on minimise une
forme quadratique qui, restreinte a la droite de recherche, reste une forme
quadratique (une parabole). Il est donc possible de trouver directement le
pas optimal (celui qui minimisera f(x**1)) le long de la direction 7)) en
annulant la dérivée df (x*+1)) /da(®), avec x(+1) = x(0) 4 g (0) (k)

On cherche «®) tel que x*) 4 «®)7X) minimise f le long de la droite
d’origine x*) et de vecteur directeur r¥). Pour ce faire, on va annuler la
dérivée de f le long de cette droite : on veut que le produit scalaire du
gradient par la direction de recherche s’annule en x(*+1),

Ici, la direction de recherche d) est égale a r(®), mais 'on va garder
des notations différentes pour en préserver la sémantique, ce qui sera utile
par la suite pour unifier les différentes approches.

AT k1)

d(k)T(b N Ax(k+1))
dOT (b — A(x®) 4 o0 pk)))

RO dOT(Ax®) —p)
- AT Ar)
S 40T (k)

dR)T Ap(k)
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FIGURE 3.9 — En 3D, résolution par descente de gradient avec une matrice A
diagonale. On observe une convergence extrémement rapide lorsque A est proche de
l'identité (gauche), et une convergence particulierement lente lorsque ses éléments
diagonaux sont 0.5, 1 et 2 (droite).

Convergence : quand s’arréter?

Il n’y a pas de solution miraculeuse. On peut s’arréter lorsque la norme
du gradient devient trop petite, ou que la différence f(x*)) — f(x{k+1)
devient trop petite.

Les figures 3.8 et 3.9 montrent dans les cas 2D et 3D comment évolue
la solution. Quand toutes les valeurs propres de A sont égales, I’algorithme
converge en une itération, mais lorsqu’elles sont treés différentes la vitesse
de convergence s’effondre. Le ratio maximal entre les valeurs propres
s’appelle le conditionnement de la matrice, et reflete bien la difficulté du
probleme.

Enrésumé: La descente de gradient est tres simple, et a une convergence
trés rapide lors des premiéres itérations. Par contre, son comportement est
tres sensible au conditionnement de la matrice par la suite.

3.2.3 Approche par conjugaison

On va oublier un instant la formulation par minimisation d"une forme
quadratique, et on va chercher une méthode de projection qui résolve
Ax = b. Plus précisément, on va faire des projections orthogonales dans
I’espace transformé par M en utilisant les produits scalaires que I'on sait
calculer sans connaitre M. Plus précisément, on va utiliser le calcul des
projections illustrées par la figure 3.7.
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Mx?=Mx*

proj(Mx*/Md®) / )

proj(Mx*/Md™)

N
P

= Ad
d \

MxV

Md (V= Mr(®

x(©  J0) — p(0) x( Mx(®

FIGURE 3.10 — Algorithme de conjugaisons 2D. On définit une base de vecteurs
r®), puis on définit A0 « 1 et 4V« M~ (Mr(V) — proj(Mr™) / Md©))).
On trouve ensuite les coordonnées de x* dans la base des d%) avec x* «+
M~ proj(Mx* / Md "),

Algorithme naif avec directions conjuguées

Dans l'espace M, on sait projeter la solution sur des vecteurs. Ainsi,
dans M, il suffirait de projeter la solution Mx* sur une base orthogonale
Md® pour avoir la solution, comme illustré par la figure 3.10. On va
construire les ) tels que les Md(¥) forment une base orthogonale. Pour ce
faire, on utilise 1’algorithme de Gram-Schmidt qui construit les Md®) les
uns apres les autres, et qui n’a besoin que de calculer des produits scalaires.
On exploite alors le fait de pouvoir calculer les produits scalaires dans M
sans connaitre M pour construire les d%) et non pas les Md%). Ensuite, on
décompose Mx* dans les Md (k) et, par linéarité de M, on en déduit x* en
fonction des d(®).

— Construction d’une base de vecteurs Md¥).

Prenons une base de vecteurs r(¥) linéairement indépendants : par

(k) 1 sii=k
exemple r;”’ = 0 siiAk

Comme M est strictement définie positive, les Mr®) sont linéaire-
ment indépendants.
On initialise d(© « 7(0).

Pour assurer |'orthogonalité des images des d(¥) dans M, on utilise
I'algorithme de Gram-Schmidt : on va construire chaque Md(*+1)
a partir de Mr(**1) en lui retirant a chaque étape sa projection
sur I’espace vectoriel engendré par les Md¥). Ce calcul est réalisé
comme dans la figure 3.7 :
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On rappelle que la projection d’un vecteur v sur un axe représenté par le
vecteur u est un vecteur de direction u et de norme v cos(£(u,v)). On

. . . T .
peut le calculer avec deux produits scalaires : proj(v,u) = I+ u. Ici, on

utilise cette équation avec v = Mr*+1) et u = Md") pour projeter la
nouvelle direction sur les précédentes et ainsi décomposer Mr+1) sur

les Md ),
k (k+1) T (i) )
Mr ) Md(

(k+1)  _ pk+1) (i)

Md ;:O TR0 Md (3.9)
k k+1)TAd() '

= MyktD } My v (O] 3.10
= OT Ad) ( )

Cette relation est intéressante, mais nos inconnues sont les d(¥),
et non pas les Md ). Du coup, on mu1t1p11e de part et d’autre de
I'égalité par M~ pour construire les d*) (voir figure 3.7).

k k+1)T
k) (k1) E”if‘?;) (i
Adl

(3.11)

C’est cette formule qui va étre utilisée dans 1’algorithme car elle
ne fait plus apparaitre la matrice M que 1’on ne connait pas, mais
seulement A et les d\") précédents.

— On projette Mx* dans cette base
Comme précédemment, on utilise la formule de projection n"utili-
sant que deux produits scalaires :

. Mx*)TMd® g
Mx* = k;o TMd()Md (3.12)
= 2 T ATD Md® (3.13)
n T q(k)
- ZLMd(k). (3.14)

& dT A

Encore une fois, on ne peut pas réaliser ce calcul puisque 'on ne
connait pas M, mais on peut trouver x* directement en multipliant
la formule de part et d’autre par M}, puis en la simplifiant :

n T

* k
x* k;] y CIVYG dk (3.15)
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Lyl

FIGURE 3.11 — Les directions r'¥) (rouge) sont orthogonales, et les directions
Md®) (blew) le sont dans I'espace déformé par M.

Changeons l'ordre : Il n’est pas nécessaire de calculer tous les r(¥)
avant de commencer a projeter Mx* sur les Mr%). Pour rendre I’algorithme
de conjugaison plus proche de celui du gradient conjugué, nous allons
regrouper les deux boucles en une seule qui calculera les r¥) au fur et a
mesure :

Algorithme par conjugaison :

— x(0) ¢ 0,d0) « ¢(0)

— PourkdeOan: .
k+1 k b alk k
(+)<_x()+d TAd i(l)T
d(k—H) <_rk—i-l Zz 0 = TAIZd d(z)

Attention : Il n’est pas possible de calculer d™) car r'") n’existe pas. .. donc
il suffit de quitter l'algorithme des que I'on a la solution x* = x").

En résumé : On peut résoudre Ax = b en construisant une base orthogo-
nale dans M et en projetant I'image de la solution dessus. .. juste en faisant
des produits scalaires dans M.

Propriétés importantes

— De par la construction avec 1’algorithme de Gram-Schmidt, on
va pouvoir déduire que des vecteurs sont orthogonaux aux ()
(Vi < k) s’ils sont orthogonaux aux d¥) et vice et versa. De plus,
cela fonctionne aussi avec les Mr(!) et les Md(").

— | D® = span{r¥)} = span{d} |On peut le prouver par ré-

currence car d¥) est une combinaison linéaire de r*) et d() avec
i<k
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FIGURE 3.12 - Le span D) de r(©) et ¥() (et donc de d(©) et d1)) est orthogonal
r2). De méme, on voit que MDY, son image par M, est orthogonale @ Md®). On
remarque aussi que x?) — (x(V + 1)) € D ie., le segment x2), x(V) 4 (1)
(en noir) est parallele a D),

— 1@, 40 x(+1) e DK) i < k| 1ls sont tous calculés comme

combinaisons linéaires des () avec i < k.

— Les directions de descente originales Mr¥) et celles modifiées par
Gram-Schmidt Md®) ont les méme produits scalaires avec Md*)
(premiére propriété). Symétriquement, si les 7(¥) sont orthogonaux,
on obtient une relation similaire (seconde propriété) dans 1’espace
non transformé par M. Cette derniere propriété est nécessaire pour
rendre le gradient conjugué efficace.

— ‘r(k)TAd(k) =d0T AW ‘ Pour construire Md®) (avec Gram-
Schmidt), on a retiré a Mr®) un vecteur de MD*~ ), qui ne
change donc pas dans le produit scalaire avec Md(¥).

— P07 = 0,Vi £ k = r©OT4gK) = O T4®) | Pour construire

) (avec Gram-Schmidt), on a retiré a r®) un vecteur de
D=1, qui ne change donc pas dans le produit scalaire avec
r#) sir®) | D=1,
Analyse de performance. Cet algorithme est en O(7%) en temps d’exé-
cution et en espace de stockage a cause de la somme des projections sur les
directions précédentes dans Gram-Schmidt, ce qui est regrettable.
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En résumé : Cet algorithme ne doit pas étre implémenté car il est tres
inefficace. Il permet cependant d’énoncer des propriétés indépendantes du
choix des r*) et qui seront tres utiles pour le gradient conjugué.

3.2.4 Le Gradient conjugué

Le gradient conjugué difféere de ’algorithme précédent par sa fagcon
de construire les r*). Au lieu de prendre la base naturelle, on définit a
chaque itération r*) = b — Ax(¥). Ce choix a deux avantages : il annule la
plupart des termes de 1'équation 3.11 et permet a 1’algorithme de converger

numériquement bien avant d’atteindre la n’*"* itération.
On peut réécrire I'algorithme comme suit :
Adaptation directe Adaptation optimisée
x© 0 x0 0
10 b — Ax0 10— p— AxO)
d0) « 40 d0) « (0
PourkdeOan—1: PourkdeOan—1:
pTdk) (k)T (k)
ol o) e
x kD) (k) 4 q(R) g (k) xKFD) (k) 4 g (R) g (k)
pltl) p — Ax(k+1) plt1) () — 5 (k) Ag(K)
DT 4@ . (k+1) T (k+1)
B S 1Y B o — e
dk+1) o p(k+1) Z ﬁ (k+1) g(k) | g(k+1) ( p(k+1) _ Bl (k)

Pour obtenir la version optimisée, il faut tout d’abord énoncer quelques
propriétés importantes, a partir desquelles on pourra simplifier les calculs.

Propriétés importantes

Définition récursive des r(¥), ’r(k“) = (k) 4 oK) 4g(k) ‘
Par définition r* 1) = p — Ax(k+D) Or xk+1) = x(k) 4+ 4K g(*)  donc
P+ —p Alx; + ,X(k)d(k)) — () x4k,

Le pas optimal peut étre calculé par descente ou par la conjugaison.
“(k) _q0TR) pT )
dR)T Ark) dR)T Adk)
On calcule le pas #(¥) de sorte & ce que le gradient au nouveau point
soit orthogonal a la direction de recherche. Pour la descente de gradient on
cherche d©) 1 r(+1) et pour la méthode par conjugaison, on cherche
Md® 1 Mr*+D. Comme placer x**1) au minimum de 2 est
équivalent a placer Mx*+1) au minimum de |Ax — b|? transformé par
M, on obtient le méme a®) dans les deux cas.
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Nous avons déja établi que d%) Ar) = T A4(k) (égalité des dénomi-
nateurs). Sachant que x¥) € D*=1) on retrouve I'égalité des numérateurs
FOT g — (b— Ax(k)t)d(k) =pT4l),

Orthogonalité des (K, |r(K¢() =0, vk < i
Les ¥ sont orthogonaux. Nous allons démontrer que r®r()) = 0,
Vi < k par récurrence sur les k.
— Pour k = 1, la propriété est vraie par construction 7?r(1) = 0, lors
du calcul de a(V).
— Supposons que r()r®) =0, Vi < k.
— Démontrons que )7+ =0, Vi < k+ 1.
Notons que r()r*+1) = ¢()pk) — g (K)#(D) Aq(k),

— Cas i < k: Le premier terme est nul par 'hypothese de la
récurrence. Le second terme est nul car ) AdK) = () Ad(¥) et
que les d) sont orthogonaux.

— Cas i = k:On ar®¢*+t1) = 0 de part la construction de a(¥)
(dans le cas de la descente de gradient).

En résumé: Les r(¥) sont orthogonaux deux a deux.

Simplifications

Les simplifications suivantes utilisent la nouvelle définition des (k)

(sinon on les aurait faites dans la méthode de conjugaison sans le gradient).

Les deux premieres simplifications sont simples et n’affectent que
légerement les performances : la premiére remplace b d(¥) par 0 Tr(*) (il
faut prendre la définition des «%) obtenus pour la descente de gradient,
et utiliser la propriété d®)TrK) = ¢()T#(k)) tandis que la seconde calcule
r*+1) par sa définition récursive.

La derniére simplification est fondamentale car elle fait passer chaque
itération en O(n) au lieu de O(n?) (avec des matrices creuses) : elle utilise

I'orthogonalité des %) pour simplifier ’écriture des ,B](.kﬂ).
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= U™t W

FIGURE 3.13 — Evolution des x*) avec une descente de gradient, la méthode de
projection de l'erreur dans M, et le gradient conjugué.

(k+1)T A 400)

fpe ookt T

Par defmltlon.,Bl. = 0TaA 0
p(0) — p(+1)

D’apres la définition récursive des r®:Ad) =

Donc Ig(k"‘l) _ r(k+1)T(r(z’) _ 1’(1+1))
T adiT A4()
ARFDTL(0) _ p(kH1) T p(i41)
B a0dOT Ad®
_ (k1) T (i41)
.y (k) o (k+1) _ T r
Par orthogonalité des 7"/, sii # k, on a 3; 40T ALD
, ()T 4 (i)
-1s (i) _ oy
En utilisant « 0T A0
(k1) T L (i+1)
(k+1) r r
Onapi = = a0
Par orthogonalité des r(¥), ﬁgkﬂ) = 0sik # i, ce qui permet de sim-
plifier les notations en omettant le i : on utilise *1) au lieu de ,B,({kﬂ) car

tous les autres ,Bl(kﬂ) sont nuls.

En résumé : Grace a l'orthogonalité des r(¥) il suffit de calculer un j par
itération.
Performances

En l'absence d’erreurs d’arrondi, le gradient conjugué converge en
n itérations, et chaque itération ne requiert qu'une multiplication d"une
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matrice par un vecteur et cinq multiplications d'un vecteur par un autre. En
pratique, le gradient conjugué est utilisé sur des grandes matrices creuses
comme un solveur itératif qui est moins sensible au conditionnement de la
matrice que la descente de gradient.

Il est intéressant d’observer le comportement du gradient conjugué sur
ce type de matrices. Nous allons voir deux cas simples : un Laplacien 1D et
un Laplacien 2D discrétisé sur une grille réguliére. Bien que simples, ces
choix montrent I'impact d'un facteur prédominant pour le comportement
des solveurs : la disposition des zéros dans la matrice, qui correspond aux
voisinages géométriques dans l'espace discrétisé.

Les matrices creuses définissent des graphes qui relient les indices i
et j des coefficients a;; non nuls. En modélisation par éléments finis (FEM)
et en geometry processing, ces graphes sont trés proches de la structure
du maillage sur lequel on travaille : en effet, les équations aux dérivées
partielles vont par définition lier des éléments géométriquement proches.
Les deux Laplaciens sont des exemples 1D et 2D qui permettent de voir
comment se comportent les algorithmes que nous venons de présenter avec
ce type de données.

Laplacien 1D. Nous représentons une fonction f par le vecteur x tel que
f(i) = x;. Ce que l'on appelle Laplacien 1D ici est un systeme linéaire
qui donne en chaque point de la fonction sa dérivée seconde, estimée par
différences finies. Le probleme est de trouver une fonction (un vecteur x)
dont cette dérivée seconde est nulle, et qui respecte des contraintes au bord,
comme illustré dans la figure 3.14.

Ce probléme est trés intéressant car il est relativement simple & analy-
ser. De plus, on peut visualiser le comportement des différents algorithmes
sur une seule image (figure 3.15) : il suffit d’afficher les xl(k) en fonction
de la position géométrique i et de l'itération k. De plus, ce probleme est
extrémement complexe a résoudre car le conditionnement du systeme est
trés mauvais : pour n = 5il est de 13.6 = 1.9/0.14 et pour n = 20, il vaut
200 = 2/.01. Géométriquement, cela correspond a vouloir résoudre un
probléme dont les iso-valeurs de x " Ax — 2b" x sont des ellipses dont les
axes ont des rapports de taille de 13.6 et 200!

Pour chaque algorithme, on observe les comportements suivants (fi-
gure 3.15) :

— La descente de gradient minimise rapidement la dérivée seconde
prés des contraintes, mais peine a propager les contraintes vers
I'intérieur du domaine.

— La méthode par projection propage la contrainte de gauche au fur
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(Ax), 1 -1/2 0 0 0 ho/2
T y -1/2 1 -1/2 0 0 0
h T T h, A=| 0 -12 1 =12 0 b=| 0
0 0 o -1/2 1 -1/2 0
- - 5 - 0 0 0 -1/2 1 hy/2
X; X, X3 Xy Xs

FIGURE 3.14 — Probleme de Laplacien 1D. On a une fonction définie en n points
(ici, n = 5) et cherche a minimiser la dérivée seconde estimée par différences finies
ie, Xix; — (Xi—1 + Xi+1) /2. Au bord, on fixe des valeurs hy et hy, ce qui donne le
probleme Ax — b = 0 avec A et b définis dans la figure.

FIGURE 3.15 — Evolution de la solution du Laplacien 1D avec n = 20 : I'axe gris
représente la fonction échantillonnée par x, et 'axe bleu est celui des itérations, et
les segments oranges sont les contraintes du bord. Les trois solveurs sont (de gauche
a droite) une descente de gradient, une conjugaison et un gradient conjugué.

et a mesure, mais ne tient compte de celle de droite qu’a la derniére
itération. Ce comportement est certes di au choix des r(k), mais
illustre bien la nécessité de faire I'ensemble des itérations.

— Le gradient conjugué se comporte comme s’il ne voyait qu'une
région autour des contraintes (définies au bord, en orange), sur
laquelle il résout parfaitement le probleme. Cette région grandit
a chaque itération pour recouvrir tout le domaine a partir de la
moitié des itérations, mais il faut attendre les n itérations pour
que chacune des deux contraintes ait eu le temps d’influencer
I’ensemble du domaine.

Laplacien 2D. Le Laplacien 2D fonctionne sur le méme principe que le
Laplacien 1D. On a discrétisé une fonction f sur une grille 2d et a chaque
nceud de la grille on associe une coordonnée de x. Le Laplacien est estimé
par différence finie, donc la matrice A est définie par:a; =1, 4;; = —1/4
si les noeuds i et j sont voisins, et a;; = 0 sinon.

Dans le cas 2D, on ne peut plus représenter la simulation sur une seule
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conjugué

Gradient conjugué

5 itérations 10 itérations 15 itérations 30 itérations 100 itérations

FIGURE 3.16 — Evolution de la solution du Laplacien 2D sur une grille de 20 x 20.
La solution x est affichée par la hauteur de la fonction, et les contraintes de bords
sont données par les segments oranges.

image, alors nous affichons 1’état a certaines itérations. Grace a la figure
3.16, on peut analyser le comportement des différents algorithmes :

— Descente de gradient : Comme avec le Laplacien 1D, on observe
que les premieres itérations lissent bien la fonction, mais que le
solveur peine a propager les contraintes vers l'intérieur du do-
maine. Ceci étant, en 100 itérations, la convergence sur cette grille
de 20 x 20 semble similaire a celle observée sur la grille 1D de
n = 20. La difficulté ne semble pas étre due aux 400 variables, mais
plutdt a la distance aux contraintes (qui est a peu pres la méme en
1D et en 2D).

— Conjugaison : le solveur regle les x; les uns aprés les autres, et n’a
pas convergé car il n’y a pas eu les 400 itérations nécessaires.

— Gradient conjugué : il converge en moins de 30 itérations, ce qui
est donc loin des 400 itérations nécessaires (méthode directe) pour
assurer la convergence. Ce comportement s’explique par le temps
nécessaire a chaque contrainte pour influencer 1’ensemble du do-
maine.

Conclusion. La difficulté a résoudre des problemes dans lesquels A est
une matrice creuse est fortement liée a la distance maximale (par rapport au
graphe d’adjacence défini par A) a laquelle une contrainte peut influencer
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la solution. De fait, pour un nombre similaire de variables, les problemes
1D paraissent plus difficiles que les problemes 2D.

Récapitulatif

On a présenté le gradient conjugué comme l'unification de deux mé-
thodes (gradient et conjugaison). On a aussi vu ce qui rend cette méthode si
efficace, et on en a observé le comportement sur des problemes classiques
dans lesquels A est une matrice creuse. Récapitulons le contenu :

— Objectif : Résoudre Ax = b pour une matrice A définie positive.

— Descente de gradient : Résoudre Ax — b = 0 équivaut a minimiser

x"Ax —2b

— On peut descendre le gradient avec un pas optimal.

— Meéthode itérative, extrémement dépendante du conditionne-
ment de A.

— Conjugué : Il existe M telle que M' M = A.

— On sait modifier une famille de vecteurs r*) pour construire
une autre famille d¥), dont les images par M sont orthogonales,
a savoir Md® Md® = 0;

— On sait décomposer x* sur les d*¥) en projetant Mx* sur les
Md®) .

— Meéthode directe : requiert n itérations, faisant chacune O(n)
multiplications matrice/vecteur.

— Le Gradient Conjugué (GC) peut étre obtenu en modifiant 'une

ou l'autre des méthodes :

— Le GC est une descente de gradient dont on corrige la direction
de descente pour ne pas retourner dans une direction déja
optimisée;

— Le GC est un algorithme de conjugaison dont les r¥) sont soi-
gneusement choisis (le gradient) pour se rapprocher au plus
vite de la solution;

— Le GC est donc une méthode directe et itérative a la fois, qui
converge généralement en peu d’itérations;

— C’est un algorithme efficace car a I'étape k le gradient est déja
orthogonal (dans M) a tous les d), sauf d*~1). Cela permet de
faire un nombre constant de multiplications matrice/vecteur
par itération.
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3.3 Paramétrisation de surfaces triangulées

Dans cette section, nous introduisons la paramétrisation de maillages,
un probléme courant en géométrie numérique.

Intuitivement, une paramétrisation d'une surface 3D est un « dé-
pliage » de cette surface sur un espace 2D. Cette représentation en 2D
a de nombreuses applications, la plus évidente étant le plaquage de tex-
tures. Dans cette section, nous présentons les notions de bases en topologie,
qui permettent de caractériser la classe de surfaces admettant un tel « dé-
pliage » §3.3.2. Nous considérerons ensuite le cas particulier d"un disque
topologique dont le bord a été mis en correspondance avec un polygone
convexe 2D. Dans ce cas particulier, le théoréeme du plongement barycen-
trique de Tutte donne une condition suffisante pour quune paramétrisation
soit valide §3.3.3. D’autre part, il est relativement facile de déduire de ce
théoreme un algorithme permettant de construire une telle paramétrisation
§3.3.4. Nous décrirons ici le principal argument de 1’élégante preuve du
théoreme de Tutte élaborée par Gortler, Gotsman et Thurston. De maniere
remarquable, leur preuve n’utilise que des notions de base en topologie
ainsi qu’un simple argument de comptage.

Introduction

Avant de présenter une définition formelle, nous donnons tout d’abord
une idée intuitive de la paramétrisation d"une surface. Etant donnée une
surface triangulée, figure 3.17 (4 gauche), une paramétrisation « déplie » le
maillage en 2D, figure 3.17 (a droite). Un tel « dépliage » est une représen-
tation intéressante, qui peut étre considérée en quelque sorte comme une
« carte » de 'objet. Cette « carte » peut étre utilisée par diverses applications.

En restant toujours a un niveau intuitif, si p; = (x;,y;, z;) dénote le
sommet du maillage d’indice i (avec 1 < i < n, ol 1, dénote le nombre
de sommets), une paramétrisation d’un maillage est un ensemble de deux
coordonnées supplémentaires u; = (1, v;) associées a chaque sommet du
maillage.

De plus, pour définir une paramétrisation, ces coordonnées doivent
étre telles qu’il n’existe aucune intersection entre les triangles en 2D. Nous
allons a présent aborder une méthode permettant de calculer des coordon-
nées (u;,v;) ayant cette propriété. Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous
présenterons des applications de la paramétrisation de maillages. Nous
supposons pour le moment que les coordonnées (u;, v;) sont données, nous
verrons plus loin comment les calculer.
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FIGURE 3.17 — A gauche : une surface triangulée en 3D (crédit : Université de
Stanford). A droite : une paramétrisation 2D de la méme surface triangulée, et un
zoom dans la région de la téte.

3.3.1 Applications de la paramétrisation de maillages

Le plaquage de textures, largement utilisé dans les industries cinéma-
tographique et du jeu vidéo, est 'une des principales applications de la
paramétrisation de maillages. L'idée, évoquée sur la figure 3.18, consiste
en quelque sorte a « emballer » le maillage dans une image. Le plaquage
de textures utilise une bijection entre le maillage 3D et le domaine 2D.
Ce dernier est alors appelé espace paramétrique ou encore espace de texture
dans ce contexte particulier. Une telle bijection peut étre définie a partir de
l'interpolation linéaire des coordonnées (u;, v;) associées a chaque sommet
de la triangulation.

Considérons un point 2D u = (u,v) de l'espace paramétrique et
cherchons a quel point 3D il correspond. Si le point u est un sommet
u; = (u;,v;), alors il correspond au point 3D p; = (x;,y;, z;). Maintenant
si le point u est un point 2D arbitraire, alors son homologue 3D peut étre
défini comme le résultat de la procédure suivante :

1. déterminer le triangle 2D de sommets u; = (u;0;),u; =
(uj,v;),ur = (ug, vy) qui contient le point u = (u,v);

2. calculer les coordonnées barycentriques A1(u), A2(u), A3(u) du point
u par rapport au triangle [u;, u;, ui|;

3. enfin, u est mis en correspondance avec Ai(u)p; + A2(u)p; +
A3(u)py-

Les coordonnées barycentriques d"un point u par rapport au triangle

u;, uj, ug] sont les uniques® nombres réels A (u),A»(u),Az(u) tels que :
j q q

5. sile triangle n’est pas dégénéré.
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FIGURE 3.18 — Une paramétrisation d'un maillage peut étre utilisée pour « em-
baller » un objet 3D dans une image. L'image utilisée est une grille réguliere (a
gauche) et une texture de « fourrure » (a droite). Crédits : le modeéle 3D provient de
I"Université de Stanford, et la texture de fourrure de www.myfreetextures.com
(sous licence Creative Commons).

M(w)u; + Az (w)u; + A3(w)uyy = u
AM (u) + )\2(11) + Az (u) =1
Ainsi, les coordonnées barycentriques sont solutions du systeme li-
néaire suivant :

up uj o ug A (u) u
v; Vj Uk Ar(u) | =1 v
1 1 1 As(u) 1

qui se résout, par exemple, en inversant la matrice grace a la formule de
Cramer :

vi—op we—u; | Y
J k k / (%} U]'
)\1 (u) u
Az(u) | = N o Bl v
- 1 1
W v U
As(u) 2A(u;, uj, uy) i Uk 1
Up U;
Ui —0; Uj—U o v
1
ot A(u;, uj, u;) dénote l'aire du triangle 2D [u;, uj, ug].
Réciproquement, pour un point 3D arbitraire p = (x,y,z) sur le
maillage, contenu par le triangle 3D t = [p;, pj, px], nous pouvons cal-

culer les coordonnées barycentriques A1 (p), A2(p), A3(p) de p par rapport
a t en utilisant la méme formule appliquée aux coordonnées 2D dans une
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FIGURE 3.19 — Une application de la paramétrisation de maillages : le plaquage
de normales. Un maillage grossier (a gauche, a comparer avec celui de la figure
3.17) est muni d’une texture qui encode les détails géométriques fins du maillage
original a haute résolution (a droite).

base du plan support de t. Il est possible de vérifier que cette procédure
définit I'inverse de l'application (1, v) — (x,y,z) définie précédemment.

En utilisant cette interpolation linéaire, si les u; sont tels que les tri-
angles n’ont pas d’intersection en 2D, alors nous définissons ainsi une
correspondance bijective entre tous les points 3D de la surface et tous les
points 2D du domaine paramétrique. Cette correspondance peut étre uti-
lisée par de nombreuses applications. Par exemple, le plaquage de textures
consiste a dessiner une image dans l'espace paramétrique et a la transporter
sur la surface 3D par I'application interpolée linéairement. La figure 3.18
montre un exemple.

Cette technique est largement utilisée a la fois dans 'industrie cinéma-
tographique et dans les jeux vidéos, exploitant les cartes graphiques (GPU).
Ces derniéres contiennent des circuits et du micro-logiciel optimisé afin de
calculer de maniere tres efficace l'interpolation linéaire et les coordonnées
barycentriques associées, permettant une visualisation en temps réel, utili-
sée aussi bien par les jeux vidéos que par la visualisation scientifique. Le
plaquage de textures peut également étre utilisé pour associer un attribut
de haute résolution a un maillage grossier, comme illustré en figure 3.19.
En encodant les détails géométriques de fine échelle dans une image (ici le
vecteur normal), il est possible en quelque sorte de « remplacer des triangles
par des pixels », et ainsi de réduire a la fois 1’espace mémoire requis et les
temps d’affichage de maniere trés significative.
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FIGURE 3.20 — Certaines surfaces ne peuvent pas étre dépliées sans étre découpées.

3.3.2 Notions de topologie

Comme une paramétrisation est une fonction bijective entre une sur-
face et un sous-ensemble de R?, de maniere évidente, toutes les surfaces ne
peuvent pas admettre de paramétrisation. Par exemple, une sphere ne peut
pas étre dépliée sur un plan sans la découper ou sans y percer un trou, voir
figure 3.20 (a gauche). Une condition nécessaire est que la surface ait un
bord. Toutefois, la présence d’un bord n’est pas une condition suffisante.
Considérons la surface de la figure 3.20 (a droite) : a cause de la « poignée »
(ou «anse » comme ’anse d’une tasse a café), il est impossible de la déplier
en 2D sans générer d’intersection. Ce dernier exemple nous montre la né-
cessité de définir un critere permettant de déterminer si un maillage donné
présente une telle anse. Le nombre d’anses d’une surface se nomme le genre
de la surface (ou genus en anglais).

Une sphere, voir figure 3.21 (A,B), est de genre 0, un tore, voir figure
3.21 (C), est de genre 1, un double tore, voir figure 3.21 (E), est de genre 2. Le
genre (noté g a partir de maintenant) est une propriété globale de la surface.
A premiére vue, le caractere global de ¢ semble rendre son calcul difficile,
mais le genre peut étre déduit de la caractéristique d"Euler—Poincaré X,
une autre quantité tres facile a calculer, définie par X = n, —n, +n £r ou
1, dénote le nombre de sommets, 71, le nombre d’arétes et 717 le nombre de
faces. La caractéristique d’Euler-Poincaré et le genre sont tous deux des
invariants topologiques, qui ne dépendent ni de la forme de la surface, ni de
la maniere dont cette derniére est décomposée en polygones. Nous allons
tout d’abord voir comment le genre et X’ sont liés dans le cas d"une surface
connexe sans bord, et verrons ensuite comment ce résultat se généralise a
des surfaces avec plusieurs composantes connexes et plusieurs bords.

Par exemple, considérons la sphere de la figure 3.21 (A), décomposée
en 8 sommets, 12 arétes et 6 faces a la maniére d"un cube. Sa caractéristique
d’Euler-Poincaré vaut X = 8 — 12 4 6 = 2. Considérons maintenant une
décomposition de la méme sphére a la maniere d’un tétraedre, comme
sur la figure 3.21 (B), nous obtenons alors X = 4 — 6 +4 = 2 a nouveau.



116 Chapitre 3. Géométrie numérique
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FIGURE 3.21 — Déterminer le genre (nombre d’anses) a I'aide de la caractéristique
d’Euler—Poincaré.

FIGURE 3.22 — Augmenter le genre par « chirurgie topologique » : un cas particu-
lier. A : détruire deux faces (An F= -2); B : fusionner les deux bords (An, = —4;
An, = —4); C : le résultat (A X = An, — An, + Ang = —2).

Quelle que soit la décomposition de la sphére, on obtiendra toujours X = 2.
Considérons a présent un tore, voir figure 3.21 (C), décomposé comme
sur la figure 3.21 (D). Il a 16 sommets, 32 arétes et 16 faces, ainsi X =
16 —32+16 =0.

Maintenant, nous aimerions déterminer la caractéristique d’Euler—
Poincaré d"un double tore, voir figure 3.21 (E), a savoir, une surface de genre
g = 2. Une premiére possibilité serait de procéder comme nous ’avons
fait pour la sphere et le tore, a savoir « mailler » le double tore et compter
les nombres de sommets, d’arétes et de faces. Une autre possibilité, plus
intéressante, est d’analyser comment la caractéristique d’Euler-Poincaré
A& change si nous modifions une surface initiale en y créant une anse
supplémentaire, comme illustré sur la figure 3.22.

Cette opération résulte en une variation An, du nombre de sommets, et
respectivement des variations An,, An f des nombres d’arétes et de faces. A
son tour, X devient X + AX, ou AX = An, — An, + Any. Dans la premiére
étape (A), deux faces sont supprimées, ainsi 7 est décrémenté deux fois
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FIGURE 3.23 — Augmenter le genre par « chirurgie topologique » : le cas général.

(Any = —2), de méme que X = n, — n, + ny. Dans la deuxieme étape
(B), les deux nouveaux bords sont fusionnés. Ceci fusionne également les
sommets et les arétes présents (en nombres identiques) sur ces deux bords,
ainsi n, et n, sont diminués du méme nombre (il y a le méme nombre
de sommets et d’arétes sur chacun des bords, a savoir 4 dans 1’exemple
présent). Les variations de 7, et 1, s"annulent donc quand elles sont prises
en compte dans AX, ainsi cette deuxiéme étape ne change pas X.

En résumé, I'opération de création d’une nouvelle anse diminue X
de 2. Ici, nous avons vu un cas particulier (création d'une anse en suppri-
mant deux faces carrées et en identifiant les bords), on peut se demander si
X diminue toujours de 2, quelle que soit la maniére dont 1’anse est créée.
La figure 3.23 montre le cas général, obtenu en supprimant du maillage
initial (A) deux disques topologiques (B,C) ayant le méme nombre n de
sommets sur leur bord (n = 6 sur la figure) et en fusionnant les bords. Si on
fait le bilan de la variation de X', I’étape (C) crée n sommets et n arétes pour
chaque bord, donc 2n sommets et 21 arétes au total, dont les contributions
s’annulent puisque les nombres de sommets et d’arétes interviennent avec
des signes opposés dans X'. Ensuite, 1’étape (D) supprime les deux disques
topologiques, chacun de caractéristique X = 1, donc X diminue de 2.
Enfin, la derniere étape (E) fusionne les 21 sommets et 21 arétes des deux
bords, supprimant ainsi n sommets et n arétes. Encore une fois, les contri-
butions des variations des nombres de sommets et d’arétes s’annulent. En
résumé, X est décrémenté de 2. Ceci est bien indépendant de la maniere
dont les deux disques topologiques supprimés sont maillés, et du nombre
de sommets sur les bords créés, la seule condition étant que les deux bords
créés aient le méme nombre de sommets. En conséquence, en partant d"une
sphere, de genre 0 et de caractéristique d’Euler—Poincaré X = 2 (voir figure
3.21), a chaque fois qu'une anse est ajoutée, g est augmenté de un (par
définition de g) et X’ est diminuée de deux. En résumé, pour une surface
connexe sans bord, nous pouvons en déduire que :

X =ny—ne+ny=2-2¢
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Pour le double tore de la figure 3.21 (E),ona g =2et X =2 —2g = —2.

Considérons a présent le cas plus général d"une surface ayant plusieurs
composantes connexes et plusieurs bords. Avec le méme type d’argument,
il est relativement facile de déterminer comment cette relation évolue.
Puisque pour une sphere topologique X = 2, chaque nouvelle compo-
sante connexe ajoute 2 a la caractéristique d’Euler-Poincaré. Considérons
maintenant I'opération de « chirurgie topologique » qui crée un bord en
supprimant une face. Cette opération diminue 7, de 1, donc elle dimi-
nue également X’ de 1. En résumé, pour une surface présentant plusieurs
composantes connexes et plusieurs bords :

X =ny —ne+np=2neny —2¢ — Ny,

ol 1y dénote le nombre de composantes connexes et 1, le nombre de
bords.

Dans la suite de cette section, nous considérerons des disques topolo-
giques, a savoir des surfaces de genre 0 avec une seule composante connexe
et un bord exactement. Un disque topologique est caractérisé par :

g=0 ;o o Nenx =1 ; my=1

En utilisant 1'identité précédente, pour un disque topologique, il est
facile de vérifier que X = 1. Pour tester si un maillage donné est bien un
disque topologique, nous testons tout d’abord la valeur de X = n, — n, +
ns. Ensuite, il est nécessaire de déterminer si la surface est connexe. Il est
possible d’utiliser un algorithme de parcours récursif a partir d"une face
arbitraire et de vérifier si toutes les faces de la surface ont été parcourues.
Finalement, pour déterminer le nombre de bords, de manieére similaire il est
possible de parcourir toutes les arétes autour de 1'un des bords et vérifier
ensuite si toutes les arétes du bord ont été parcourues.

3.3.3 Le théoréme du plongement barycentrique de Tutte

Nous nous intéressons a présent au théoréme du plongement bary-
centrique de Tutte [194], qui fournit une caractérisation d"une famille de
paramétrisations de maillages valides. D’autre part, il peut étre utilisé pour
dériver un algorithme permettant de calculer une telle paramétrisation
[74]. Sous une forme simple, ce théoreme peut étre énoncé de la maniere
suivante :

Théoreme 3.3.1. Considérons un maillage 3-connexe qui est un disque topolo-
gique et dont les sommets sont munis de coordonnées 2D. Si les sommets du bord
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se trouvent sur un polygone convexe (au sens strict ou pas, a savoir ayant poten-
tiellement des sommets alignés), et si chaque sommet interne est une combinaison
convexe de ses voisins, alors il n’existe pas d’intersection entre les arétes, et chaque
face est strictement convexe.

Un maillage est dit 3-connexe s’il reste connexe apres qu’on ait sup-
primé une paire de sommets quelconque et les arétes incidentes a ces
sommets. Cette condition est nécessaire pour éviter certaines dégénéres-
cences (triangles plats) qui peuvent apparaitre par exemple lorsqu’il existe
une longue aréte entre deux sommets du bord.

Formellement, les sommets internes sont des combinaisons convexes
de leurs voisins si :
Z wz-]-uj:ui, i:1,...,(7lv—nvbd)
JEN;
Z wijvj = vj, i:l,...,(lflv—nvbd)
JEN; (3.16)
up="b', i=ny—nyg+1),..., 1
vi=0b7, i=(ny—npg+1),...,1

ol 1,y dénote le nombre de sommets sur le bord, et ol les sommets
sont ordonnés de sorte que les sommets internes apparaissent en premier.
Les b} et b7 désignent les coordonnées des sommets du bords, fixées. Les
coefficients donnés w;; associés aux arétes orientées (i, j) sont strictement
positifs et satisfont }; wj; = 1. Les coefficients w;; peuvent ne pas étre
symétriques (en général, w;; # wj;). En d’autres termes, la condition (3.16)
signifie que chaque sommet doit étre dans 1’enveloppe convexe de ses
voisins (d’ot le terme combinaison convexe). N; dénote I’ensemble des voisins
du sommet i, a savoir, les sommets connectés a i par une aréte.

A partir de la donnée des positions des sommets du bord (u;, v;),i =
Ny — Nypd +1,..., 1y et les poids wy;, il est possible de calculer une paramé-
trisation en résolvant les deux systemes linéaires (3.16), comme suggéré par
Floater [74] et expliqué dans la sous-section suivante. Avant de présenter
une méthode de calcul pour calculer les coordonnées (1, v;), le reste de
cette section concerne la preuve du théoreme de Tutte.

La preuve originale par Tutte [194] s’appuie sur des fondements consé-
quents de théorie des graphes. Plus tard, une autre preuve a été proposée
par Gortler, Gotsmann and Thurston [87]. Cette derniere preuve, présentée
ici, est bien plus simple et ne s’appuie que sur des notions élémentaires.
Afin de mieux saisir I'intuition de sa structure, nous présentons ici la preuve
en partant des conclusions et en remontant vers les prémisses, et omettons
les détails pour ne garder que les arguments principaux.
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FIGURE 3.24 — Une face convexe (A) et des faces non convexes (B,C); un sommet
cyclique (wheel) (D) et des sommets non cycliques (non-wheel) (E,F).

Le principal argument de la preuve, que nous verrons plus loin, est
que si (3.16) est satisfaite, alors toutes les faces sont strictement convexes, et
tous les voisinages des sommets ont une certaine propriété (sont cycligues).
Il est alors facile d’en déduire qu'aucune paire de faces n’a d’intersection.

La figure 3.24 (A)—(C) montre des exemples de faces convexes et non
convexes. Toute droite en position générique ° (en gris) a 0 ou 2 intersections
avec les arétes d'un polygone convexe (A), or un polygone non convexe
peut générer plus de 2 intersections (B,C).

Un sommet v est cyclique (wheel vertex) si les angles orientés entre
chaque paire d’arétes consécutives qui émanent de v sont tous positifs et
de somme égale a 27t. La figure 3.24 montre des exemples de sommets non
cycliques : (E) 'un des angles est négatif et (F) la somme des angles est de
47 au lieu de 27r.

Toute droite en position générique qui passe par le centre d’'un sommet
cyclique a 2 intersections avec les coins incidents au sommet (D). Pour les
sommets non cycliques, il existe des droites avec un plus grand nombre
d’intersections (E,F).

Nous allons maintenant montrer que si (3.16) est satisfaite, alors toutes
les faces sont convexes et tous les sommets sont cycliques, en étudiant la re-
lation entre une droite de vecteur directeur («, ), les faces et les voisinages
des sommets. Nous montrerons ensuite que quel que soit le vecteur direc-
teur («, B) de la droite, des configurations telles que B,C,E,F ne peuvent
pas se présenter.

Considérons la configuration de la figure 3.25, avec une droite de
vecteur directeur («, ). La figure est orientée de maniére a ce que le vecteur

6. asavoir, qui ne passe pas par un des sommets, de sorte que toutes les intersections
soient franches.



3.3. Paramétrisation de surfaces triangulées 121

R,

&
o @\:Q

() (e e
)

ti fo g

FIGURE 3.25 — A gauche et au centre : le nombre maximum d’intersections entre
un polygone et une droite est borné par le nombre de changements de signe. A
droite : structure globale des changements de signe dans les sommets et les faces
d'un maillage dont les coordonnées (u,v) satisfont les pré-conditions du théoréme
de Tutte.

(«, B) soit horizontal. Nous classifions chaque aréte orientée (i, j) en tant
que montante (4) ou descendante (—), suivant le signe du produit scalaire
(uj —u;) -n, ottn = (—p,a) dénote le vecteur normal de la droite.

Les arétes ayant une intersection avec une droite de vecteur directeur
(«, B) apparaissent en paires (+,—), donc le nombre d’intersections est
borné par le nombre de changements de signe (les sommets correspondant
a des changements de signe sont mis en évidence en gris clair sur la figure).
Un polygone convexe a exactement deux changements de signe pour tout
(«, B) en position générique (non colinéaire a une aréte), alors qu'un poly-
gone non convexe admet des directions (&, f) avec un plus grand nombre
de changements de signe. Le méme raisonnement s’applique également
aux voisinages des sommets (auquel cas la propriété de cyclicité joue le
méme role que la propriété de convexité des faces).

Considérons a présent un maillage qui est un disque topologique
(cf. sous-section précédente), que nous transformons en une sphere topo-
logique en ajoutant une grande face qui ferme son bord. Le principal
argument de la preuve est que si les coordonnées (u;,v;) satisfont les
pré-conditions du théoreme de Tutte (sommets du bord sur un polygone
convexe et sommets internes satisfaisant (3.16)), alors pour tout vecteur
directeur («, B), la structure des changements de signe pour 1’ensemble du
maillage est telle qu'illustré sur la figure 3.25 (a droite) : tous les sommets
internes et toutes les faces ont deux changements de signe, deux sommets
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du bord n’ont aucun changement de signe (le sommet le plus haut et le plus
bas), et tous les autres n,,; — 2 sommets du bord ont deux changements
de signe. Sur cette figure?, les fleches correspondent aux arétes orientées
émanant de chaque sommet et aux arétes orientées formant le bord des
faces. Les changements de signe sont mis en évidence en gris. Comme il y a
une face extérieure infinie (celle qui a été ajoutée pour transformer le disque
topologique en une sphere topologique), certains des coins correspondant
aux changements de signe sont symbolisés a 1'extérieur du bord.

Afin de démontrer que la structure induite par la solution de (3.16)
correspond a cette configuration, Gortler ef al. [87] ont observé que I'en-
semble des valeurs n - (u; — u;) associées aux arétes orientées du maillage
peut étre considéré comme un « champ de vecteurs discret » 8, qui obéit
a un équivalent discret du théoreme de Poincaré-Hopf [90]. Ce dernier
théoréme met en relation la topologie d"un champ de vecteurs (représentée
ici par les changements de signe) avec la topologie de la surface sur laquelle
ce champ de vecteurs est défini (ici une sphere topologique). En deux mots,
ce théoreme indique que le nombre de singularités du champ de vecteurs
correspond a la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface. Dans notre
configuration, nous avons une sphere de caractéristique X = 2, doncil y
a deux singularités (le sommet le plus haut et le sommet le plus bas). Plu-
sieurs versions discretes du théoreme de Poincaré-Hopf ont été proposées
[156, 157]. La version proposée par Gortler et al. dans [87] s’énonce de la
maniere suivante :

Théoréme 3.3.2. Soit zjj un ensemble de nombres réels attachés aux arétes orien-
tées d'un maillage de genre g sans bord tel que pour toute aréte orientée (i, ),

zij # 0 et zjj = —z;;. L'indice ind des sommets et des faces satisfait I'égalité
suivante :
Y ind(v)+ ) ind(f)=X=2-2g.
vel,...,ny feL...ng

Les entiers ind(v) = (2 —sc(v))/2 (et ind(f) = (2 —sc(f))/2) sont
appelées respectivement indice du sommet v dans z (et indice de la face f
dans z). Les entiers sc(v) (et sc(f)) dénotent le nombre de changements de
signe de z rencontrés en parcourant les arétes orientées émanant de v (et
respectivement les arétes orientées autour de f). L'indice d"un sommet ou
d’une face peut prendre les valeurs suivantes :

— ind = 1:z;; ale méme signe pour toutes les arétes orientées éma-

nant du sommet / tournant autour de la face. Un sommet d’indice 1

7. nous utilisons une convention graphique différente de celle de I’article original [87].
8. ou plus exactement la version discrete d’une 1-forme différentielle.
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FIGURE 3.26 — Chaque aréte orientée introduit exactement soit un changement de
signe dans le sommet duquel elle émane, soit un changement de signe dans la face
qu’elle touche.

est appelé une source () ou un puits (—). Une face d’indice 1 est
appelée un vortex;

— ind = 0 : un sommet ou une face d’indice 0 est dit(e) non singu-
lier(e) ;

— ind < 0 : un sommet ou une face d’indice négatif est appelé(e) une
selle.

Démonstration.

Y. ind(v)+ Y ind(f)

vEl,... Ny fel...ng

=5 ¥ @2-sc()+3 T (2—sc(f))

veEl,... ny fel,...,nf

va+”f_%< Y sc(v)+ X 5C(f)>
n

vel,... ny fel,..,
=Ny + ng — ne.

La dernieére étape du calcul ci-dessus utilise I'observation suivante : le
nombre total de changements de signe dans les faces et dans les sommets
est égal au nombre d’arétes orientées du maillage, a savoir 27, (il y a deux
arétes orientées par aréte). Chaque aréte orientée introduit exactement soit
un changement de signe dans un sommet soit un changement de signe
dans une face : examinons l’aréte /1; de la figure 3.26. Son aréte opposée h3
est de signe opposé. Pour h; il y a deux cas possibles :

— hy et hy ont le méme signe, alors le coin hy, h3 est un changement

de signe dans le sommet v,
— ou hy et hy ont des signes opposés, alors le coin iy, h; est un chan-
gement de signe dans la face f.
[

En utilisant cette version discréte du théoreme de Poincaré-Hopf,
nous pouvons a présent examiner la structure des changements de signe
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engendrée par un ensemble de valeurs n - (u; — u;) associées aux arétes
orientées (i, j) d’'un maillage, ot les points 2D u; = (1;, v;) sont donnés et
satisfont I’équation de Tutte (3.16). Nous pouvons deés a présent affirmer
qu’aucune face ne peut étre un vortex (a savoir d’indice 1, ou encore sans
changement de signe), car ceci impliquerait qu’en partant d’'un sommet et
en tournant autour de la face nous ne reviendrions pas a la position initiale.

De maniere similaire, les sommets ne peuvent pas étre d’'indice 1 pour
la raison suivante : comme les u; satisfont ’équation de Tutte, il est facile
de vérifier que les valeurs z;; associées aux arétes orientées émanant d"un
sommet interne 7 satisfont 1’égalité :

Z wijzij =0.

JEN;

Comme tous les coefficients w;; sont strictement positifs et comme les
zjj sont tous non nuls, le signe de z;; doit changer, donc un sommet interne
i ne peut étre ni une source, ni un puits. En résumé,

ind (f)

< f=1,...,71f
ind(v) < v=1

,...,(nv — nvbd)-

Nous rappelons le théoreme de Poincaré-Hopf discret (avec X' = 2):

) ind(v)%—fz ind(f) = 2.
=1,..,n

fil,,..,ﬂp seeerMf

Les sommets du bord sont sur un polygone convexe. Par rapport a
la direction (&, B) considérée, il y a exactement deux sommets extrémes,
en blanc sur la figure 3.25 (droite). Toutes les arétes émanant d"un de ces
sommets extrémes sont de méme signe. Ainsi, les deux sommets extrémes
sont une source et un puits tous deux d’indice 1. Les autres sommets du
bord ont deux changements de signe (et sont donc d’indice 0). Restent &
déterminer les indices des faces et des sommets internes. En se rappelant
que les indices des sommets et faces internes sont tous négatifs ou nuls, la
seule possibilité pour que X soit de valeur 2 est que toutes les faces et tous
les sommets internes soient d’indice 0.

En conclusion, quelle que soit la direction («, B), toutes les faces et
tous les sommets internes sont d’indice 0 (non singuliers), donc toutes les
faces sont convexes et tous les sommets internes sont cycliques.

Ceci conclut la preuve du théoréme 3.3.1.

Tout au long de la preuve, nous avons supposé que tous les objets
géométriques considérés étaient en position générique. L'article initial [87]
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inclut des lemmes de perturbation (que nous ne détaillerons pas ici) qui
permettent de traiter les cas dégénérés ot une aréte est colinéaire avec la
direction («, B) considérée. L'article original inclut également des résultats
pour des maillages comportant plusieurs bords internes éventuellement
non convexes, et étudie également le cas d’objets de genre supérieur. Dans
ce cours, nous nous limiterons au cas d"un disque topologique avec un bord
convexe. Pour les cas plus généraux, le lecteur pourra consulter l'article
initial, et les articles de synthese et ouvrages [27, 31, 97].

3.3.4 Résolution numérique de I’équation de Tutte

Etant donné un disque topologique, la position 2D de ses sommets du
bord sur un polygone convexe, et des poids positifs w;j, il est possible d’ob-
tenir les (u;, v;) définissant une paramétrisation valide (sans intersection
de triangles) en résolvant (3.16). Nous expliquons ici plusieurs méthodes
permettant de résoudre de tels systemes linéaires. Sous sa forme originale,
I"équation de Tutte correspond au systeme linéaire suivant :

u; = Z wijuj
JEN; v -
1=1,...,(ny—n .
vi — Z wz]v] 7 /( v ’Ubd)
JEN;

Le terme de droite contient a la fois des inconnues (les u; et v; associés
aux sommets internes) et des valeurs constantes (les u; et v; associés aux
sommets du bord). Pour réorganiser cette équation sous une forme qui
regroupe les valeurs constantes dans le terme de droite, nous étendons la
définition des w;; en adoptant la convention suivante :

wi; = —letw;; = 0sij ¢ N;. Nous pouvons alors écrire :
' Z wi]-u]- = - Z wi]-u]-
]:1/--~/(nv7nvbd) ]:(nvfnvbd‘i’l)r-wnv .
Vi=1,...,(ny—nypg)
' Z wi]"()]‘ = - Z wijvj
=1, (no—"gpa) j= (o —nypq+1),...10

En sachant que les u; et les v; ne sont pas mélangés dans les équa-
tions, ¢a revient a résoudre deux systemes linéaires séparés. Sous forme
matricielle, ces deux systemes linéaires s’écrivent :

wWX* = Yt

WX? = YV
ot W est une matrice (1, — nypg) X (Hy — nypg), et X, Y, X%, YY sont des
vecteurs de dimension (11, — fypg)-
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Nous abordons a présent la résolution numérique de ces systemes
linéaires. Considérons un systeme sous la forme WX =Y, avec n = (n, —
Nypq ). La relaxation de Gauss—Seidel est une méthode qui est tres simple
a implanter et qui permet de calculer une approximation de la solution.
Intuitivement, elle peut se comprendre en considérant I'équation sous la
forme d’un systéme d’équations linéaires :

w11X1 + WipX2 + ... TWinXn = W1
WX, + WXy + ...+ WX+ ... FWiuXy = Y
Wy1X1 + Wp2X2 + ... +WunXn = Yn

L’algorithme va effectuer des itérations successives sur les n équations
en partant d’une approximation initiale x; = 0 Vi = 1,..., (ny — nypg)-
Pour chaque équation, la variable x; sera mise a jour en « faisant comme
si» la valeur de toutes les autres variables x; pour j # i dans le vecteur
solution était connue. Ainsi, la mise a jour de x; s’écrit :

1
Xism o\ YiT )3 wijXj
n J€L,..., (No—nypa) j#i

En remplagant la composante y; du membre de droite par son ex-
pression — 3} i, .. 1,.u, WijX; et le coefficient wj; par sa valeur —1, dans
notre cas particulier, la mise & jour de la variable x; s’écrit :

X = | - ) wixi— Y, Wi
]‘:(nvfnvbd‘i’l/---rnv) ]‘:L---/(nvfnvbd)

ou encore :
Xi Y wix;.
JEN;

En résumé, résoudre le systeme d’équations linéaires de Tutte par la
relaxation de Gauss—Seidel revient simplement a appliquer des itérations
successives, oul chaque itération consiste a déplacer chaque sommet au bary-
centre pondéré de ses voisins. Cette méthode est tres simple a implanter,
et donne des résultats en un temps raisonnable pour des petits maillages
(ayant quelques milliers d’éléments). Pour des maillages plus conséquents,
il est possible d’utiliser des algorithmes de résolution numérique plus
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FIGURE 3.27 — Visualisation de la paramétrisation obtenue avec les poids uni-
formes (@ gauche) et les coordonnées valeur moyenne (au milieu). A droite : les
angles impliqués dans la définition des coordonnées valeur moyenne.

sophistiqués, tels que le gradient bi-conjugué, une généralisation de 1'algo-
rithme que nous allons voir en section 3.2 qui permet de traiter des matrices
non symétriques, comme suggéré dans [74]. Si la consommation mémoire
n’est pas un probleme, les solveurs directs creux tels que SUPERLU [120]
peuvent étre une alternative encore plus efficace. Voir également le chapitre
«aspects numériques » du livre [31].

Choix des poids

Suivant l’application, il est souvent souhaitable de créer une paramé-
trisation minimisant les déformations entre I'espace 2D paramétrique et la
surface 3D. En utilisant les poids uniformes w;; = 1/|N;| ot [N;| dénote
le nombre de voisins du sommet i, nous obtenons une paramétrisation
certes valide, mais introduisant de fortes distorsions. La figure 3.27 (a
gauche) illustre ces déformations en « peignant » une grille réguliére dans
I'espace 2D paramétrique et en transportant celle-ci sur la surface 3D par la
paramétrisation.

Il est possible d"utiliser pour les poids w;; les « coordonnées valeur
moyenne » (Mean Value Coordinates) [75, 96], qui prennent en compte
la géométrie de la surface 3D initiale, et qui sont positives comme requis
par les pré-conditions du théoréeme de Tutte. Les poids w;; dérivés des
coordonnées valeur moyenne ¢;; ont pour expression :

~ __ tan(aj_1/2)+tan(a;/2)
Pij = o —pil

wij = Pij/ Lien; i

ou les angles a; 1 et a; sont tels que sur la figure 3.27 (a droite).
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FIGURE 3.28 — Comparer des fonctions : on aimerait dire que fi est plus proche de
f2 que de f3, mais la norme Ly ne « voit pas » que f correspond a fi 1égérement
décalée sur I'axe des x.

3.4 Transport optimal

Cette section présente une introduction au transport optimal, et ré-
sume une série de conférences de B. Lévy données entre 2014 et 2017 (lors
de l'école d’été de I'Institut Fourier, d’ateliers BIRS, IPAM et CRM). La
présentation reste a un niveau élémentaire, correspondant a une vision
informatique du probleme, avec I’objectif principal de comprendre la struc-
ture du raisonnement, pour aller ensuite jusqu’a un algorithme efficace
implantable en machine.

Le transport optimal, étudié initialement par Monge [134], est un pro-
bléme trés général qui peut étre utilisé comme modele pour une grande
classe de domaines d’application. En particulier, il est une formulation
naturelle pour plusieurs questions fondamentales de graphisme par or-
dinateur [127, 129, 30], car il permet de définir de nouvelles manieres de
comparer, de mesurer des distances entre des fonctions et d’interpoler entre
plusieurs fonctions.

Comparer des fonctions. Considérons les fonctions f1, f, et f3 de la figure
3.28. Nous avons choisi une fonction f; dont le graphe oscille beaucoup,
et une fonction f, obtenue par translation du graphe de f; sur I'axe des x.
La fonction f3 correspond a la valeur moyenne de f; (ou de f). Si nous
mesurons les distances relatives entre ces fonctions en utilisant la norme L,

classique, a savoir dr,(f, g) \/ [(f x))?dx, nous trouverons que
f1 est plus proche de f3 que de f>. Le transport optimal permet de définir
une distance qui va prendre en compte le fait que le graphe de f, puisse
étre obtenu par une translation (comme ici), ou encore une déformation du
graphe de fi, et ainsi considérer que f; est plus proche de f, que de f;.
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FIGURE 3.29 — Interpoler entre deux fonctions : I'interpolation linéaire fait dispa-
raitre une bosse pendant que I'autre bosse apparait ; l'interpolation de déplacement,
issue du transport optimal, déplace la bosse.

Interpoler entre des fonctions. Considérons a présent les fonctions u et
v de la figure 3.29. Ici nous supposons que u correspond a un certain phéno-
mene physique mesuré a un temps initial t = 0 et v au méme phénomene
mesuré au temps final t = 1. Le probleme consiste a reconstruire ce qui
s’est passé entre t = 0 et t = 1. Si nous utilisons l'interpolation linéaire
(figure 3.29 en haut a droite), nous verrons la bosse de gauche diminuer
progressivement pendant que celle de droite apparait, ce qui ne serait pas
tres réaliste si les fonctions représentent par exemple une onde en train de
se propager. Le transport optimal permet de définir un autre type d’inter-
polation (interpolation de déplacement de Mc Cann, figure 3.29 en bas a
droite), qui va transformer progressivement le graphe de u en le graphe
de v.

Le transport optimal permet de munir un espace de fonctions® d"une
géométrie, et ainsi de calculer des distances dans cet espace, ou d’inter-
poler entre différentes fonctions, ou encore de calculer des barycentres
entre différentes fonctions, et ceci dans un contexte tres général. Ainsi, le
transport optimal apparait comme un outil fondamental dans de nombreux
domaines appliqués. Ainsi, des applications en graphisme par ordinateur
ont été proposées, pour comparer et interpoler des objets de natures di-
verses [30], pour générer des lentilles permettant de concentrer la lumiere
d’une maniere prescrite [130, 171]. D’autre part, le transport optimal fournit
de nouveaux outils pour discrétiser des équations aux dérivées partielles,
et ainsi définir de nouveaux algorithmes de résolution numérique [22]. Ce
type de schéma numérique permet par exemple de simuler des fluides [80],
avec des applications spectaculaires en graphisme par ordinateur [57].

Le reste de cette section s’inspire en partie de [199], [168], [40] et [6]

9. ou d’objets plus généraux, des mesures, voir plus loin.
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FIGURE 3.30 — Etant donnés deux terrains, dont les fonctions altitude u et v sont
ici symbolisées par des niveaux de gris, le probleme de Monge consiste a transformer
un terrain en 'autre en déplacant de la matiére selon une application T. Cette
application doit satisfaire une contrainte de préservation de matiere.

mais reste a un niveau élémentaire. L'objectif ici est de donner une intuition
des différents concepts mis en jeu, et surtout de la maniere générale dont
ils s’articulent les uns avec les autres, pour aller jusqu’a un algorithme
utilisable en pratique.

3.4.1 Le probleme de Monge

Le probléme du transport optimal a été introduit et étudié par Monge
[134] peu avant la Révolution francaise. Nous commencerons par donner
une intuition du probléme, puis introduirons rapidement la notion de
mesure, nécessaire pour poser le probleme dans sa généralité et surtout
pour I'analyser.

Intuition. La motivation initiale de Monge pour étudier ce probleme
était tres pratique, et concernait un probléeme de terrassier : comment
transformer un terrain ayant un relief initial en un relief cible souhaité, tout
en minimisant le travail du terrassier?

Monge avait formulé le probleme de la maniére suivante :

T 1}r(1ix}{ c(x, T(x))u(x)dx

sous la contrainte :

VBC X, [ wu(x)dx= [o(x)dx
T-1(B) B

ol X est un sous-ensemble de IR?, u et v sont deux fonctions positives
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FIGURE 3.31 — Transport depuis une fonction (niveaux de gris) vers un ensemble
de points discret (ronds bleus).

définies sur X et telles que [, u(x)dx = [, v(x)dx, etc(, ) est une distance
convexe (la distance Euclidienne dans le probleme de Monge initial).

Les fonctions u et v représentent 1’altitude du relief courant et celle du
relief a réaliser (symbolisées par des niveaux de gris sur la figure 3.30). Le
probleme consiste a trouver (si elle existe) la (ou les) fonction(s) T de X dans
X qui permette(nt) de transformer le relief courant u en le relief a réaliser v,
tout en minimisant le produit de la quantité de terre transportée u(x) par
la distance parcourue c(x, T(x)). Clairement, la matiere doit étre préservée
pendant le transport, et donc la quantité totale de terre doit étre la méme
dans le terrain source et dans le terrain cible (les intégrales de u et de v sur X
doivent correspondre). Cette contrainte globale de préservation de matiere
doit étre complétée par une contrainte locale, qui impose que la quantité de
matiere recue dans tout sous-ensemble B de X doit correspondre a ce quiy a
effectivement été transporté, a savoir la matiere initialement présente dans
la pré-image de B par T. Sans cette contrainte, il serait possible de créer et
d’annihiler localement de la matiere d’une maniére qui se compenserait
dans le bilan global. Une application T qui satisfait cette contrainte est
appelée une application de transport.

Le probléme de Monge avec des mesures. Nous supposons maintenant
qu’au lieu d’un «relief a réaliser », nous souhaitons transporter la terre vers
un ensemble de points (que nous noterons Y a présent), représentant par
exemple un ensemble d’usines permettant d’exploiter une ressource, voir
tigure 3.31. Chaque usine souhaite recevoir une certaine quantité de matiere.
Ainsi, la fonction v représentant le « relief a réaliser » est remplacée par une
fonction sur un ensemble fini de points. Si la fonction v s’annule partout
sauf sur un ensemble fini de points, alors son intégrale sur X s’annule,
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donc nous ne pourrons pas utiliser des fonctions pour représenter ce cas
de figure. Nous allons utiliser a la place des mesures, et associer a chaque
usine une masse de Dirac pondérée par la quantité de matiere a transporter
vers l'usine.

A partir de maintenant, nous allons utiliser des mesures y et v pour
représenter le «relief courant » et le «relief a réaliser ». Dans la précé-
dente sous-section, nous considérions un transport de X dans lui-méme.
A présent, les mesures y et v seront supportées par des ensembles X et Y
potentiellement différents (dans le cas précédent, un sous-ensemble de R2
et un ensemble discret de points). Ceci permet non seulement d’étudier le
probleme quand la source ou la destination contient des masses de Dirac,
mais aussi d’avoir des mesures concentrées sur des surfaces, ce qui permet
directement de formaliser des objets informatiques (maillages).

Le lecteur souhaitant en savoir plus sur la théorie de la mesure se
référera a [187]. Pour garder une longueur de chapitre raisonnable, nous
n’introduirons pas ici la définition d’'une mesure, mais pour le moment,
nous pourrons nous contenter d’utiliser le petit tableau suivant, qui permet
intuitivement de traduire du «langage des fonctions » vers le « langage des
mesures » :

fonction u mesure j
Jpu(x)dx | u(B)ou [,du

Jp fu(x)dx | [5 f(x)dp
u(x) N/A

(@ noter : évaluer en un point une mesure p associée a une fonction u ne
donne pas u(x) mais 0, ce qui est indiqué par N/A dans le tableau).

Dans sa version avec des mesures, le probleme de Monge s’énonce de
la maniére suivante :

(M) . 1}r(1iy){ c(x, T(x))du sous la contrainte : v = Tfu (3.17)

ou X et Y sont des Boréliens (a savoir des espaces mesurables), u et v sont
deux mesures sur X et Y telles que u(X) = v(Y), et c(-, -) est une distance
convexe. La contrainte v = Ty, qui se lit « T pousse y sur v », correspond
a la contrainte de préservation de masse locale. Etant données une mesure
u sur X et une application T de X dans Y, la mesure Tfu sur Y, appelée «le
poussé en avant de u par T », est telle que T#u(B) = u(T~!(B)) pour tout
Borélien B C Y. La contrainte de préservation de masse locale signifie donc
que #(T~1(B)) = v(B) pour tout Borélien B C Y.
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FIGURE 3.32 — Une illustration classique du probléme de I’existence de solutions
au probleme de Monge : il n’existe aucune application de transport optimal entre
un segment Ly et deux segments paralleles Ly et L3 (il est toujours possible d’en
trouver un meilleur en remplacant h par h/2).

Cette contrainte rend le probleme tres difficile. Essayons d’imaginer
comment la prendre en compte dans un programme d’ordinateur : la
contrainte concerne tous les sous-ensembles B de Y, comment peut-on
imaginer ne serait-ce qu'un algorithme qui vérifie si elle est satisfaite pour
une configuration donnée ? Nous allons voir une série de transformations
en des problemes équivalents, ot1 les contraintes deviennent linéaires, pour
arriver a la fin & un simple probleme d’optimisation convexe, qu’on peut
résoudre numériquement avec des méthodes classiques.

Ceci n’est pas la seule difficulté : la fonctionnelle du probléeme de
Monge a une structure non-symétrique, qui pose quelques difficultés pour
I’étude de l’existence de solutions du probleme (M). Cette dissymétrie
provient du fait que T doive étre une application, ceci permet de fusionner
de la matiere (si T(x1) = T(x2) pour deux points différents x; et x»), mais
pas de scinder de la matiére (pour cela, il faudrait que T puisse envoyer un
méme point x vers deux points différents y; et ). La figure 3.32 illustre ce
probléme : supposons qu’on souhaite calculer le transport optimal entre
un segment vertical L; (symbolisant un « mur de terre ») et deux segments
paralleles L, and L3z (symbolisant deux « tranchées » de profondeur égale
a la moitié de la hauteur du mur de terre), vers lesquelles on souhaite
déplacer la terre du mur pour aplanir I'ensemble. Il est possible de décom-
poser L; en segments de longueur /1, envoyés alternativement vers L, et
L3 (figure 3.32 a gauche). Pour toute longueur 7, il est toujours possible de
trouver une meilleure application T, a savoir avec une valeur plus faible
de la fonctionnelle dans (3.17), en subdivisant L en des segments plus
petits (figure 3.32 a droite). La meilleure maniére de procéder consiste a
envoyer en tout point de L, la moitié de la terre vers L, et L3, ce qui ne
peut pas étre représenté par une application. Ainsi, la meilleure solution
du probleme (M) n’est pas une application. D’'une maniére générale, ce
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probleme survient dés que la mesure source y a de la masse concentrée sur
une variété de dimension 4 — 1 [126] (comme le segment L;).

3.4.2 Larelaxation de Kantorovich

Pour s’affranchir de cette difficulté, et définir un probléme qui ait un
espace de solutions plus large, Kantorovich a proposé une relaxation du
probleme (M), o1 la masse peut étre a la fois scindée et fusionnée. L'idée
consiste a chercher une mesure 7y définie sur 'espace produit X x Y de la
manieére suivante :

T | xxY

(K) avec - (3.18)

inf{ [ clx,y)dy|y>0etye H(y,v)}

H(p,v) ={y e P(XXY) [ (P)fy = p; (Pa)y = v}

ott (Py) et (P,) dénotent les deux projections (x,y) € X X Y — xet (x,y) €
X X Y +— y respectivement.

Les mesures poussées en avant par les deux projections (P;)fy et
(P,)#y sont appelés marginales de 7. Les mesures <y dans I'1(y, v), a savoir
qui ont u et v comme marginales, sont appelées des plans de transport. Les
deux contraintes sur les marginales (P; )y = p et (P2)y = v définissant
’ensemble des plans de transports II(y, v) peuvent s’écrire également :

(Pfy=p <= VBCX, [pdu= [z dy

1
(P)y=v <= VBCY, [pdv= [ pdy (3.19)
(d’apres la définition de (P;)fy et (P2)fy). Intuitivement, ces deux
contraintes signifient respectivement que tout ce qui part d'un sous-
ensemble de X doit correspondre a ce qu’il y avait initialement dans ce
sous-ensemble, et que tout ce qui arrive dans un sous-ensemble de Y doit
correspondre a ce que I'on souhaitait y trouver.
Parmi les plans de transport, ceux qui sont de la forme (Id x T)fu
correspondent a une application de transport T :

Remarque 3.4.1. Si (Id x T)#u € I1(p,v), alors T pousse p sur v.

Démonstration. (Id x T)fu est dans IT(p, v), ainsi (P2)f(Id x T)iy = v, ou
encore ((Py) o (Id x T)) fy = v, d’ou Ty = v. [
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=A

FIGURE 3.33 — Quatre exemples de plans de transport en 1D. A : un segment est
translaté. B : un segment est scindé en deux segments. C : une masse de Dirac est
scindée en deux masses de Dirac. D : une masse de Dirac est répartie sur deux
segments. Les deux premiers (A et B) sont sous la forme (Id x T)tu oir T est une
application de transport, alors que le troisieme et quatriéme (C et D) ne le sont pas,
parce que chacun d’eux scinde une masse de Dirac.

Nous pouvons ainsi observer que si un plan de transport a la forme
v = (Id x T)fu, alors (K) devient

min /c(x,y)d((lde)jj],z) = min /c(x,T(x))dy

XxY X

(on retrouve la méme fonctionnelle que dans le probléme de Monge initial).

Pour donner une compréhension intuitive de cette notion de plan
de transport, nous montrons quatre exemples en 1D sur la figure 3.33 (le
plan de transport est alors en 1D x 1D = 2D). Intuitivement, le plan de
transport y peut étre vu comme une « table » indicée par x et y qui indique
la quantité de matiere de x transportée vers y. Plus exactement, la mesure vy
sur X X Y est non-nulle sur les sous-ensembles qui contiennent des points
(x,y) tels que de la matiere soit transportée de x vers y. Quand 7 dérive
d’une application de transport T, & savoir quand <y est de forme (Id x T)fu,
alors on peut aussi considérer v comme le « graphe de T », comme dans les
deux premiers exemples (A) et (B) 1°.

Les plans de transport des deux autres exemples (C) et (D) n’ont pas
d’application de transport associée, car ils scindent des masses de Dirac. Le
plan de transport associé au cas de la figure 3.32 est de méme nature (mais
en 2D x 2D = 4D). Il n’admet pas d’écriture sous la forme (Id x T)fu car
il scinde la masse concentrée en L; vers L, et Ls.

10. pour l'exemple (B), I'application de transport T n’est pas définie au centre du
segment, mais ceci ne pose pas de probleme car on peut dter de X tout sous-ensemble de
mesure nulle, et dans cet exemple il n’y a pas de mesure concentrée au centre du segment.
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FIGURE 3.34 — Une version discrete du probléme de Kantorovich.

A partir de ce point, une approche standard pour attaquer ce genre
de probleme d’existence est de trouver une certaine régularité a la fois dans
la fonctionnelle et dans ’espace des plans de transport admissibles, a sa-
voir prouver que la fonctionnelle est suffisamment « lisse » et trouver un
ensemble compact de plans de transport admissibles. Comme 1’ensemble
des plans de transport admissibles contient au moins la mesure produit
1 ®@v, il est non vide, et I’existence peut étre prouvée a I’aide d'un argument
topologique qui exploite la régularité de la fonctionnelle et la compacité de
I'ensemble (voir [198] chapitre 2). Une fois I’existence d’un plan de trans-
port établie, une autre question intéressante concerne 1’existence d"une
application de transport associée. Malheureusement, le probleme (K) n’a
pas directement la structure requise par ce chemin de raisonnement. Tou-
tefois, nous pouvons observer que (K) est un probleme d’optimisation
linéaire sous contraintes linéaires, ce qui suggere 'utilisation de certains
outils, tels que la formulation duale, qui a été développée par Kantorovich.
Cette formulation duale permet de mettre en évidence une structure in-
téressante, qui permet de répondre aux questions précédentes (existence
d’un plan de transport, et savoir s’il existe une application de transport
correspondant a ce plan de transport).

3.4.3 Le probleme dual de Kantorovich

La dualité de Kantorovich s’applique au probleme (K), sous sa forme
générale (avec des mesures). Afin de faciliter la compréhension du rai-
sonnement, nous allons considérer une version discréte du probleme (K),
qui permet de le modéliser a I'aide de vecteurs et de matrices (plutot que
des mesures et des opérateurs), et ainsi de mieux cerner la structure de
(K), a savoir la nature linéaire de la fonctionnelle et des contraintes. Ceci
permet également d’expliquer le raisonnement de construction du dual
en manipulant des objets habituels (matrices, vecteurs), mais la structure
globale du raisonnement reste la méme dans le cas général.
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Probléeme de Kantorovich discret. La figure 3.34 montre la version dis-
créte du transport entre deux segments 1D de la figure 3.33. Les mesures u
et v sont remplacées par des vecteurs U = (1;)i—1..u et V = (0})i=1..4. Le
plan de transport y devient un ensemble de coefficients Yijs dont chacun
indique la part de la quantité u; qui sera transportée vers v;. Le probleme
de Kantorovich discret s’écrit de la maniere suivante :

Py=U
min < C,y > sous les contraintes Py=V (3.20)
! Yij =0 Vij

ou 7y est le vecteur de R™*" de tous les coefficients ;; (la matrice des 1;;
«déroulée » dans un vecteur), et C le vecteur de R"*" des coefficients c;;
indiquant le cofit de transport du point i au point j (par exemple la distance
Euclidienne). La fonction objectif est simplement le produit scalaire, noté
< C, v >, entre le vecteur C des cofits et le vecteur <. La fonction objectif est
linéaire en . Les contraintes sur les marginales (3.19) imposent dans cette
version discrete que les sommes des 7;; sur les colonnes correspondent aux
u; (figure 3.33-B) et que les sommes sur les lignes correspondent aux v;
(figure 3.33-C). Intuitivement, tout ce qui part d"un point i doit correspondre
a u;, a savoir la quantité de matiere initialement présente en i, et tout ce qui
arrive a un point j doit correspondre a v}, a savoir la quantité de matiere
souhaitée en j. Ces deux contraintes sont également linéaires en v, et
peuvent s’écrire a 1’aide de matrices P; et P,, de dimensions m x mn et
n X mn respectivement.

Construction du dual de Kantorovich dans le cas discret. Nous intro-
duisons a présent, de maniere tout a fait arbitraire pour le moment, la
fonction L suivante :

Lig,p) =<C,y>—<e@,Piy—-U>— <9,y -V >

qui prend en parametre des vecteurs ¢ de R" et ¢ de R", construite a
partir de la fonction objectif < C,y > de laquelle on soustrait les produits
scalaires de ¢ et ¢ avec les vecteurs correspondant au degré de violation
des contraintes. Nous pouvons observer que :

sup[L(¢, )] = <C,y>siPiy=UetPy=V
PP
= +o0 sinon.

En effet, si par exemple une des composantes i de P;7y est non-nulle, on
peut rendre L aussi grande qu’on veut en choisissant bien le coefficient ¢;.
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Considérons a présent :

inf |sup[L(¢,¢)]| = inf [<C,v>].
720 | gy 720

Pyy=Uu

Pyy=V
L’égalité entre les deux termes découle du fait que pour minimiser
sup[L(¢, )], v n’a pas d’autre choix que de satisfaire les contraintes (voir
observation précédente). Nous obtenons ainsi une nouvelle écriture (terme
de gauche) du probleme de Kantorovich discret (terme de droite). Exami-
nons a présent cette nouvelle écriture en remplagant L par son expression :

inf |[sup[< C,y>—-—<g@,Piy—-U>—-<y,PLy—-V>]| = (321
120 | 99 |
sup [inf[< Cy>—<e¢Piy—-U>—-<y,Py—V>]| = (322
([7/1/1 720 ]
sup [il;g[< 7,C—Plo—Pyp>+<oU>+<y,V>]| = (323
oy L7Z :

sup [ U>4+ <9,V >]. (3.24)

Py fﬁﬁu <cC
La premiere étape (3.22) consiste a échanger inf et sup. Ensuite, on
réarrange les termes (3.23). En réinterprétant cette équation comme un
probleme d’optimisation sous contraintes (avec un raisonnement simi-
laire a celui du paragraphe précédent), on obtient finalement le probleme
d’optimisation (3.24). Dans la contrainte Pl + Piyp < C, I'inégalité est a
considérer composante par composante. Le probleme (3.24) se réécrit alors :

sup[< o, U >+ <9,V >]
Py (3.25)
sous la contrainte : ¢; + ¢; < ¢;; Vi, j.

Par rapport au probleme primal (3.20) qui a m X n variables (les valeurs
du plan de transport 7;; pour chaque couple de points (i, j)), ce probleme
dual a m + n variables (les composantes ; et 1; attachées aux points source
et aux points destination). Nous verrons plus loin comment réduire encore
le nombre de variables, mais avant cela, nous allons revenir au continu (a
savoir, avec des fonctions, des mesures et des opérateurs).

Le dual de Kantorovich en continu. Le méme raisonnement peut étre ap-
pliqué au probleme de Kantorovich continu 3.18, pour aboutir au probleme
(DK) suivant :
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(DK)  sup [f pdu + [ lIJdVI
e | X Y
sous la contrainte :

e(x) +9(y) <clx,y) V(x,y) € XxY

olt maintenant ¢ et i sont des fonctions définies sur X et Y 1.

(3.26)

L'image classique qui donne un sens intuitif a ce probléme dual est
de considérer qu’au lieu de transporter nous-méme la terre, nous faisons
appel a une entreprise qui va réaliser le travail a notre place. L'entreprise a
une maniére spéciale de fixer son prix : la fonction ¢(x) correspond au tarif
pour charger la terre en x, et () au tarif pour décharger en y. L'entreprise
cherche a maximiser son profit (c’est pourquoi le dual utilise un sup plutot
qu’'un inf), mais elle ne peut pas facturer plus cher que ce que cela nous
cotterait si nous effectuions le travail nous-méme (contrainte).

L'existence pour (DK) reste difficile a étudier, car ’'ensemble des fonc-
tions ¢, 1 qui satisfont la contrainte n’est pas compact. Toutefois, il est
possible de révéler plus de structure dans le probléme, en introduisant la
notion de c-conjuguée, qui va permettre de trouver une classe de fonctions
admissibles présentant suffisamment de régularité :

Définition 3.4.2. Soit une fonction f : X — R U {—o0, +o0}, la c-conjuguée
f€ est définie sur Y par :

fy) = inf [e(x, y) — f(x)]
xeX
— Si une fonction ¢ est telle qu’il existe une fonction f telle que ¢ = f¢,
alors ¢ est dite c-concave;
— Y. (X) dénote 'ensemble des fonctions c-concaves sur X.

Nous allons maintenant remarquer deux propriétés de (DK) qui vont
nous permettre de nous restreindre a la classe des fonctions c-concaves
pour chercher g et i :

Remarque 3.4.3. Si le couple (¢, ) est admissible pour (DK), alors (¢, ¢°) est
également admissible.

11. les fonctions ¢ et ¢ doivent étre dans L! () et L!(v). La démonstration de I'équiva-
lence avec le probleme (K) requiert un petit peu plus de précautions que dans le cas discret,
en particulier I’étape (3.22) (échange du sup et de I'inf), qui utilise un résultat d’analyse
convexe (di a Rockafellar), voir [199, chapitre 5].



140 Chapitre 3. Géométrie numérique

Démonstration.

y) = inf [c(x y)—(P(X)]
¢(X)+¢C(y) = ¢(x) +infuex [c(x,y) — @(x')]
< @(x) +ce(xy) — o(x)
< c(xy)

Remarque 3.4.4. Sile couple (¢, ¢) est admissible pour (DK), alors nous obte-
nons un meilleur candidat en remplagant  par ¢° :

Démonstration.

9“(y) = irelf [c(x,y) — @(x)] )
Ve X, y¢ly) < z(jc(,y) — o(x) } = Py) <o),

ou en termes de notre image intuitive, en remplagant ¢ par ¢, 'entreprise
peut faire payer plus cher le client et le tarif reste acceptable (a savoir la
contrainte reste satisfaite). Ainsi, nous avons :

inf(K) = sup /q)dy+/q)cdv = sup /wcdv+/lpdy
€Y.

peY(X) % 7 v

Nous ne donnerons pas ici le détail de la preuve de l'existence. Le
lecteur peut se référer a [199, chapitre 4]. L'idée est que nous sommes a
présent dans une situation bien meilleure, puisque 1’ensemble des fonctions
admissibles ¥.(Y) est compact !2.

La valeur optimale donne une information intéressante, a savoir le
cotit pour transformer y en v. Ceci permet de définir une distance entre des
distributions, et permet ainsi de les comparer, ce qui est utile dans plusieurs
applications.

12. a condition que 1’on fixe la valeur d"une des fonctions de ¢ en un point de Y afin de
supprimer l'invariance par addition d"une constante.
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3.44 Du probleme de Kantorovich a I’application de transport.

Sous-différentiel. Supposons maintenant que nous souhaitions en plus
du cofit connaitre la maniere de transformer y en v associée au cofit, a savoir,
quand elle existe, I'application T de X dans Y dont le plan de transport
associé (Id x T)§u minimise la fonctionnelle du probleme de Monge. Un
résultat caractérise le support de <y, a savoir I'ensemble d.4 des paires de
points (x,y) connectés par le plan de transport :

Théoreme 3.4.5.

V(x,y) € 3, Vip(x) — Vic(x,y) = 0
ot o.yp = {(x,y)|p(x) + ¢(y) = c(x,y)} dénote le sous-différentiel de .
Démonstration. Voir [199] chapitres 9 et 10. [ ]

Nous donnons ici un résumé de I'argument heuristique donné au
début du méme chapitre de [199], qui permet d’avoir une intuition : consi-
dérons un point (x, y) du sous-différentiel 9.1, qui satisfait donc :

oY) +¢(x) = c(x, ). (3.27)

Par définition, ¢(y) = ¢°(y) = infc(x,y) — P(x), ainsi VX, ¢(y) <
X

c(X,y) — ¢(X), ou encore :

e(y) +¥(X) < c(X,y). (3.28)

En substituant (3.28) dans (3.27), nous obtenons §(X) — ¢(x) <
c(X,y) — ¢(x,y) pour tout X.

Imaginons maintenant que x suive une trajectoire paramétrée par €
et prenant son origine en x. Nous pouvons calculer le gradient en x par
rapport a une direction arbitraire w en considérant la limite quand € tend
vers zéro dans la relation lp(’?)?p(x) < C(f’y)gc(w ). Ainsi nous avons Vp(x) -
w < Vyc(x,y) - w. Nous pouvons également effectuer le méme calcul avec
la direction —w au lieu de w, et nous obtenons alors : Vw, V§(x) - w =
Vic(x,y) - w, ainsi V(x,y) € 0.y, Vip(x) — Vyc(x,y) = 0.

Note : les calculs ci-dessous sont purement formels et ne constituent pas une
preuve. La preuve complete requiert une analyse plus fine, utilisant une notion de
différentiabilité généralisée, ainsi que des outils de I'analyse convexe.

Dans le cas du coftit L, a savoir avec c(x,y) = 1/2||x — y||?, cette rela-
tion devient V(x,y) € o.¢, Vi(x) +y — x = 0, ainsi, quand '"application



142 Chapitre 3. Géométrie numérique

FIGURE 3.35 — L'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions affines est une
fonction convexe.

de transport optimal T existe, elle est donnée par T(x) = x — Vi§(x) =
V(||x]|?/2 = (x)). Non seulement ceci nous donne une expression de T,
ce qui est déja intéressant en soi, mais de plus, ceci permet de caractériser T
comme le gradient d"une fonction convexe (voir également le théoreme
de factorisation polaire de Brenier [35]), ce qui est une propriété intéres-
sante, car elle implique que deux « particules transportées » x; — T(x1)
et x — T(x2) ne peuvent pas collisionner. Nous regardons maintenant
comment prouver ces deux assertions (T gradient d"une fonction convexe
et absence de collisions) dans le cas du transport L, (c(x,y) = ||x — y||?).

Remarque 3.4.6. Si c(x,y) = 1/2||[x —y|?> et ¢ € ¥.(X), alors P : x —

P(x) = ||x]|2/2 — ¥(x) est une fonction convexe (c’est une équivalence si X =
Y =R%).
Démonstration.
p(x) = ¢°(x)
—  inf =yl o(y)

La fonction x — x -y — (w - (p(y)> est affine en x, donc le graphe de ¢

est I'enveloppe supérieure d'une famille d’hyperplans, donc i est convexe
(voir figure 3.35). |

Remarque 3.4.7. Considérons les trajectoires de deux particules paramétrées par
te[0,1], t — (1 —t)xy +tT(xq) et t — (1 —t)xp +tT(x2). Si x1 # xo et
0 < t < 1alors il n’existe pas de collision entre les deux particules.
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| ° ° ° ° ° ° L]
n‘m ﬂ‘ ° ) ) ‘

continu-continu continu-discret discret-discret

FIGURE 3.36 — Différents types de transports, suivant que les mesures y ou v
soient continues ou discretes.

Démonstration. Par contradiction, supposons la présence d'une collision, a
savoir qu'il existe t € (0,1) et x; # x; tels que:

(1—t)x1 +tT(x1) (1—1t)xp 4+ tT(x2)

(1—8)x1 +tVP(x1) = (1—t)xa+tVip(x2)

(1—t)(x1 = x2) + H(Vp(x1) = Vip(x2)) =

Vo, (1—t)v- (x1 —x2) +tv- (VP(x1) — Vip(x2)) =0
prenons v = (x1 — X2

(1= B)llxy — 22| + £(x1 — x2) - (V§(x1) = V(x2)) = 0.

I
o

~—

La derniére étape aboutit a une contradiction, parce que le terme de
gauche est la somme de deux nombres strictement positifs (en rappelant la
définition de la convexité de § : Vx1 # x2, (x1 — x2) - (VP(x1) — V(x2)) >
0). [

3.4.5 Transport continu, discret ou semi-discret

Les développements présentés dans les sous-sections précédentes sont
valables pour tout couple de mesures source et cible y et v, qui peuvent étre
aussi bien dérivées de fonctions continues qu’étre des mesures discrétes
(sommes de masses de Dirac). La figure 3.36 présente trois configurations
intéressantes a étudier, ayant des propriétés spécifiques conduisant a des al-
gorithmes différents pour calculer le transport. Nous donnons ici quelques
indications sur les cas continu — continu et discret — discret, et développe-
rons plus en détail le cas continu — discret dans la sous-section suivante.

Le cas continu — continu et ’équation de Monge-Ampere. Nous rap-
pelons que quand I'application de transport optimal existe, dans le cas du
cotit L (a savoir, c(x,y) = ||x — y]||?), elle peut étre déduite de la fonction ¢
en utilisant la relation T(x) = Vi = x — V¢. La formule du changement
de variables dans une intégrale sur un sous-ensemble B de X s’écrit :

VB C X,/By(x)dy — u(B) = v(T(B)) = /B det Jr(x)| T(x)dv  (3.29)
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ol Jr dénote la matrice Jacobienne de T et det le déterminant.

Si p et v ont toutes les deux une densité u et v, & savoir VB, u(B) =
Jpu(x)dx et v(B) = [;v(x)dx, alors on peut (formellement) considérer
(3.29) en un point de X :

Vx € X, u(x) = |detJr(x)|v(T(x)). (3.30)
En injectant T = V¢ et J; = Hi dans (3.30), on obtient :
Vx € X,u(x) = |det Hp(x)|v(V(x)), (3.31)

ou Hy dénote la matrice Hessienne de ¢. L’équation (3.31) est connue
comme ['équation de Monge-Ampere. 1l s’agit d’'une équation hautement
non-linéaire, et ses solutions quand elles existent ont souvent des singulari-
tés 13. A noter que les calculs effectués ci-dessous sont purement formels, et
I’étude des solutions de I"équation de Monge-Ampére requiert 1'utilisation
d’outils plus élaborés. En particulier, il est possible de définir plusieurs
types de solutions faibles (solutions de viscosité, solutions au sens de Bre-
nier ...). Plusieurs algorithmes pour calculer des solutions numériques
de I’équation de Monge-Ampere ont été proposés, voir par exemple 1’al-
gorithme de Benamou-Brenier [21], qui utilise une formulation de type
dynamique des fluides, et voir également [144].

Le cas discret — discret. Si u est une somme de m masses de Dirac et v
une somme de 1 masses de Dirac, alors on cherche les m x n coefficients ;;
qui donnent pour tout couple de points i de I'espace de départ et j de
I'espace d’arrivée la quantité de matiere transportée de i vers j. Ceci cor-
respond au plan de transport dans le probleme de Kantorovich discret
(voir 3.4.3). Ce type de probleme (dit probleme d’assignation) peut étre résolu
par différentes méthodes de programmation linéaire [38]. Ces méthodes
peuvent étre considérablement accélérées en ajoutant un terme de régulari-
sation, qui s’interpréte comme 1'entropie du plan de transport [117]. Cette
version régularisée du probleme peut étre résolue par des algorithmes
numériques tres efficaces [54].

Le cas continu — discret (également appelé semi-discret) correspond a
une fonction continue transportée vers une somme de masses de Dirac (voir
exemples de fonctions c-concaves dans [81]). Le transport semi-discret a
des relations intéressantes avec des notions de géométrie algorithmique, et

13. de la méme maniere que I’équation eikonale dont la solution est le champ distance,
qui a une singularité sur ’axe médian.
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FIGURE 3.37 — Transport semi-discret : les niveaux de gris symbolisent la quantité
d’une ressource devant étre transportée vers 4 usines, qui vont se partager le
territoire en fonction de ce que chaque usine souhaite collecter.

des ensembles de polyedres convexes, qui ont été étudiés par Alexandrov
[5] et plus tard par Aurenhammer, Hoffman et Aranov [17]. La section
suivante est consacrée au transport semi-discret.

3.4.6 Transport semi-discret

Nous supposons a présent que la mesure source y est continue (de
densité u), et que la mesure cible v est une somme de masses de Dirac
(mesure empirique). Un exemple de ce type de configuration est le cas
d’une ressource dont la quantité disponible en un point est représentée par
une fonction u, devant étre collectée par un ensemble d’usines, comme sur
la figure 3.37. On suppose que chacune des n usines doive collecter une
quantité v; fixée a I'avance, dont la somme correspond a la quantité totale
de ressource disponible (L7, v; = [ u(x)dx).

Probléme de Monge semi-discret. Le probleme de Monge s’écrit alors
de la maniere suivante :

(M) T:i)?—fm){c(x' T(x))u(x)dx sous la contrainte : Vj, fT—l(y]-) = .

Une application de transport T associe a chaque point x de X 'un
des points y;. Ainsi, on peut partitionner X, en associant a chaque y; la
région T~} (yj) contenant les points qui vont étre transportés en y; par T.
La contrainte impose que la quantité de ressource collectée sur chacune des
régions T~ (y;) corresponde a la quantité souhaitée v;.

Examinons a présent la forme que prend le probléme dual de Kanto-
rovich. En termes de mesure, la mesure source y est associée a la densité
u, et la mesure cible v est une somme de masses de Dirac v = Z}Ll vjdy].,
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supportée par I’ensemble des points Y = {y;}. Nous rappelons que le
probléme dual de Kantorovich s’écrit dans le cas général de la maniere
suivante :
sup [/ P (x)dp + / P(y dv] (3.32)
peFe(Y
Dans notre cas semi-discret, la fonctionnelle devient une fonction de n
variables, qui prend la forme suivante :

E(p) = F(y1, 9o, .. / Y (pu(x)dx + Z y= (333
/yug/ [c(x,yj) — ¢j] u(x)dx + ZIIJJ'I/]' = (3.34)
x j=1

Zn: / (c(x,y;) — ) u(x)dx + Xn: Pivj. (3.35)
=1 j=1

La premiere étape (3.33) prend en compte la nature des mesures y et v
dans notre cas. En particulier, on remarquera que la mesure v est définie
par les réels v; associés aux points y;, et que la fonction ¢ est définie par les
réels 1p; correspondant a sa valeur en chaque point y;. L'intégrale [, ¢(y)dv
devient le produit scalaire ) ; i;v;. Ainsi, la fonctionnelle correspondant au
probléeme dual de Kantorovich devient une fonction F de n variables (les ;).
Remplacons maintenant la c-conjuguée ¢ par son expression, de maniere
a obtenir (3.34). L'intégrale du terme de gauche peut étre réorganisée, en
regroupant ensemble les points de X pour lesquels le méme y; minimise
c(x,yj) — ¢j, ce qui donne (3.35), ot la cellule de Laguerre Lagy,(y;) est définie

par:
Lagy(yj) ={x € X | c(xy) =9 <clx,ye) — ¢ Vkj.

Le diagramme de Laguerre, formé par 1'union des cellules de Laguerre,
est une structure classique en géométrie algorithmique. Dans le cas du cofit
L,, a savoir c(x,y) = ||x — y||? il correspond au diagramme de puissance,
qui a été étudié par Aurenhammer a la fin des années 80 [16], et qui a la
particularité d’avoir des frontieres de cellules rectilignes.

Concavité de F. La fonction objectif F est un cas particulier du dual de
Kantorovich, et hérite donc naturellement de ses propriétés, telles que sa
concavité (dont nous n’avons pas encore parlé), intéressante a la fois d'un
point de vue théorique pour étudier 1'existence et I'unicité, mais également
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FIGURE 3.38 — La fonction objectif du probleme dual de Kantorovich est concave,
parce que son graphe est I'enveloppe inférieure d’une famille de fonctions affines.

d’un point de vue pratique. Dans le cas semi-discret, la concavité de F est
plus simple a prouver que dans le cas général. Nous reprenons ici la preuve
d’Aurenhammer et. al [17], qui conduit a un algorithme efficace [129], [118],
[108].

Théoreme 3.4.8. La fonction objectif F du probleme dual de Kantorovich semi-
discret (3.32) est concave.

Démonstration. Considérons la fonction G suivante :
G, 91, pu) = [ (et yae) = Yao) u(@)dx,  (336)
X

paramétrée par une affectation A : X — [1...n], a savoir une fonction
associant a tout x de X le numéro de 1'un des y;. Si on note A~'(j) =
{x|A(x) = j}, alors G peut également s’écrire :

GAY) = L [ (e(x,yj) — ;) u(x)dx

i A1)
= Yy f c(x,yj)u(x)dx — L [ u(x)dx. (3.37)
j A1 () ) AL())

Le premier terme ne dépend pas des ¢, et le second est une combinaison
linéaire des ¢;, ainsi, pour un A fixé, ) — G(A, ¢) est une fonction affine de
. La figure 3.38 illustre I’allure du graphe de G pour différentes affectations.
L’axe des abscisses symbolise 1’ensemble des composantes du vecteur ¢ (de
dimension n) et les ordonnées la valeur de G(A, ¢). Pour une affectation A
fixée, le graphe de G est un hyperplan (symbolisé ici par une droite).
Parmi les affectations A possibles, nous distinguons A¥ qui associe a
un point x l'indice j de la cellule de Laguerre a laquelle x appartient 14, a

14. A n’est pas défini sur I'ensemble des frontieres des cellules de Laguerre, mais ceci
ne pose pas de probleme car cet ensemble est de mesure nulle.
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Savoir :
A¥(x) = argm].in c(x,yj) — W]

Pour une valeur donnée du vecteur ¢ = ¢°, parmi tous les A possibles,
AV est celui qui minimise la valeur de G(A, ¢°), car il minimise l'inté-
grande en chacun des points (voir figure 3.38 a gauche). Ainsi, G étant affine
par rapport a i, le graphe de la fonction ¢ — G(AY, ) est 'enveloppe in-
férieure d’une famille de droites (figure 3.38 a droite), donc ¢ — G(AY, )
est concave. Finalement, la fonction objectif du probleme dual de Kanto-
rovich F peut se mettre sous la forme F(y) = G(AY, ) + ¥; vjip;, a savoir
la somme d’une fonction concave et d’une fonction linéaire, elle est donc
également concave. [

L'application de transport optimal semi-discret. Examinons a présent
le sous-différentiel d.¢, a savoir 1'ensemble des points (x,y) liés par
le plan de transport optimal. Le sous-différentiel est défini par d.¢p =
{x,y; | 9°(x)+; = c(x,yj)}. Considérons un point x de X a l'intérieur
de la cellule de Laguerre Lag¥(y;), ainsi que le sous-différentiel [d 1] (x)
enx:

D] (x) ={yx | ¢(x)+¢r=clx,yx)} = (3.38)
{]/k \ ii}f [c(x,y1) — Y] + ¢ = c(x, ]/k)} = (3.39)
{ve | cvy)—vi+ve=clxy)} = (3.40)

{ve | cloy) —vj=clx, ) — P} = (3.41)
{yi}. (3.42)

Dans la premiére étape (3.39) nous remplacons ¢ par sa définition,
puis utilisons le fait que x soit dans la cellule de Laguerre de y; (3.40), et
enfin, le seul point de Y satisfaisant (3.41) est y; parce que nous avons
supposé x a l'intérieur de la cellule de Laguerre de y;.

En résumé, I'application de transport optimal T transporte un point x
vers le point y; associé a la cellule de Laguerre Lag¥(y;) qui contient x, avec
Y1, ... P, 'unique vecteur qui maximise F et tel que ¢ soit c-concave. Il est
possible de montrer que ¥ est c-concave si et seulement si aucune cellule
de Laguerre n’est vide de matiere, a savoir, 'intégrale de u ne s’annule sur
aucune cellule de Laguerre.

Nous allons maintenant calculer les dérivées premieres et secondes de
la fonction objectif. Elles sont utiles pour I'écriture d’algorithmes d’optimi-
sation numérique.
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FIGURE 3.39 — Illustration du « théoréeme de I’enveloppe » : la tangente en un
point a l'enveloppe inférieure d’une famille de fonctions est la tangente a la courbe
la plus basse en ce point.

Dérivées premieres de la fonction objectif. Du fait de sa concavité, F
admet un maximum unique en ¥*, caractérisé par VF(*) = 0. Exami-
nons a présent la forme du gradient VF = V (G(Al/), ¥)+ 1 l[J]'V]'). A
premiére vue, le terme en G va étre difficile a dériver, car il implique des
intégrales sur des domaines, les A~} (yj), qui varient en fonction du vecteur
de parametres 1P, nécessitant des calculs un peu fastidieux, réalisables a
I'aide du théoreme de Reynolds (voir par exemple [123] Page 7). Toutefois,
dans notre cas particulier, en se souvenant que le terme de gauche est 'en-
veloppe inférieure d"une famille de fonctions, on peut utiliser le théoréme
de I'enveloppe [131], illustré sur la figure 3.39 : en un point, le gradient de
I'enveloppe inférieure d"une famille de fonctions est égal au gradient de la
fonction ayant la valeur la plus petite en ce point. Ainsi, on peut ignorer
les variations des cellules de Laguerre en fonction de ¢. En remplagant
G(Ay, ¢) par son expression (3.37), on obtient :

a%G(Alp,gb) = a%, Y ) el yr)u(x)dx — ¥ iy u(x)dx
/ / kAJI(k) k A;l(k)
= — u(x)dx
Ay ()
= — [ u(x)dx.

Lag¥ (y;)

En se souvenant que la fonction objectif F dont on veut calculer le gradient
a pour expression F(ip) = G(Ay, ) + ¥ ; v, il vient :

;jj =V — / u(x)dx. (3.43)
! Lag¥(y;)
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Comme la fonction objectif F est concave, elle admet un unique maxi-
mum. En ce maximum, toutes les composantes du gradient s’annulent, ce
qui implique que la quantité de matiere récoltée en y;, a savoir l'intégrale
de u sur la cellule de Laguerre de y;, correspond a la quantité initialement
souhaitée, a savoir v;.

Dérivées secondes de la fonction objectif. Les coefficients de la matrice
Hessienne 0°F/dy;dip; sont un petit peu plus difficiles a calculer, cette
fois on n’échappe pas aux intégrales sur des domaines variables, ce qui
nécessite d’appliquer le théoréeme de Reynolds. Nous ne détaillerons pas le
calcul ici pour des raisons de place, mais donnons le résultat final.

Pour un cofit c arbitraire, les dérivées secondes sont données par :

2 _ . .
s = J 1Vxe(x,yi) = Ve (e, yp) | u(x)dx V) # i
Lag? (y;)NLag¥ (y;)
9°r 9’F
= =Y 3090
alJle jZi P01
(3.44)
Pour le cas particulier du cotit Ly, a savoir c(x,y) = ||x — y||?, les
dérivées secondes deviennent :
|/ u(x)dx
0°F Lag¥ (y;)NLag¥ (y; .
_ Lag¥(yi)nLag?(y;) Vi £ i (3.45)

oP;op; ly; — vill

Un algorithme de calcul du transport optimal semi-discret L,. Avec la
définition de F(¢), 'expression de ses dérivées premieres (gradient VF)
et secondes (matrice Hessienne V2F = (9*F/ alpiazpj)i].), nous pouvons a
présent décrire un algorithme de calcul du transport optimal semi-discret,
fondé sur une version particuliere [108] de la méthode d’optimisation de
Newton [141] :
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Données : un maillage supportant la densité source u
les points (y]');;l
les quantités (1/]-)}“:1

Résultat: le diagramme de Laguerre Lag¥ tel que :

[ (ypu(x)dx =v; Vj
Lag¥

) P <« [0...0]

) Tant que la convergence n’est pas atteinte

) Calculer VF et V2F

) Trouver p € R" tel que V2F(¢)p = —VF(y)
) Trouver

) Y ¢p+ap

) Fin tant que

La mesure source est donnée par sa densité, a savoir une fonction u po-
sitive, linéaire par morceaux, supportée par un maillage triangulaire (en 2D)
ou a base de tétraeédres (en 3D) sur un domaine X. La mesure cible est dis-
crete, supportée par I'ensemble de points Y = (yj);?zl. Chaque point cible
souhaite recevoir vj. Bien stir, les quantités de matiére se correspondent,
a savoir [y u(x)dx = ); vj. L'algorithme calcule pour chaque point de la
mesure cible le sous-ensemble de X qui lui sera associé par le transport
optimal T, T~!(y;) = Lag¥(y;), a savoir la cellule de Laguerre de y;. Le
diagramme de Laguerre est complétement déterminé par le vecteur ¢ qui
maximise F.

A la ligne (2), le critére de convergence classique pour un algorithme
de Newton utilise la norme du gradient de F. Ici, le gradient de F a un
sens géométrique, puisque ses composantes dF /di; correspondent a la
différence entre la quantité de matiere souhaitée v; en j et celle effectivement
obtenue fLagl,,(yj)u(x) 4y~ Nous pouvons alors comparer la plus grande erreur

commise, donnée par la plus grande composante de VF en valeur absolue,
avec la plus petite mesure souhaitée en un y;. Ainsi, nous considérons que
la convergence est atteinte si max |VFj| < € min; v;, pour un € donné.

La ligne (3) calcule les coefficients du gradient et de la matrice Hes-
sienne de F, en utilisant (3.43) et (3.44). Ces calculs impliquent des in-
tégrales sur les cellules de Laguerre et sur leurs bords. Pour le cofit Lo,
a savoir avec c(x,y) = ||x — y||?, les bords des cellules de Laguerre sont
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rectilignes, ce qui simplifie grandement les calculs des coefficients de la Hes-
sienne (3.45). De plus, dans ce cas, il est possible d’utiliser des algorithmes
efficaces de calcul du diagramme de Laguerre [32, 200]. Leur implanta-
tion est disponible dans plusieurs bibliotheques de programmation telles
que GEOGRAM 15 ot CGAL . Ensuite, il faut calculer I'intersection entre
chaque cellule de Laguerre et le maillage qui supporte la densité u, ce qui
peut étre réalisé a 'aide d’algorithmes dédiés [118], dont I'implantation est
également disponible dans GEOGRAM.

La ligne (4) trouve le pas de Newton p en résolvant un systeme linéaire.
Nous utilisons l'algorithme du gradient conjugué (voir §3.2). La encore,
le sens géométrique des composantes de VF permet de déterminer le
parametre de convergence.

La ligne (5) détermine le parametre de descente x. Un résultat d
a Mérigot et Kitagawa [108] assure la convergence de l'algorithme de
Newton si la mesure de la plus petite cellule de Laguerre reste supérieure
a un certain seuil (a savoir la moitié de la mesure de la plus petite cellule
a I’état initial). Ainsi, en partant de « = 1, l'algorithme divise a par deux
jusqu’a ce que cette condition soit satisfaite.

Refaisons a présent un petit retour en arriere vers la définition ori-
ginale du probleme de Monge (3.17). La contrainte initiale devant étre
respectée par I'application de transport T était tres difficile, car elle carac-
térisait les pré-images par T de tout sous-ensemble de Y. Il est tout a fait
remarquable qu’apres les différentes étapes (relaxation de Kantorovich,
dualité, c-convexité), le probléme final devienne aussi simple, a savoir I'op-
timisation d’une fonction convexe réguliere, dont on sait tres bien calculer
le gradient et la Hessienne dans le cas semi-discret.

Résultats, exemples et application du transport L, semi-discret. La fi-
gure 3.40 montre quelques exemples de transport 2D, entre une densité
uniforme et un ensemble de points (A). Chaque cellule de Laguerre a la
méme aire. En considérant le méme ensemble de points, mais cette fois
avec une densité variable u(x,y) = 10(1 + sin(27tx) sin(27ty)) (image B),
on obtient un autre diagramme de Laguerre, dont les cellules ont la méme
valeur de I'intégrale de la densité u. (C) : les coefficients du gradient et de la
Hessienne de F font intervenir des intégrales de la densité u sur les cellules

15. http://alice.loria.fr/software/geogram/doc/html/index.html
16. http://www.cgal.org
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FIGURE 3.40 — A : transport entre une densité uniforme et un ensemble de points
aléatoires; B : transport entre une densité variable et le méme ensemble de points;
C : intersections de maillages; D : transport entre une mesure supportée par une
surface et un ensemble de points 3D.

‘
"W
o 0

FIGURE 3.41 — Interpolation de volumes 3D par transport optimal.
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FIGURE 3.42 — Une application du transport optimal a la mécanique des fluides :
simulation numérique de l'instabilité de Taylor-Rayleigh, en 2D (en haut) et en
3D (en bas).

FIGURE 3.43 — Une application du transport optimal en astrophysique. A gauche :
données de départ, simulation d’un cube de 600 millions d’années lumiéres de
coté, 16 millions d’amas de galaxies (Roya Mohayaee, Institut d’Astrophysique
de Paris). A droite : reconstruction du mouvement vers les conditions initiales
(densité uniforme).
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de Laguerre et sur leurs bords. La densité u est représentée par un maillage
triangulaire, et interpolée linéairement sur les triangles. Les intégrales de
u sur les cellules de Laguerre sont évaluées en forme close, en calculant
l'intersection entre les cellules de Laguerre et le maillage support de u. (D) :
le méme algorithme peut calculer le transport entre une mesure supportée
par une surface 3D et un ensemble de points en 3D.

La figure 3.41 montre deux exemples de déformations de volumes
par transport optimal. Le méme algorithme est utilisé, mais cette fois avec
des diagrammes de Laguerre en 3d, et des calculs d’intersection avec un
maillage a base de tétraedres qui supporte la densité source. Les étapes
intermédiaires sont générées par interpolation linéaire des positions (inter-
polation de Mc Cann).

La figure 3.42 montre une application a la simulation numérique en
mécanique des fluides. Un fluide incompressible lourd (en rouge) est placé
au dessus d’un fluide incompressible plus léger (en bleu). Les deux fluides
tendent a échanger leurs positions, ce qui est rendu difficile par I'incom-
pressibilité. Le résultat est la création de tourbillons de plus en plus rapides
(instabilité de Taylor-Rayleigh). La méthode de simulation numérique uti-
lisée ici [80] permet de calculer directement les trajectoires de particules
(formulation Lagrangienne) tout en prenant en compte 1'incompressibilité,
ce qui est réputé difficile en formulation Lagrangienne. Ici 'incompressi-
bilité s’exprime assez naturellement, par la préservation du volume des
cellules de Laguerre. A droite de la figure : le méme type de calcul réalisé
en 3D, avec 10 millions de particules, générant des structures de tourbillons
plus compliquées (vues en coupe ici). Le calcul 3D utilise des algorithmes
géométriques efficaces [118] pour le calcul du diagramme de Laguerre et
des intersections.

Les applications en physique semblent prometteuses, en particulier
parce que 'algorithme semi-discret se comporte tres bien. Il est maintenant
envisageable de résoudre un probleme de transport a chaque pas de temps.
Avec une implantation optimisée utilisant a la fois un processeur multi-
cceur pour la partie géométrique et un GPU pour la résolution des systémes
linéaires, I’algorithme semi-discret met quelques dizaines de secondes pour
résoudre un probleme a 10 millions d’inconnues. Ceci ouvre la voie a la
résolution numérique de problemes difficiles. Par exemple, en astrophy-
sique, le probleme de la reconstruction de I'état primordial de 1'univers
[36] consiste a tenter de « remonter dans le temps » a partir de données
d’observation de la répartition des amas de galaxie, pour «rejouer le film
du Big Bang » a ’envers. Le transport semi-discret pourrait étre un algo-
rithme numérique tres efficace pour résoudre ce probléme. La figure 3.43
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montre des premiers résultats, appliqués ici a des données de simulation
numérique de I'Institut d’Astrophysique de Paris (Roya Mohayaee).

3.5 Notes bibliographiques

Pour approfondir les différentes sections de ce chapitre, le lecteur

pourra consulter les articles et ouvrages suivants :

— Résolution de systemes linéaires (section 3.2) : les ouvrages de
référence en optimisation numérique [141] et en algébre linéaire
[86];

— Paramétrisation de surfaces (section 3.3) : les chapitres 2 et 4 de
I'ouvrage [31];

— Transport optimal (section 3.4) : les deux ouvrages incontournables
[198, 199], et 'ouvrage plus récent développant un point de vue
plus orienté vers les mathématiciens appliqués [169]. Nous men-
tionnons également 1’élégant théoreme de factorisation polaire
de Brenier [35], qui établit le lien entre gradient d"une fonction
convexe et applications préservant la mesure.
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Chapitre 4

Analyse statique des réseaux
booléens

Loic Paulevé
Adrien Richard

Les réseaux booléens sont des systemes dynamiques discrets regroupant
un nombre fini de variables binaires qui évoluent, dans un temps discret et
par interactions mutuelles, selon une loi prédéfinie. Les interactions entre
variables sont souvent sommairement décrites par un graphe dirigé : le
graphe d’interaction. Les réseaux booléens sont en particulier trés utilisés en
biologie pour modéliser la dynamique des réseaux de neurones, de régulation
génique, et des voies de signalisation cellulaire. Dans ce chapitre, nous abor-
derons deux approches complémentaires pour capturer des caractéristiques
importantes de la dynamique des réseaux booléens par analyse statique.
Nous présenterons, d’'une part, une étude des points fixes par une approche
combinatoire se basant sur le graphe d’interaction et, d’autre part, une étude
des trajectoires par interprétation abstraite.

4.1 Introduction

Soit un ensemble de n variables binaires, indexées de 1 a n. Un réseau
booléen spécifie pour chaque variable une fonction de {0,1}" dans {0,1}
qui associe a chaque configuration du réseau (valuation possible de toutes
les variables) une valeur pour cette variable.

Partant d"une configuration initiale, I'application itérative de ces fonc-
tions induit une évolution de la configuration du réseau. Cette évolution dé-
pend de l'ordre et de la synchronisation de ces applications. Les séquences
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de configurations obtenues peuvent alors présenter des comportements
périodiques et des configurations qui apparaissent de maniere unique. L'en-
semble des variables et leur domaine étant finis, toute application infinie
des fonctions fait converger le réseau soit vers une configuration qui ne
peut plus étre modifiée (point fixe), soit vers une répétition d’'un ensemble
de configurations.

Les réseaux booléens appartiennent a la grande famille des systémes
complexes : le comportement global émergent du réseau est tres difficile
a prédire a partir de la spécification des fonctions locales d’évolution des
composants. IIs peuvent étre apparentés avec les automates cellulaires, les
réseaux d’automates et les réseaux de Petri.

Les réseaux booléens sont abondamment étudiés pour la modélisation
des réseaux biologiques. Historiquement cela est d1 a deux raisons. D’une
part, ils sont une abstraction pratique de certaines classes d’équations li-
néaires par morceaux, aussi trés utilisées pour la modélisation des réseaux
biologiques [83]. D’autre part, la vision « on/off » de 'état des variables du
systeme s’avere adéquate pour modéliser de maniere qualitative le com-
portement des réseaux de geénes ou de neurones. Ainsi ce type de modele
a été plébiscité par différents biologistes théoriciens dans les années 1960
[99, 105, 190]. Outre les applications en biologie, on peut également citer des
applications pour la modélisation de phénomenes sociologiques [197, 85].
Coté informatique, certaines problématiques en théorie de I'information
peuvent étre formalisées avec les réseaux booléens, notamment le probleme
du codage réseau linéaire [78].

Ce chapitre porte sur I'étude de deux propriétés importantes de la
dynamique des réseaux booléens : leurs points fixes (configurations ne
pouvant plus évoluer) et leurs trajectoires (séquences de configurations
possibles). Comme nous 1'illustrerons en conclusion, ces analyses ont des
applications en biologie des systémes.

Plus particulierement, ce chapitre se concentre sur I'analyse statique de
ces propriétés. De maniére générale, une analyse statique vise a déduire for-
mellement certaines propriétés d’un modele a partir de sa spécification sans
exécuter ce dernier. C’est-a-dire dans notre cas, sans calculer explicitement
les différentes évolutions de la configuration d"un réseau booléen.

En pratique, les analyses statiques s’appuient sur des abstractions de
la spécification du modele qui vont mettre en exergue des caractéristiques
liées aux propriétés recherchées. Dans ce chapitre, nous présenterons deux
abstractions des réseaux booléens : le graphe d’interaction, qui résume les
dépendances, positives et négatives, entre les variables du systeme et les
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impliquants premiers d’itérations, qui résument les changements possibles
de configurations.

Le premier avantage des analyses statiques est qu’elles permettent de
déduire des propriétés qui peuvent étre soit trop cotiteuses, soit impos-
sibles, a calculer en exécutant simplement le modele. Les analyses statiques
permettent également de raisonner sur des familles (ou classes) de modéles.
En effet, parce qu’elles s’appuient sur des abstractions, les conclusions des
analyses sont identiques pour tout modele concret partageant la méme
abstraction.

Plan du chapitre

Les définitions de base sont données dans la section 4.2, présentant
formellement les notions de réseau booléen, d’itérations, et de graphe
d’interaction.

La section 4.3 détaille le lien entre certaines propriétés du graphe d’in-
teraction et le nombre maximum et minimum de points fixes des réseaux
booléens correspondants. Ces résultats font apparaitre I'importance des
cycles positifs ou négatifs du graphe d’interaction, et leur facon d’étre
connectés les uns aux autres.

La section 4.4 montre une abstraction des transitions pour dériver des
conditions nécessaires ou suffisantes pour des propriétés d’existence de
trajectoires.

Les analyses statiques présentées permettent d’aborder 1’étude for-
melle de tres grands réseaux booléens, et d’établir certaines prédictions
pour leur controle. La section 4.5 illustre ainsi quelques applications de
I'analyse statique des réseaux booléens pour des problématiques actuelles
en biologie des systémes.

4.2 Définitions de base et notations

Un réseau booléen a n composantes est une fonction f : {0,1}" —
{0,1}".Onnote N = {1, ...,n}. On appelle configuration de f un vecteur
x € {0,1}". La i-eme composante de x est noté x;. La i-eme composante de
f(x) est notée f;(x). Ainsi, on peut voir f; comme une fonction de {0,1}"
vers {0,1}.

Etant données deux configurations x,y € {0,1}", on note A(x, y) I'en-
semble des composantes i € N telles que x; # y;. Ainsi, |A(x,y)| est la
distance de Homming entre x et y. On associe a 'ensemble des configurations
I'ordre partiel usuel composante a composante : x < y si et seulement si
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x; < y; pour tout i € NV. L'ensemble des configurations muni de cet ordre
est donc un treillis booléen. On note x + y I'addition modulo 2 composante a
composante. Les composantes qui prennent la valeur 1 dans la configura-
tion x + y sont donc exactement les composantes dans A(x,y). On note e;
le i-eme vecteur de base : toutes les composantes sont a 0 sauf la i-eéme, qui
vaut 1.

Une itération est un changement de configuration x par la mise a jour
d’une ou plusieurs de ses composantes en suivant f(x). Trois modes de
mise a jour sont classiquement considérés : le synchrone (ou parallele),
ou toutes les composantes sont mises a jour; ’asynchrone, ot une seule
composante est mise a jour; et le général, ot une ou plusieurs composantes
sont mises a jour.

Définition 4.2.1 (Itérations). Les itérations forment une relation binaire irré-
flexive — C {0,1}" x {0,1}". Les itérations synchrones de f sont données par
ITS(f), asynchrones par ITA(f), et générales par ITG(f) :

ITS(f) == {x = f(x) [ x € {0,1}", f(x) # x}
ITA(f) == {x =y | xy € {0,1}", x #y, Ax,y) = {i},yi = fi(x) }
ITG(f) :={x =y %y e{01}", x #yVie Alxy)yi= filx) }

Par définition, ITS(f) C ITG(f) et ITA(f) C ITG(f). La comparai-
son des différents modes de mise a jour fait 1’objet de nombreux travaux,
par exemple [9, 142].

Définition 4.2.2 (Point fixe). Un point fixe de f est une configuration x €
{0,1}" telle que f(x) = x.

Définition 4.2.3 (Attracteurs). Un attracteur f est un ensemble minimal non-
vide de configurations X C {0,1}" clos par la relation d’itération ITO choisie
(Vx € X,x -y € ITO(f) = y € X).

On remarque qu’un attracteur est de la forme X = {x} si et seulement
si x est un point fixe de f.

Un graphe signé est un couple G = (V,E) o E C V x V x {—1,1}.
Naturellement, V est ’ensemble des sommets, et E I’ensemble des arcs.
Les arcs sont dirigés et portent un signe positif ou négatif. Notons qu'il est
possible d’avoir a la fois un arc positif et un arc négatif d’'un sommet sur
un autre. G a un graphe non-signé sous-jacent |G| obtenu en ignorant les
signes de fagon naturelle. Lorsque les notions en jeux n'impliquent pas les
signes, on identifie G et |G| sans confusion possible. On dira par exemple
que G est acyclique pour signifier que |G| I'est. Les cycles et chemins de G
sont vus comme des sous-graphes, et sont donc sans répétition de sommet.
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Le signe d'un chemin ou d’un cycle est le produit du signe de ses arcs.
Ainsi, un chemin ou un cycle est positif si il contient un nombre pair d’arcs
négatifs, et négatif si il contient un nombre impair d’arcs négatifs.

Définition 4.2.4 (Graphe d’interaction). Le graphe d’interaction d'un réseau
booléen f a n composantes est le graphe signé G(f) défini comme suit : I'ensemble
des sommets est N, et pour tout i,j € N, il existe un arc positif (resp. négatif) de
J sur i si et seulement si il existe une configuration x telle que x; = 0 et

filx +¢j) — fi(x)
est positif (resp. négatif).

Ainsi, il y a un arc de j sur i si et seulement si f; dépend de la j-éme va-
riable. La version non signée du graphe d’interaction indique uniquement
les dépendances, et les signes ajoutent une information supplémentaire sur
la nature de ces dépendances.

Exemple 4.2.5. Soit le réseau booléens a 3 composantes suivant :

fl(x) = X3 A (—|X1 V ﬁXz)
fz(x) = X3 A X1
f3(x) =x1VxaVxs

Les itérations selon les différents modes de mise a jour considérés dans ce
chapitre sont représentées ci-dessous sous forme de graphes dirigés :

ITS(P ITA(P) ITG(f)
011 «<— 111 011 111 011 Z 111
A x
010 110 010 110 T 010 N
001 —— 101 J 001 101 001 101
x N A
000 100 000 <— 100 000 <—— 100

Le réseau f possede 1 point fixe, 000; les itérations synchrones (ITS) pos-
sedent en plus un attracteur composé de {011,101,111}; les itérations asyn-
chrones et générales (ITA et ITG) possedent en plus un attracteur composé de
{001,101,111,011}. Ces attracteurs correspondent aux composantes fortement
connexes terminales des graphes respectifs.

Le graphe d’interaction G(f) est le graphe dirigé suivant, oit les arcs positifs
sont dessinés en vert avec une étiquette +, et les arcs négatifs sont dessinés en
rouge avec une étiquette — et se terminant avec une barre.



162 Chapitre 4. Analyse statique des réseaux booléens

N
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+

4.3 Etude des points fixes par une approche combina-
toire

Dans bien des contextes, lorsqu’un systeme complexe est étudié, il est
bien plus facile de récolter des informations sur son graphe d’interaction
que sur sa dynamique. Cette situation est tres fréquente dans le contexte des
réseaux de genes : souvent, le graphe d’interaction est assez bien compris,
alors que la dynamique, qui est trés difficile a observer, ne l'est pas (cf.
Section 4.5.1). On est donc amené a se poser la question suivante : gue
peut-on dire sur la dynamique du systeme a partir de son graphe d’interaction
seulement ?

De nombreuses propriétés dynamiques peuvent étre étudiées sous cet
angle. Parmi elles, le nombre de points fixes a recu une grande attention. Les
points fixes sont robustes au mode d’itération considéré, et ont souvent des
interprétations fortes en pratique. Dans le contexte des réseaux de neurones
dotés d"une mémoire associative, le nombre de points fixes correspond a la
taille de la mémoire. Dans le contexte des réseaux de genes, les points fixes
correspondent a des patterns stables d’expressions des génes que 1'on peut
souvent assimiler a des fonctions ou types cellulaires bien déterminés (cf.
Section 4.5.2).

Dans cette section, nous allons donc étudier I'influence du graphe
d’interaction sur le nombre de points fixes, en présentant certains résultats
de base. On se concentrera essentiellement sur le nombre maximum et
minimum de points fixes pour un graphe d’interaction donné. Ce graphe
d’interaction sera représenté par un graphe signé G a n sommets, notés de
1 an, et on notera F(G) I’ensemble des réseaux booléens sur G, c’est-a-dire,
I’ensemble des réseaux booléens qui ont G pour graphe d’interaction. Nous
allons donc étudier les quantités suivantes :

max(G) := max |Fixe
(G) oo )’ ()l
min(G) := min |F
in(G) feFl( |Fixe(f)]
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out Fixe(f) désigne I’ensemble des points fixes de f.

Avant de commencer, nous avons besoin d"un résultat qui sera utilisé
tout au long de cette section. Si G a un arc positif (resp. négatif) de j sur
i on dit que j est un activateur (resp. inhibiteur) de i. On note gic l'ordre
partiel sur {0,1}" défini par x < y si et seulement si x; < y; pour tous
les activateurs j de i et x; > y; pour tous les inhibiteurs j de i. Autrement
dit x <€ y si et seulement si on passe de x & y en ajoutant des activateurs
de i et en retirant des inhibiteurs de i. D’apres la proposition suivante, si
f € F(G), alors chaque composante f; est monotone par rapport a <.

Proposition 4.3.1. Si f € F(G) alors, pour touti € N et x,y € {0,1}",

x<fy = filx) < fily).

Démonstration. Par induction sur la distance de Hamming entre x et y,
notée d(x,y). Le cas de base d(x,y) = 0 est trivial, on suppose donc que
d(x,y) > 0.Soit j € A(x,y). Si xj < y; alors, comme x <f y, G n’a pas
d’arc négatif de j sur i et donc fi(x +¢j) > f;(x). Comme x +¢; < y et
d(x +ej,y) = d(x,y) — 1, par induction on a fi(x +¢;) < fi(y), ot donc
fi(x) < fi(y). De fagon similaire, si x; > y; alors G n’a pas d’arc positif
de jsurietdonc fi(y +e¢;) < fi(y). Comme x < y+e¢jetd(x,y+ej) =
d(x,y) — 1, par induction on a f;(x) < fi(y +e¢;), etdonc fi(x) < fi(y). W

4.3.1 Absence de cycle positif ou négatif

Nous pouvons maintenant entrer dans le vif du sujet avec 1’observation
de base suivante : si G est acyclique, alors tous les réseaux booléens sur G
convergent en au plus n itérations (synchrones).

Théoreme 4.3.2 (Robert [164, 165]). Si G est acyclique, alors f" (la composition
de f avec elle-méme n fois) est une fonction constante pour tout f € F(G).

Démonstration. Soit ijip...1, un tri topologique de G : il n'y a pas d’arc
de i; a i, des que [ > k. Ainsi, chaque f; ne dépend que de composantes
ij avec | < k. Soient x et y deux configurations quelconques. On montre,
par induction sur k allant de 1 & n, que f["(x) = fI"(y) pour tout m > k,
ce qui implique clairement le théoreme. Comme fl1 ne dépend d’aucune
composante, f;, est une fonction constante et a évidemment f!" (x) = fI"(y)
pour tout m > 1. Soit 1 < k < m. Par induction, fi’f_l(x) = i’l"_l(y) pour
tout | < k. Comme f; ne dépend que de composantes i; avec [ < k, on en
déduit que f (7 () = £, (£ (). Autrement it 7 (x) = £/ (1), ce

qui compléte I'induction.
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Exercice 4.3.3. D’apres ce théoreme, si G est acyclique et f € F(G), alors ITS(f)
est acyclique. Montrer que ITA(f) et ITG(f) le sont également.

Si f¥ est une constante pour un certain k, alors f a évidemment un
unique point fixe. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.4. Si G est acyclique, alors min(G) = max(G) = 1.

La réciproque est fausse : si G est obtenu a partir d"un cycle positif et
d’un cycle négatif en identifiant un sommet, alors on montre facilement
que l'on a tout de méme min(G) = max(G) = 1.

Le théoreme suivant montre qu’il est possible d’obtenir le corollaire
précédent par une approche plus fine, en faisant intervenir le signe des
cycles. Il peut étre vu comme une adaptation au cas booléen des deux
conjectures du biologiste René Thomas. On peut attribuer ce théoreme a
Aracena [7] (voir aussi [8]). De nombreuses généralisations ont été propo-
sées, en particulier dans [161, 162].

Théoréme 4.3.5 (Version booléenne des conjectures de Thomas).
1. Si G n’a pas de cycle positif alors max(G) < 1.
2. Si G n’a pas de cycle négatif alors min(G) > 1.

Remarque 4.3.6. On peut montrer, de facon plus générale, les deux propriétés
suivantes : si G n’a pas de cycle positif alors, pour tout f € F(G), ITA(f) a
au plus un attracteur; si G n’a pas de cycle négatif alors, pour tout f € F(G),
ITA(f) n’a pas d’attracteur cyclique.

Le premier point du Théoreme 4.3.5 est une conséquence immédiate
du lemme suivant, qui sera réutilisé plusieurs fois dans la suite. Si U est
un ensemble de sommets dans G, alors G[U| désigne le sous-graphe de G
induit par U (c’est-a-dire obtenu en retirant les sommets hors de U avec les
arcs attachés).

Lemme 4.3.7. Si f € F(G) a deux points fixes distincts x et y, alors G[A(x,y)]
a un cycle positif.

Démonstration. Prenons un quelconque i € A(x,y).Six; < y;ona fi(x) =
x; < fi(y) = yi ce qui veut dire, d’apres la proposition 4.3.1, que y <% x
est faux : G a un arc positif de j sur i avec x; < y; ou un arc négatif de j
sur i avec x; > Y. G a donc un arc de j sur i de signe y; — x;. On montre
de fagon similaire que si x; > y; alors G a un arc de j sur i de signe x; — y;.
Ainsi, dans tous les cas, il existe un sommet j dans A(x, y) tel que G a un
arc de j sur i de signe

sji := (yj — xj) (yi — xi)-
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On en déduit que G[A(x,y)] a un cycle ipiy . ..i,_1ig ol le signe de I’arc de
iy sur igyq est s; ., ou k + 1 est calculé modulo p. Le signe du cycle est
dong, en prenant encore une fois 1’addition modulo p,

p-1 p-1 p-1 p-1 2
Hsikik+l = H(yik - xik) H(yik+1 - xik+1) = (H(yik - xik)> =1

k=0 k=0 k=0
n

Pour le second point du Théoreme 4.3.5 nous allons utiliser la version
dirigée suivante d’un théoreme tres classique sur les graphes signés, le
théoréeme d'Harary [92].

Théoreme 4.3.8. Si G est fortement connexe et sans cycle négatif, alors il existe
une partition de ses sommets en deux parties A et B (I'une des deux pouvant étre
vide) telle qu'un arc de G est positif si et seulement si son sommet initial et son
sommet terminal sont dans la méme partie.

Un réseau f est monotone si pour toutes configurations x et y

x<y= f(x) < fy)

Il est facile de voir qu'un réseau f sur G est monotone si et seulement
si G n’a que des arcs positifs. De plus, d’apres le lemme suivant, si f est
un réseau sur un graphe G fortement connexe et sans cycle négatif, alors
chaque f est monotone a une translation pres (qui ne dépend que de G).

Lemme 4.3.9. Si G est fortement connexe et sans cycle négatif alors il existe
une configuration z telle que, pour tout f € F(G), le réseau x — h(x) :=
f(x + z) + z est monotone.

Démonstration. Soient A et B une partition des sommets de G comme dans
le Théoreme 4.3.8. Soit z la configuration définie par z; = 1sii € A et
z; = 0 sinon. Soit i une composante et x une configuration avec x; = 0.
Pour montrer que /1 est monotone, il suffit de montrer que h(x) < h(x + ¢;).
Soit j une quelconque composante. Si i et j sont dans la méme partie, on
a z; = zj, et comme G n’a pas d’arc négatif de i sur jon a fj(x +z) +z; <
fi(x 4z +e;) 4 zj, et donc hj(x) < hj(x +e;). Siiet j sont dans des parties
différentes, on a z; # z;, et comme G n’a pas d’arc positif de i sur j on a
filx+2z) +z; < fi(x +z+e;) +zj, et donc hj(x) < hj(x +e;). [

Lemme 4.3.10. Si G est fortement connexe et sans cycle négatif, alors

min(G) > 2.
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Démonstration. Soit f € F(G) et soit une configuration z telle que le réseau
h(x) := f(x + z) + z est monotone; cette configuration existe d’apres le
Lemme 4.3.9. Soit H le graphe d’interaction de 5. Il est facile de voir que
H s’obtient a partir de G en rendant positifs tous les arcs. Donc H est
fortement connexe. Soit 0 le vecteur a n composantes, toutes nulles. Pour
toute configuration x on a 0 <!* x (puisque <!* coincide avec l’ordre partiel
usuel <) et donc £;(0) < hj(x). On en déduit que si 7;(0) = 1 alors h;
est une fonction constante, qui a 1 pour seule image. Mais alors i est une
source de H, ce qui est faux. Donc #;(0) = 0 pour toute configuration i, de
sorte que 1(0) = 0. On montre de fagon similaire que (1) =1, ot 1 est le
vecteur a n composantes, toutes égales a 1. On déduit alors que 0 +z = z
et 1+ z (i.e. la négation de z) sont des points fixes de f. |

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le second point du
Théoreme 4.3.5.

Démonstration du second point du Théoréme 4.3.5. Par hypothese, G est sans
cycle négatif. Soit f € F(G). On montre que f admet au moins un point
fixe par induction sur le nombre n de composantes. Le cas n = 1 étant
trivial, on suppose n > 1. De plus, si G est fortement connexe, d"apres le
Lemme 4.3.10, f a au moins deux points fixes, donc on suppose que G n’est
pas fortement connexe. Il existe alors une partition (I, ) des sommets en
deux parties non-vides telle que G n’a pas d’arc de | a I. On suppose, sans
perte de généralité, que I = {1,...,m} pour un certain 1 < m < n. Soit f!
le réseau booléen a m composantes défini par

flx) = (A&, fu(2) = ((x,0),..., fu(x,0))
ou1 0 est le vecteur contenant n — m zéros. Il est facile de voir que le graphe
d’interaction de f! est inclus dans G. Il est donc sans cycle négatif et donc,

par induction, f! a un point fixe « € {0,1}". Soit maintenant le réseau
booléen f/ a n — m composantes défini par

F1@) = (&), fion(®) = (fusa(@,x), - fal,x))
De méme, le graphe d’interaction de f/ est inclus dans G et donc, par
induction, f/ a un point fixe B € {0,1}" ™. La configuration («, B) est
alors un point fixe de f. En effet, pour tout i € I, f; ne dépend que de
composantes dans I (puisque G n’a pas d’arc de | sur I) et donc

filw, B) = fi(e,0) = fi(a) = a; = x;

De plus, pour touti € Jona

file, B) = flu(B) = Bicm = Xi.
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4.3.2 Borne du feedback positif

Nous avons vu que le nombre de points fixes est tres petit — au
plus 1 — lorsque G est acyclique ou, de fagon plus générale, lorsque G est
sans cycle positif (c’est le premier point du Théoréme 4.3.5). Il est naturel
de se demander si il existe des généralisations de la forme “si G n’est pas
trop différent d'un graphe acyclique, ou d'un graphe sans cycle positif,
alors le nombre de points fixes n’est pas trop grand”. Ceci pose la question
d’une “distance” a l’acyclicité. Plusieurs notions sont envisageables : le
nombre de cycles, le nombre de sommets appartenant a un cycle, etc. Dans
notre contexte, le nombre transversal, défini ci-dessous, est une mesure de
la cyclicité particulierement pertinente.

Un Feedback Vertex Set (FVS) est un ensemble de sommets qui intersecte
tous les cycles : la suppression de ces sommets donne un graphe acyclique.
De facon similaire, un FVS positif est un ensemble de sommets qui intersecte
tous les cycles positifs : la suppression de ces sommets donne un graphe
sans cycle positif. On note 7(G) la taille minimale d'un FVS et 71 (G)
la taille minimale d’un FVS positif. On appelle 7(G) et T+ (G) le nombre
transversal et le nombre transversal positif de G. On a, par exemple, T(G) = 0
dans le cas acyclique et 77 (G) = 0 lorsque tous les cycles sont négatifs. On
a toujours 77 (G) < 7(G), avec évidemment égalité lorsque tous les cycles
sont positifs.

On peut maintenant énoncer et démontrer la borne du feedback positif,
qui est une simple implication du Lemme 4.3.7.

Théoréme 4.3.11 (Aracena [7]).
max(G) < 27 (@),

Démonstration. Soient I un FVS de G de taille t*(G) et f € F(G). Soient x
et y deux points fixes distincts de f. D’apres le Lemme 4.3.7, G[A(x, y)] aun
cycle positif, et donc A(x, y) intersecte I. Cela signifie que la restriction x;
de x sur I est différente de la restriction de y; de y sur I. Nous avons donc
montré que l'opération de restriction x — x; est une injection de Fixe(f)
dans l'ensemble {0,1}/, qui est de taille 27'(G), On a donc évidemment
|Fixe(f)| <279, |

Remarque 4.3.12. On peut montrer, plus généralement, que pour tout f € F(G),
ITA(f) a au plus 27(C) attracteurs.

Cette borne est tres perfectible. Pour s’en rendre compte, considérons
le graphe Gy décrit dans la figure ci-dessous : il correspond a une chaine
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de k cycles de longueur 3 et contient n = 2k + 1 sommets. De plus, tous les
arcs sont positifs.

1— P2~ 24— 6 -+ 2%-1" 2%

NS NN ¢

2k +1

11 est facile de voir que T(Gy) = T+ (Gy) = |&]. Un exercice un peu plus
délicat consiste & montrer que max(G) est égal au nombre d’ensembles
indépendants maximaux que G possede (un ensemble indépendant de G
est un ensemble U de sommets tel que G[U| n’a pas d’arc), de sorte que
max(G) = P(k) ot P(k) est le nombre de Padovan défini récursivement par
P(0) = P(1) = P(2) = 1et P(k) = P(k—2) + P(k — 3). Il est connu que
P(k) est I'entier le plus proche de p*~1/s ot p = 1.3247 ... est le nombre
plastique, et s = 1.0453. .. 'unique racine réelle de s> — 252 +23s — 23 = 0
(le nombre plastique joue pour la suite de Padovan le méme rdle que le
nombre d’or pour la suite de Fibonacci). On a donc, pour k suffisamment
grand, max(Gy) > 25/25. Ceci montre que la borne du feedback positif,
max(Gy) < 2Lk/2] st assez précise dans ce cas.

Considérons maintenant le graphe d’interaction G, obtenu a partir de
Gy en ajoutant une boucle négative sur chaque maillon de la chaine, comme
illustré ci-dessous.

1— P2~ > 4— 6 -+ 2%-1" 2%

N NN ¢

2k+1

@) @) @) U

Onaencore T(G}) = 7(G}) = |5, laborne du feedback positif est donc la
méme. Elle est cependant tres mauvaise, car il est possible de montrer que
max(G;) = 1 pour tout k > 1. On voit donc ici que I'ajout de cycles négatifs
réduit drastiquement le nombre de points fixes. La borne du feedback
positif, qui ignore les cycles négatifs, devient alors mauvaise.

On en vient a se demander sil’on peut améliorer la borne en prenant en
compte les cycles négatifs. C’est un probléme subtil, car les cycles négatifs
ont une influence tres variable sur le nombre de points fixes. Dans certaines
situations, ils ont tendance a étre néfastes pour la présence de nombreux
points fixes; I'exemple ci-dessus l'illustre. Mais dans d’autres situations, les
cycles négatifs sont bénéfiques pour la présence de nombreux points fixes :
I'exemple des cliques positives et négatives, étudiées ci-dessous, illustre
bien ce phénomeéne.
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4.3.3 Clique positive et négative

On note K;! la clique positive & n sommets : il y a un arc positif de i a j
si et seulement sii # j, etiln’y a pas d’arc négatif. La clique négative K,
est définie de fagon similaire : il y a un arc négatif de i a j si et seulement
sii # j, etiln’y a pas d’arc positif. Le nombre transversal et le nombre
transversal positif valent n — 1 dans les deux cas. Pour la clique positive
comme négative, la borne du feedback positif est donc 2”1. On peut
cependant faire beaucoup mieux :

Théoréme 4.3.13 (Gadouleau-Richard-Riis [79]).

( Z ) n—+1
3 < max(KF) < 2 < max(K,) = (L:J)

n n-+2 n

Ce théoréme est intéressant de deux points de vue.

Premieérement, on déduit de ce résultat que pour tout entier k fixé, si
n est suffisamment grand, alors max(K;/ ) < max(K, ). Ainsi, K, permet
la présence de plus de points fixes que K}, alors qu’il posséde moins de
cycles positifs et a un nombre transversal positif plus petit (n — 1 contre
n+k —1). On voit donc ici que les cycles négatifs de K, (qui correspondent
aux cycles de longueur impaire), absents dans K:Jrk, sont favorables a la
présence de nombreux points fixes, comme annoncé a la fin de la section
précédente.

Deuxiemement, la preuve de ce théoréme fait appel aux trois théo-
rémes suivants; les deux premiers ont été établis dans le contexte des
codes correcteurs d’erreurs en théorie de I'information, et le troisiéme est le
bien connu lemme de Sperner en théorie des ensembles. Ceci montre que
I’étude du nombre de points fixes nécessite diverses techniques, et qu’elle
est connectée a d’autres domaines a la frontiere entre les mathématiques
et I'informatique. On appelle poids d"une configuration x, et on note |x|, le
nombre de composantes i telles que x; = 1. Pour 1 < w < n onnote B(n, w)
’ensemble des configurations de {0, 1}" de poids w.

Théoréme 4.3.14 (Borne de Graham et Sloane [88]). Soit 1 < w < n. Il
existe un sous-ensemble A C B(n, w) tel que deux configurations distinctes de A
different en au moins 4 composantes, et

n

a5 ),

n
Théoréeme 4.3.15 (Borne de Varshamov [196]). Soit 1 < d < n, et soit un
sous-ensemble A C {0, 1}" tel que, pour toutes configurations x et y distinctes de
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A, il existe au moins d composantes i telles que x; > y; ou d composantes i telles

que x; < y;. Alors
on+l

< n ny
yid (Ll 4 (2

Théoréme 4.3.16 (Lemme de Sperner [179]). Si A est une antichaine de {0, 1}"
(deux configurations distinctes de A sont toujours incomparables), alors

4] < (LJ)

Démonstration de la premiere inégalité du Théoreme 4.3.13. Soit w = [n/2]
et R := (},)/n.Si R < 2 alors la conclusion est évidente (et elle découle du
Lemme 4.3.10). On suppose donc que R > 3 ce qui implique n > 6. Soit
A C B(n,w) tel que deux configurations distinctes de A different en au
moins 4 composantes et |A| > R; un tel ensemble existe d’apres la Borne
de Graham et Sloane. Si x est une configuration et i une composante, alors
x1 = xsix; =1etxl := x+¢;six; = 0. Ainsi, x'! est obtenu en plagant
un 1 sur la iéme composante de x. On définit x* de facon similaire.
Considérons le réseau booléen f a n composantes défini par

A

filx) = { 1six? € Aousi|x!| >wetx? ¢ A,

: 0 sinon

pour toute composante i. Il est facile de voir que toutes les configurations
de A sont des points fixes et que f; ne dépend pas de la composante i. Ainsi,
le graphe d’interaction G de f n’a pas de boucle.

Montrons que f est monotone. Supposons, par contradiction, qu’il
existe deux configurations x et y et une composante i telles que x < y
et fi(x) > fi(y). On a donc |x| < |y|. Comme f; ne dépend pas de la
composante i on peut supposer, sans perte de généralité, que x; = y; = 1.
Si |x!| > walors |y!| > w+ 1 et donc |y > w d’ot1 y© ¢ A. Mais alors
fi(y) = 1, ce qui est faux. On en déduit que |x!| < w et comme f;(x) = 1
cela implique x'!' € A. Donc |y'l| > w.Siy® € Aona |yl =w+1 =
|x1| + 1, donc il existe une composante j # i telle que y'! = x'1 + ej. Mais
alors y¥ = x +¢j + ¢; et x'! = x sont deux éléments de A qui ne different
qu’en deux composantes seulement, ce qui contredit le choix de A. On a
donc y® ¢ A d’otr f;(y) = 1, ce qui est faux. f est donc monotone.

Ainsi, tous les arcs de G sont positifs, et pour montrer que G = K,/
il suffit de montrer que pour toutes composantes distinctes i et j, G a un
arc de j sur i. Soit X I’ensemble des configurations x de poids w telles que
xi < xj,x ¢ Aetx+e; +ej ¢ A. Montrons que X # @. En effet, il existe
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une configuration x de poids w telle que x; < x; et x ¢ A. Supposons que
x +e; +ej € A. Soient trois composantes k, I, m, distinctes entre elles et
distinctes de i et j, telles que x; < x; = x,,,; ces composantes existent car
n>6etw=[n/2].0Onax+e +e+e+e & Aetx+e+ejtegten
A. Comme x + e, + ¢; et x + e, + e, ne different qu’en deux composantes
seulement, 1'une de ces deux configurations au moins n’est pas dans A, et
donc 'une de ces deux configurations au moins est dans X. Ainsi, X # @.
Soitdonc x € X.Ona x| = |x| +1=w+1etx® = x ¢ Adonc f;(x) = 1.
De plus (x +¢j)"! = x +¢; + ¢; n’est pas dans A et est de poids w, donc
fi(x +¢;) = 0. G a donc bien un arc de j sur i. |

Démonstration de la seconde inégalité du Théoreme 4.3.13. On montre, plus
généralement, que si G est un graphe d’interaction qui n’a que des arcs
positifs et aucune boucle, alors max(G) < 2"*!/n + 2. Soit f € F(G) et
soient x et y deux points fixes distincts de f. Si fi(x) = x; < y; = fi(y)
alors, d’apres la Proposition 4.3.1, y gZ.G x est faux, et donc G a un arc de j
sur i avec x; < yj, etj # i puisque G n’a pas de boucle. On montre de facon
similaire, si f;(x) = x; > y; = fi(y) alors il existe j # i tel que x; > y;. Donc
pour tous points fixes distincts x et y il existe au moins 2 composantes i
telles que x; < y; ou au moins 2 composantes i telles que x; > y;. On déduit
alors de la Borne de Varshamov, appliquée au cas d = 2, que

2n+1 2n+1

|Fixe(f)| < Zi:o(L%J) +([%W) Con42

Démonstration de I'égalité dans le Théoreme 4.3.13. Soit G un graphe d’inter-
action qui n’a que des arcs négatifs. Soit f € F(G) et soient x,y € Fixe(f).
Si x < y alors, comme tous les arcs sont négatifs, on a f(x) > f(y) et
comme x et y sont fixes on obtient x > y, de sorte que x = y. Ainsi, deux
points fixes sont comparables si et seulement si ils sont égaux, ce qui signi-
fie que Fixe(f) est une antichaine. D’apres le Lemme de Sperner, on a donc
max(G) < (|,/5)), et en particulier, max(K;;) < (|,75))-

On montre maintenant 1'inégalité inverse. Soit f le réseau booléen a n
composantes défini par f;(x) = 1 si et seulement si il existe au moins 1/2
composantes j # i telles que x; =0 (i = 1,...,n). Il est facile de voir que
f € F(K,,) et que toutes les configurations de poids |n/2] sont des points
fixes. Donc max(K;; ) = [Fixe(f)[ = (|,)5))- |

Exercice 4.3.17. L'étude de min(K;) et min(K}, ) est bien plus simple, et I'exer-
cice consiste a montrer que 'on a : min(K;[) = 2 pour tout n > 2; min(K;; ) =1
pour2 < n < 3; et min(K;; ) = 0 pour tout n > 4.
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4.3.4 Influence des cycles disjoints dans le cas monotone

Nous avons vu que la borne du feedback positif est perfectible car elle
ne prend pas en compte les cycles négatifs, dont I'influence sur le nombre
maximum de points fixes est difficile a cerner. Mais la borne du feedback
positif est-elle au moins bonne lorsque tous les cycles sont positifs ? Nous
allons montrer que ce n’est pas le cas. Nous avons pour cela besoin d"un
parameétre de graphe supplémentaire.

Etant donné un graphe d’interaction G, on note v(G) la taille maximale
d"un ensemble de cycles deux a deux disjoints (c’est-a-dire ne partageant
aucun sommet). On note également v (G) la taille maximale d"un ensemble
de cycles positifs deux a deux disjoints. On a, évidemment, v(G) = v+ (G)
si tous les cycles sont positifs, et v(G) = 0 si et seulement si G est acyclique.
De plus, v1(G) < v(G) < 7(G) et v (G) < T (G) < 1(G). On dit que
deux cycles C et C’ sont indépendants si ils sont disjoints et si il n’y a aucun
arcde Ca C’'etaucunarcde C'a C.

Lemme 4.3.18. Si f € F(G) et Fixe(f) a une chaine de k + 1 points fixes, alors

v(G) = k.

Démonstration. Soit x' < x> < --- < xF! une telle chaine. D’aprés le
Lemme 4.3.7, G[A(x!, x**1)] a un cycle pour tout 1 < I < k, que 'on note C'.
Comme les k ensembles A(x!, x2), A(x%, x3),..., A(xF, x**1) sont disjoints

deux a deux, les cycles C!, ..., C¥ sont disjoints, et donc v(G) > k. [

Lemme 4.3.19. Si G est sans arc négatif, de degré entrant maximal au plus 2, et
n’a pas deux cycles indépendants, alors

max(G) <v(G) + 1.

Démonstration. Soit f € F(G). On note N; les voisins entrants de i dans
G. Comme le degré entrant de i est au plus 2, et que tous les arcs sont
positifs, on a soit f;(x) = min({x; : j € N;} U{1}) soit fi(x) = max({x; :
j € Nij} U{0}). Dans le premier cas, on dit que i est de type ET et dans le
second cas on dit que i est de type OU.

Supposons, afin d’obtenir une contradiction, que x et y sont deux
points fixes incomparables de f. Soit I 'ensemble des composantes i telles
que x; < y;, et | 'ensemble des composantes i telles que x; > y;. Comme
x et y sont incomparables I et | ne sont pas vides. Sii € I alors f;(x) =
x; < y; = fi(y) doncy <F x est faux : G a un arc de j sur i avec x; < y;.
Donc le degré entrant minimal G|[I] est au moins 1. Donc G[I] a un cycle C'.
On montre de méme que G[J] a un cycle C/. Soiti € I. Si i est de type ET,
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FIGURE 4.1 - K}

comme f;(y) = 1onay; = 1pour tout j € N; et donc G na pas d’arc de |
sur i. Si i est de type OU, comme f;(x) = 0 ona x; = 0 pour tout j € N; et
donc G n’a pas d’arc de | sur i. On en déduit que G n’a pas d’arc de | sur I,
et on montre de méme que G n’a pas d’arc de I sur J. Les cycles C et C/
sont donc indépendants, une contradiction.

Donc les points fixes de f sont deux a deux comparables. Autrement
dit, Fixe(f) est une chaine, et d’apres le Lemme 4.3.18 on a |Fixe(f)| <
v+1 n

Théoreme 4.3.20 (Aracena-Richard-Salinas [10]). Pour tout k > 1, il existe
un graphe d’interaction G fortement connexe ne possédant que des arcs positifs tel
que

max(G) -1 <v(G) =1(G) =k.

Démonstration. SoitI = {0, ...,k —1}.Soit K} le graphe d’interaction défini
comme suit : 'ensemble des sommets est ’ensemble I x I; pour touti,j € I
il existe un arc positif de (i,j) a (i,j + 1), avec une addition modulo k;
pour touti,j € I,sii # j alors il existe un arc positif de (7,7) sur (j,i). Le
graphe Kj est illustré dans le Figure 4.1. On montre sans difficulté que
v(K{) = T(K}) = k et que K} n’a pas deux cycles indépendants. Ainsi,
d’apres le Lemme 4.3.19, on a max(K}) < k+ 1. [
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On voit donc que la borne du feedback positif est tres perfectible
méme lorsque tous les arcs sont positifs. Est-il donc possible de 'améliorer
dans ce cas? C’est en effet possible, en utilisant le Lemme 4.3.18, le célebre
théoréme de Knaster-Tarski, et la généralisation suivante bien connue du
Lemme de Sperner établie par Erdés (on retrouve le Lemme de Sperner en
prenant k = 2).

Théoreme 4.3.21 (Knaster-Tarski [109, 188]). Si f est un réseau booléen mono-
tone alors |Fixe(f)| est un treillis non-vide.

Théoréme 4.3.22 (Erdds [70]). Si A C {0, 1}" est sans chaine de taille k + 1
alors | A| est au plus la somme des k plus grands coefficients binomiaux d’ordre n :

L2421

<y (7):

l:Ln_’zﬂ—lJ

Théoreme 4.3.23 (Aracena-Richard-Salinas [10]). Si G n’a que des arcs positifs,
alors max(G) est au plus 2 plus la somme des v(G) — 1 plus grands coefficients
binomiaux d’ordre T(G) :

Ln+v(26)—2j

max(G) <2+ ) (T(ZG)>

1= \_ n—v(zG)JrZJ

Démonstration. Soit f € F(G) et soit I un FVS de taille 7(G). Nous allons
montrer que

Vx,y € Fixe(f), x<y < x; <y 4.1)

Il suffit évidemment de montrer que x; < y; implique x < y, puisque
I"autre direction est triviale. Soit iy, . .., iy un tri topologique de G — I. On
pose I° := [ et I':=10{iy,...,i} pour tout 1 < I < k. On montre, par
induction sur / allant de 0 a k que x; < yp. Le cas de base | = 0 est
donné par hypothese, donc on suppose I > 1. Comme f; ne dépend que de
composantes j dans I'~!, comme x;1-1 < y;-1 par induction, et comme f est
monotone, on a f; (x) < fi, (y). Comme x et i sont fixes on obtient x;, < y;,
et donc x; < yp ce qui complete I'induction.
Soit
A = {x1: x € Fixe(f)}.
D’aprés (4.1), A est un ensemble partiellement ordonné isomorphe a

Fixe(f). Ainsi, d’apres le théoreme de Tarski, A est un treillis non-vide, et
d’apres le Lemme 4.3.18, A n’a pas de chaine de taille v(G) + 1. Comme
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A est un treillis, il posséde un unique élément minimal 2~ et un unique
élément maximal a™. Il est clair que toutes les chaines de taille maximale
de A contiennent a la fois a~ et a™. Donc A’ = A\ {a~,a"} n’a pas de
chaine de taille v(G) — 1. Comme A’ C {0,1}!, d’apreés le Théoréme 4.3.22,
|A’| = |A| — 2 est au plus la somme des v(G) — 1 plus grands coefficients
binomiaux d’ordre |I| = 7(G). [

Notons B(G) la borne du théoreme précédent. 1l est facile de voir que
B(G) < 27(0) et que I'égalité est atteinte si et seulement si v(G) = 7(G),
et donc si max(G) = 27 alors v(G) = 7(G). En fait, ’écart entre B(G) et
27 est d’autant plus grand que l'écart entre v(G) et T(G) est important. Il
est cependant difficile de démontrer 1’existence de graphes qui réalisent
un écart important entre v(G) et 7(G). Le meilleur résultat dans cette
direction est di a Seymour [172] : pour tout 7, il existe un graphe G a n
sommets tel que 7(G)/v(G) > 55 logv(G). (Notons que pour le graphe
complet dirigé K, qui posséde n? — 1 arcs et aucune boucle, on a seulement
T(Ky)/v(K,) > 2.) Par ailleurs, on sait que pour v(G) fixé, T(G) ne peut
pas étre arbitrairement grand (la preuve est trés complexe) :

Théoreme 4.3.24 (Reed-Robertson-Seymour-Thomas [159]). I existe une
fonction h : N — IN telle que, pour tout graphe G,

7(G) <h(v(G)).

On en déduit que, pour tout graphe d’interaction G, il est possible de
borner max(G) en fonction des cycles disjoints seulement :

max(G) < 27 (6) L 27(6) < 2h(v(©)),

Peut-on borner max(G) en fonction des cycles positifs uniquement? Il sem-
blerait malheureusement qu’il n’existe pas de fonction ™ : N — N telle
que T7(G) < h™ (v (G)) ... mais cela n"empéche pas nécessairement 1’exis-
tence d’une fonction i telle que max(G) < 2" (*"(6) pour tout graphe
d’interaction G!

4.4 FEtude des trajectoires par interprétation abstraite

Une trajectoire 7t est une séquence finie d’itérations de f suivant le
mode de mise a jour choisi. On note | 77| la longueur de cette séquence; la
i-eme itération est donnée par 71;. Nécessairement, Vi € {1,..., || — 1}, si
i = x — y, alors il existe z € {0,1}" tel que 7141 =y — z.
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L’étude des trajectoires se heurte a un probleme combinatoire dii au
nombre exponentiel (en 7, le nombre de composantes du réseau) d’ité-
rations possibles. Cette section présente une approche par interprétation
abstraite pour raisonner sur ces trajectoires.

Cette section présente tout d’abord une abstraction des itérations par
leurs impliquants premiers (4.4.1) pour calculer une sur-approximation des
itérations accessibles depuis un ensemble de configurations X C {0,1}"
(4.4.2). Nous présentons ces abstractions en suivant un cadre classique de
lI'interprétation abstraite, reposant sur des correspondances de Galois entre
les domaines concrets (itérations) et abstraits (impliquants premiers) et une
sémantique de point fixe.

Lorsque l'étude des trajectoires est focalisée sur 1’accessibilité d"une
itération ou d"une configuration particuliére, nous pouvons définir la notion
de trajectoire causalement minimale (4.4.3). Nous montrons que 1'ensemble
des itérations formant les trajectoires causalement minimales peut étre
capturé efficacement par cette abstraction.

Enfin, en s’appuyant sur une représentation sous forme de graphe des
impliquants premiers d’itération, nous pouvons également caractériser un
sous-ensemble des trajectoires possibles (4.4.4).

Nous concluons cette section en discutant de quelques généralisations
possibles de cette approche (4.4.5).

Notations supplémentaires Dans cette section, nous utilisons des
formules propositionnelles, notées entre crochets, pour exprimer des
contraintes sur les configurations du réseau. Ces formules sont uniquement
des conjonctions de littéraux portant sur la valeur des composantes d"une
configuration, dénotée par la variable v. Ainsi, étant donnés i € N et
b € {0,1}, la formule [v; = D] est vraie si et seulement si la valeur de la
composante i de la configuration est b. Une conjonction C est un ensemble
de littéraux de la forme [v; = b] otti € N etb € {0,1}. Etant donné
x € {0,1}", nous notons C(x) son évaluation pour la configuration x :

C(x) &V[vi=beCuxi=b.

Etant donnée une fonction A d’un ensemble vers un ensemble, on note
lfp A son plus petit point fixe au sens de I'inclusion C; dans cette section il
sera toujours unique. Etant donné un ensemble X, on note Ifp, A son plus
petit point fixe incluant X ; dans cette section il sera toujours unique.
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Exemples suivis Dans cette section, nous illustrerons les résultats sur
deux réseaux différents a 4 composantes.

fi(x) == —x2 g1(x) = —x2
fa(x) :=x1 A 3 2(x) :=x1Vx
fa(x) :=x 83(x) == 1
fa(x) == x2 ga(x) := "x2 A x3

4.4.1 Abstraction des itérations

L’ensemble des itérations est de taille exponentielle en 1, quel que
soit le mode de mise a jour choisi. Cependant, on peut remarquer que
"application d’'une méme fonction peut générer un grand nombre d’itéra-
tions. Prenons par exemple un réseau a n > 2 composantes pour lequel
f1(x) = xo. A partir de toute configuration x ot x; = 0 et x, = 1, il existe
une itération asynchrone vers la méme configuration sauf pour la compo-
sante 1 qui vaut 1. Il existe ainsi 2”2 itérations différentes représentant la
seule application de f; pour augmenter la valeur de la composante 1.

Dans cette section, nous proposons d’étudier une abstraction des itéra-
tions qui considere les conditions minimales sur une configuration pour
les changements de valeurs induits par 'itération.

Définition 4.4.1 (Impliquant premier d’itération). Etant donnés une itération
x — yetic N oitx; #y, laconjonction C C {[vj = x;] | j € N'} est un
impliquant premier de l'itération x — y par i si et seulement si

Vz € {0,1}",zi = x; ANC(z) = fi(z) = y;
et C est minimal. On note (v; : x; ~> y;, C) un tel impliquant premier d'itération.

Ainsi, (v; : a ~» b,C) se lit : pour changer la valeur a a b de la compo-
sante i, il est suffisant qu'une configuration x € {0,1}" ot x; = a vérifie
C(x). Remarquons que la cardinalité de C est au plus le degré entrant de i
dans le graphe d’interaction G(f).
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Nous pouvons alors définir une fonction d’abstraction a qui associe a
un ensemble d’itérations leurs impliquants premiers :

Définition 4.4.2 (Abstraction des itérations). Etant donné un ensemble d'ité-
rations T C {0,1}" x {0,1}",

a(T) :={(vi:x;i~y;, C)|lie N,x >y eTx #y
C est un impliquant premier de x — y pari} .

La fonction de concrétisation qui associe un ensemble d'impliquants
premiers d’itération a un ensemble d’itérations suivant le mode de mise a
jour général peut se définir comme suit :

Définition 4.4.3 (Concrétisation des impliquants premiers d’itération).
Etant donné un ensemble P d’impliquants premiers d’itération,

Y(P):={x—=y|xye{01}",x#y a({x - y}) CP} .

Cette concrétisation assure que les itérations générées ne révelent pas
d’impliquants premiers d’itération autres que P (condition a({x — y}) C
P). Nous pouvons illustrer cet effet sur le petit exemple suivant : prenons
un réseau avec 3 composantes, ot f1(x) := xp Vx3, et P = {(v; : 0 ~
1,[v2 = 1])}. Une définition alternative pourrait générer toute itération
x — y telle que x; = 0 A xp = 1, ce qui donnerait 2 itérations concrétes :
010 — 110 et 011 — 110. Or, I’abstraction de cette derniére itération révele
I'impliquant premier d’itération (vq : 0 ~ 1, [vs = 1]). Avec la définition
proposée, on obtient bien y(P) = {010 — 110}.

Les fonctions monotones « et oy forment une correspondance de Ga-
lois entre les ensembles d’itérations et les ensembles d’impliquants pre-
miers d’itération, en considérant la relation d’ordre C d’inclusion entre
ensembles.

Définition 4.4.4 (Correspondance de Galois). Soient (A,C,) et (B,Cp)
deux ensembles partiellement ordonnés. Les fonctionsa : A — Bety: B — A

forment une correspondance de Galois si et seulement si « et <y sont monotones,
Vaec A aCyy(a(a)) et Vb e B, a(y(b)) Cp b.

Propriété 4.4.5 (Correspondance de Galois). Pour tout ensemble d’itérations
T C ITO(f), T C v(a(T)), et pour tout ensemble P d’impliquants premiers
d’itération, a(y(P)) C P .

Démonstration. (T C (a(T))) Soit une itération x — y € T. Pour chaque
i € N tel que x; # y; il existe au moins un impliquant premier d’itération
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(vi + x; ~ y;,C) ot C(x) et donc appartenant & a(T). Ainsi, x — y €
7(a(T)).

((y(P)) C P) On remarque que pour tout T = {x -yt UT, a(T)
a({x — y})Ua(T"). La définition de 7 s’assure que pour tout x — y
¥(P),onaa({x — y}) CP.

mn

Une propriété équivalente est que a(T) C P < T C y(P).

Une correspondance de Galois est une maniere de formaliser le lien
entre un domaine concret (les itérations) et abstrait (leurs impliquants
premier). La composition -y o a est dite extensive, et garantit que 1’abstraction
est correcte car sa concrétisation retrouve bien les éléments initiaux. La
composition a o <y est dite réductive et indique que la concrétisation ne perd
pas en précision vis-a-vis de l’abstraction.

On peut remarquer une propriété un peu plus forte : a(y(P)) =
En effet, pour tout impliquant premier d’itération (v; : a ~» b, C), il ex1ste
au moins un x tel que x; = a A C(x), ainsi (v; : a ~» b,C) € a(y(P)). Les
fonctions « et oy forment donc une insertion de Galois.

Etant donné un réseau booléen f, I’ensemble complet de ses impli-
quants premiers d’itération peut étre défini directement, sans passer par
les ensembles explicites d’itération. En effet, (v; : 1 —b ~» b,C) est un
impliquant premier d’itération si et seulement si [v; = 1 — b A C] est un
impliquant premier (IP) de [f;(v) = b].

Définition 4.4.6. L’abstraction d'un réseau booléen f en impliquants premiers
d’itération est définie par

a(f):={(vi:0~1,C)|ieN,[vi=0AC]IPde [fi(v) =1]}
U{(vi:1~0,C)|ieN,[vi=1AC|IPde[fi(v)=0]} .

La propriété suivante souligne que «(f) est complet, et que le mode
de mise a jour n’influe pas sur le résultat de I’abstraction :

Propriété 4.4.7. a(f) = a(ITG(f)) = «a(ITA(f)) = «(ITS(f)) .

L'intérét principal de ce domaine abstrait est sa taille comparée
aux ensembles d’itérations : [ITS(f)| € O(2"); |ITA(f)] € O(n-2");
[ITG(f)| € O(2"- (2" —1)). Le nombre d'impliquants premiers d’itéra-
tion, et donc d’impliquants premiers, est exponentiel suivant le nombre de
termes. Si une composante du réseau a d régulateurs (degré entrant dans le
graphe d’interaction), alors elle a au plus 2¢ impliquants premiers d’itéra-
tion. Ainsi |a(f)| € O(n - 27) dans le cas général. Si les f; sont monotones,
alors la borne se raffine a (L d‘;lz | ). Cette abstraction est donc intéressante si
d est bien plus petit que n.
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Exemple 4.4.8. Prenons le réseau exemple f a 4 composantes défini page 177, oii
notamment f(x) := x1 A —x3 et f3(x) = x1. Nous obtenons |ITS(f)| = 15,
|[ITA(f)| =32, |ITG(f)| = 59. Soit l'itération 1000 — 1110 € ITG(f) :
«({1000 — 1110}) = {(v2 : 0~ 1, {[v1 = 1], [v3 = 0]}),
(v3:0~1,{[vi=1]})} .

De maniere similaire,
«({0100 — 0000}) = {(v2 : 1~ 0,{[v1 =0]})} .

Appliqué directement a f, |a(f)| = 9, avec en particulier les impliquants premiers
d’itération pour la désactivation de 2 : (vy : 1 ~» 0,{[v1 = 0]}) et (v : 1 ~~
0, {[vs =1]}).

Appliqué au réseau exemple g, olt notamment g»(x) := x1 V X2, le seul
impliquant premier d’itération pour 2 est pour son activation : (vp : 0 ~> 1, {[v; =
1]}), sa désactivation étant impossible.

Abstraction des configurations Dans les analyses qui suivent, nous al-
lons également avoir besoin de définir la relation d’abstraction entre un
ensemble de configurations et un ensemble de littéraux.

L’abstraction consiste simplement a lister tous les littéraux correspon-
dant aux valeurs des composantes des configurations données; et la concré-
tisation consiste a générer toutes les configurations formées uniquement
par ces littéraux.

Définition 4.4.9. Etant donné un ensemble de configurations X C {0,1}",
&(X):={[vi=x]|ieN,xe X} .
Définition 4.4.10. Etant donné un ensemble L de littéraux,
F(L) :={xe€{0,1}" |Vie N,[vi=x;] € L} .

Les opérateurs ainsi définis forment une correspondance de Galois
entre les ensembles de configurations et les ensembles de littéraux, toujours
en considérant la relation d’ordre C d’inclusion entre ensembles.

Propriété 4.4.11 (Correspondance de Galois). Pour tout ensemble de confi-
gurations X C {0,1}", X C ¥(&(X)), et pour tout ensemble L de littéraux,
&(y(L)) S L.
Exemple 4.4.12.
%({0100,1100}) = {[v1 = 0], [vi = 1], [v2 = 1], [v3 = 0], [v4a = 0]}
¥(&({0100,1100})) = {0100, 1000, 1100}
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4.4.2 Sur-approximation des trajectoires

Partant d’un ensemble de configurations X C {0,1}", nous nous
intéressons a 1’ensemble des trajectoires possibles partant de n’importe
quelle configuration de X. Cet ensemble est infini s’il existe des répétitions
possibles.

Une représentation plus compacte de cet ensemble de trajectoires est
tout simplement 1’ensemble des itérations qui les composent. Cet ensemble
est fini (c’est un sous-ensemble du mode choisi, ici nous choisissons le
mode général) et permet de reconstruire toutes les trajectoires possibles.

Nous définissons Ax(T) la fonction qui ajoute a ’ensemble d’itérations
T les itérations de ITG(f) qui peuvent poursuivre une trajectoire composée
uniquement des itérations T. Pour cela, nous collectons I’ensemble des
configurations atteintes avec une itération de T (¢(T)), et nous ajoutons
toutes les itérations partant soit de X, soit de cet ensemble.

Définition 4.4.13. Etant donné un ensemble d'itérations T C ITG(f),

Ax(T):=TUu{z -y € ITG(f) |z € XUP(T)}

o(T)={ylx—yeT}.

En appliquant cette fonction récursivement a partir de I’ensemble vide,
c’est-a-dire (Ax o Ax o---0 Ax)(®), on obtient I’ensemble des itérations
formant exactement 1’ensemble des trajectoires possibles depuis X. Comme
il n’existe qu'un nombre fini d’itérations et que Ax est monotone, la récur-
sion de Ax converge toujours vers un point fixe. De plus, par le théoréme
du point fixe de Kleene [183], on remarque que ce point fixe est le plus petit
point fixe de Ax, noté lfp Ax.

Propriété 4.4.14. Etant donné X C {0,1}", x — y € lfp Ax si et seulement si
il existe une trajectoire 7t d’itérations parmi ITG(f) depuis x € X oir il existe
pef{l,...,|n|}avec m, = x = v.

Comme discuté dans la sous-section précédente, calculer Ax est coli-
teux car il existe un nombre exponentiel (en 1) d’itérations. Nous cherchons
donc a calculer le pendant abstrait de 1fp Ay, c’est-a-dire a(lfp Ax), ott le
domaine est plus petit.

L'idée est la suivante : nous allons définir une version abstraite de Ax
qui, au lieu de prendre en argument un ensemble d’itérations, prend en
argument un ensemble d'impliquants premiers d’itération, et va calculer
une extension de cet ensemble de maniere similaire.
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Etant donné un ensemble de littéraux L, la fonction A¥ (P) collecte les
impliquants premiers d’itération (v; : a ~» b, C) ot pour chaque littéral
[vi = d] € C,soit [vj = d] € L, soit il existe un impliquant premier
d’itération dans P de la forme (v; : e ~ d,C’).

Définition 4.4.15. Etant donné un ensemble d'impliquants premiers d'itération
P,
Af(P):=PU{(vj:a~b,C)ea(f)|CC LU (P)}

¢*(P) := {[v; = b] | 3(vi :a~ b,C) € P}

Comme pour Ay, on remarque que le plus petit point fixe de A¥
correspond au point fixe obtenu par son itération successive appliquée
initialement a 'ensemble vide.

Pour démontrer que cette fonction A% permet de calculer une abstrac-
tion du plus petit point fixe de Ax, nous montrons que, avec L = &(X), le
résultat de A% (P) inclut le résultat de a(Ax(y(P))).

Lemme 4.4.16. a(Ax(y(P))) C Ag(x)(P)

Démonstration. Soit z — y € Ax(y(P)).Siz € X, on vérifie V(v; : a ~~
b,C) € a({z = y}),C C &(X) etdonc (v;:a~b,C) € Ag(xo)(P). Size
¢(T), nécessairement &({z}) C &({x}) U¢*(P). Ainsi, V(v; : a ~ b,C) €
a({z—=y}),C C &(X)Ug¢*(P),etdonc (vi:a~b,C) € Ag(xo)(P). [ |

Cette propriété nous assure ainsi que les itérations successives de A¥
calculent un sur-ensemble de ’abstraction des itérations successives de Ay,
comme illustré par la figure 4.2. On obtient alors le théoréme suivant sur
I"approximation du point fixe de Ax :

Théoréme 4.4.17. Etant donné un ensemble de configurations X C {0,1}",
a(lfp Ax) C Ifp A%y

Cette abstraction permet de donner une condition nécessaire pour des
propriétés d’accessibilité depuis X, par exemple :
— il existe une trajectoire depuis X contenant l'itération x — y seule-
ment si a({x — y}) C lfp Ag(x)?
— il existe une trajectoire menant a une configuration satisfaisant une
conjonction de littéraux C seulement si C C &(X) U ¢*(Ifp Ag( x)-
Ces propriétés se vérifient en un temps linéaire avec la taille de a(f).
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FIGURE 4.2 — Schéma de I'abstraction de Ax par Ag(x)'

Exemple 4.4.18. Prenons le réseau exemple g a 4 composantes défini page 177.
Avec X1 = {0101}, nous obtenons

Ifp Af(x,) = {(va: 0~ L {[vi = 0]}), (va: 1~ 0, {[v2 = 1]})}
Avec X, = {1000}, nous obtenons
Ifp Afx,) = a(g) = {{(v2: 0~ 1, {[v1 =

Ce dernier exemple montre l'effet de sur-approximation apporté par notre abstrac-
tion : il n’existe aucune trajectoire permettant d’activer 4 depuis 1000, cependant
I'abstraction du point fixe contient bien I’abstraction d’une itération activant 4.

4.4.3 Raffinement pour les trajectoires causalement minimales

L’étude des trajectoires dans les réseaux booléens est souvent motivée
par I'étude de I'atteinte d"une valeur b pour une composante i en particu-
lier : par exemple 'activation d"un gene ou d’un facteur de transcription
connu comme important. Dans ce cas de figure, nous pouvons nous intéres-
ser a I’ensemble des trajectoires menant a toute configuration satisfaisant le
littéral [v; = b], et par exemple observer des points communs entre toutes
ces trajectoires (points de passage obligés, etc.).

Plus précisément, nous nous intéressons aux trajectoires causalement
minimales pour 1'atteinte de [v; = b], ¢’est-a-dire aux trajectoires acycliques
ol chaque mise a jour de composante dépend soit d'une itération précé-
dente, soit de la configuration initiale.

Définition 4.4.19 (Trajectoire causalement minimale). Une trajectoire 7 est
causalement minimale pour [v; = b] depuis xo si et seulement si il n’existe pas
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de trajectoire @ # m, |@| < |m|, depuis xo vers z telle que z; = b et telle
qu’il existe une injection o : {1,...,|@|} — {1,...,|r|} vérifiant Vp,q €
{1,...,|@|},p < g o(p) < o(q) et, avec @F = x — yet 17 = x' — ¢/,
A(xy) € A, ).

Ces trajectoires font ainsi appel a un ensemble minimal de mises a jour
pour atteindre [v; = D] : toute autre trajectoire utilise un sur-ensemble de
ces mises a jour. On remarque que 1’ensemble des trajectoires causalement
minimales est fini.

Exemple 4.4.20. Prenons le réseau exemple f a 4 composantes défini page 177,
pour lequel nous nous intéressons aux trajectoires causalement minimales pour
I'atteinte de [v4 = 1] depuis la configuration 1000.

La trajectoire acyclique 7t = (1000 — 1100; 1100 — 1110;1110 — 1111
n’est pas minimale car il existe une trajectoire @ = (1000 — 1100;1100 — 1101
avec l'injection o = {1 — 1,2 — 3} telle que A(@1) = A(m1) et A(w@r) =
A(7t3). La trajectoire @ est quant a elle I'unique trajectoire minimale.

— —

A l'aide de notre abstraction par impliquants premiers d’itération,
nous pouvons calculer une sur-approximation des itérations formant les
trajectoires causalement minimales.

Commencons par observer que si il existe x € X tel que x; # b,
alors une trajectoire atteignant [v; = b| depuis x va forcément utiliser une
itération modifiant la valeur de la composante i de 1 — b vers b. D’apres
notre résultat de la sous-section précédente, cette itération appartient a
I'ensemble P = {(v; :a ~> b,C) € lfp Ag(x)}.

L’idée est alors d’ajouter a cet ensemble P les impliquants premiers
d’itération qui sont nécessaires pour pouvoir appliquer les itérations abs-
traites par P : étant donné un impliquant premier d’itération (v; : a ~~
b,C) € P, pour chaque littéral [vj = d] € C, si il existe une configuration
x € Xoux; # d (xj =1—d), ousi il existe un autre impliquant premier
d’itération dans P qui nécessite [v; = 1 — d], alors nous ajoutons tout im-
pliquant premier d’itération (v;: 1 —d ~» d,C’) € lfp A}. Ce processus est
alors répété jusqu’a son point fixe.

Définition 4.4.21 (Cloture minimale par causalité). Etant donnés un ensemble
de configurations X C {0,1}" et un ensemble d'impliquants premiers d’itération
P Clfp Ag(x)/ lfppvg(x) est la cloture minimale par causalité de P depuis X oil
V#(P):=PU{{v;:a~b,C) clfp A}
| [vi =b] € *(P), [vi = a] € LUp*(P)}

ol
u*(P):=|J{C| (vi:a~bC) € P}
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Le calcul de lfp PVg( x) est de complexité linéaire avec la taille de a(f).
L’ensemble obtenu forme alors une sur-approximation des itérations

formant les trajectoires causalement minimales :

Théoréme 4.4.22. Toute trajectoire de ITG(f) causalement minimale pour I'at-
teinte de [v; = b| depuis une configuration de X utilise seulement des itérations
de y(ifppVy x)) 0t P = {{vj :a~b,C) € Ifp A}y }.

Une preuve possible, que nous ne détaillerons pas ici, est donnée dans
[146], et démontre que si une trajectoire utilise une itération n’appartenant
pas a I'ensemble y(1fp PVg( X) ), alors elle n’est pas causalement minimale.

Exemple 4.4.23. Prenons le réseau exemple f a 4 composantes défini page 177,
pour lequel nous nous intéressons aux trajectoires causalement minimales pour
V'atteinte de [v4 = 1] depuis la configuration 1000. On remarque que lfp Ag(x) =
a(f) avec X = {1000}. Avec P = {(v4 : 0 ~> 1, {[va = 1]})}, nous obtenons le
raffinement suivant :

1fpp Vi = {(va: 01, {[va=1]}), (v2: 0~ 1 {[v1 = 1]})}

4.4.4 Sous-approximation des trajectoires en asynchrone

Les deux résultats précédents produisent une sur-approximation des
trajectoires. Ces analyses sont utiles pour donner des conditions nécessaires
a l'existence de trajectoires, et pour raisonner sur leur ensemble.

Dans cette sous-section, nous abordons la question d’une sous-
approximation des trajectoires asynchrones, c’est-a-dire de conditions suffi-
santes a 'existence de trajectoires concretes formées par ITA(f).

L’approche que nous présentons utilise toujours 1’abstraction par im-
pliquants premiers d’itération, et montre que lorsqu’un ensemble de tels
impliquants satisfait une certaine propriété, alors cela garantit I’existence
de trajectoires qui peuvent étre reconstruites a partir de I’abstraction.

Un ingrédient important de cette sous-approximation est la mise en
avant de relations de dépendance entre les impliquants premiers d’itération :
si(vi:a~ b,C)et(vj:d~ e C')sonttels que [v; = ¢] € C, alors la
résolution du premier impliquant peut dépendre du second. Ces relations
se modélisent sous la forme d’un graphe dirigé, c’est-a-dire une relation
binaire entre les impliquants premiers d’itération.

Définition 4.4.24. Etant donné un ensemble P d'impliquants premiers d'itération,
E(P) C P? est la relation binaire suivante :

E(P):={((vi:a~b,C),(vji:d~eC)) € P? | [vi=¢] € C}
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Pour tout élément p € P, Ag(py(p) est 'ensemble des éléments en relation avec p
dans la cléture transitive de E(P) :

App)(p) :=1p (Q—= QU{q | (4.9) €E(P),p=qVqeQ})
On dit que E(P) est acyclique siVp € P, p & Agp)(p)-

Dans le cas out E(P) est acyclique, pour tout p € P, on note M(p)
I'ensemble des impliquants présents sur tous les chemins entre toutes les
racines de p et p (dans le cas ot E(P) est un arbre, M(p) est tout simplement
I’ensemble des ancétres de p). Intuitivement, les impliquants dans M(p)
sont les responsables, indépendamment et a eux seuls, de la dépendance
envers p.

Définition 4.4.25. Etant donné un ensemble P d'impliquants premiers d’itération
tel que E(P) est acyclique, pour tout p € P,

M(p) == {p} UNg(q,p)cer) M(q)

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour qu'un
ensemble P d'impliquants premiers d’itération puisse se concrétiser en
une trajectoire a partir d’une configuration x € {0,1}" donnée. La pre-
miére condition s’assure de l’acyclicité des relations dans P, ce qui per-
met un raisonnement par induction. La seconde condition s’assure que
pour tout impliquant d’itération p = (v; : a ~» b,C), pour tout littéral
[vj = d] € C,six; # d ousi il existe un impliquant hors M(p) de la forme
(vj:d ~»1—d,D),alors il doit exister au sein de P un impliquant pour une
itération permettant d’atteindre la valeur d de la composante j, autrement
dit, il doit exister (v; : 1 —d ~» d,C’) € P. Enfin, la troisieme condition
s’assure qu’il existe un ordre entre les littéraux de C de telle sorte que les
dépendances d"un littéral ne contredisent pas les littéraux inférieurs.

Théoréme 4.4.26. Soient x € {0,1}" une configuration et P C «(f) un en-
semble d'impliquants premiers d’itération qui satisfait les propriétés suivantes :
1. E(P) est acyclique;
2.Vp=(vi:a~b,C)€cP,
Vivi=dl € C,(x; #dV[vj=1—d] € ¢"(P\ M(p)))
:>E|<V]-:1—dwcl,C/> € P;
3. Y{v;:a ~b,C) € P, la cloture transitive de la relation binaire <C C?
définie par
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vi=d <[y =e| E(j=krd=e)
Vip=(vj:1—d~d,C)ebD
q=(vi:e~1—eC") € P:q€ Agp(p)
est une relation d’ordre.

Pour tout (v; : a ~>b,C) € P, il existe une séquence d’itérations asynchrones de x
a une configuration y € {0,1}" telle quey; = betVjv; =d] € C:i #j,y; =d.

Démonstration. Par induction. Cas de base. Si P est un singleton, P = {(v; :
a ~» b,C)}, alors nécessairement, V[vj =d] € C, x; = d. Ainsi, il existe une
trajectoire composée d'une seule itération pour chaque itération dans 7 (P)
(qui n’est jamais vide).

Induction. E(P) étant acyclique, on choisit p = (v; : a ~» b,C) € P tel
qu’il n’existe aucun g € P avec (g, p) € E(P) (p est une racine). L'ensemble
P\ {p} satisfait les conditions du théoréme, et par hypothese d'induction,
Vg = (vj:d ~ e C') € Pp # g, il existe une trajectoire de x vers une
configuration y o1 y; = e. D’apres la condition 3 du théoreme, il existe un
ordre < entre les littéraux C. On note ainsi C = {Cy, ..., C;} ces littéraux
avec Vr,s € {1,...,t},r < s & C, X Cs. Partant avec C; = [v]- = d], soit
xj = d, soit, par la condition 2 du théoreme, il existe ql = (v]- :1—d ~
d,C’) € P et par hypothese d’induction, il existe une trajectoire depuis x
menant a une configuration z! vérifiant [v; = d|. Cette trajectoire utilise
uniquement des itérations de T! = y(Agpy(q')). Avec C; = [vi = ], si
z} # e, nous pouvons appliquer le méme raisonnement pour ’existence
de g> = (v : 1 —e ~ ¢,C") € P et d’une trajectoire depuis z! vers une
configuration z2 vérifiant [v; = e] et utilisant uniquement des itérations
de T? = y(Agpy(4?)). De plus, comme C; =< Cy, nous avons la garantie
qu’aucune itération de T2 ne modifie la composante j, ainsi, 72 vérifie
également [v; = d|. Ce raisonnement est itéré jusqu’a C;. La trajectoire ainsi
obtenue arrive dans une configuration z' telle que C(z'). Cette trajectoire
peut alors étre étendue avec l'itération correspondante dans y({p}) pour
obtenir une configuration y otiy; = betV[v; =d] € C,y; = d. [

Etant donné un ensemble P d’impliquants premiers d’itération, vérifier
si P satisfait les conditions du théoréme de sous-approximation s’effectue
en temps linéaire en la taille de P. Etant donné un impliquant premier
d’itération p, trouver si il existe un ensemble P contenant p et vérifiant les
conditions du théoreme peut se formuler comme un probleme de satis-
faction de contraintes booléennes (SAT), ot les variables sont les littéraux
[vj = d] impliqués dans la résolution de p, et leurs valeurs sont les différents
impliquants premiers d’itération de la forme (v;: 1 —d ~ d,C’).
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Exemple 4.4.27. Prenons le réseau exemple g a 4 composantes défini page 177.
L'ensemble Py C «(g), dont E(Py) est représenté ci-dessous satisfait les
criteres du théoreme de sous-approximation depuis x = 1000

(v3:0~ 1, {[v1 = 0]})
\
(v1:1 0, {fv2 = 1]})
\
(v2:0 1, {frr = 1]})

On remarque qu’aucun impliquant d’itération pour vy : 0 ~» 1 n’est présent
malgré l'impliquant p = (vo : 0 ~ 1,{[vy = 1]}) car M(p) = Py, ainsi
la condition 2 est bien satisfaite. En appliquant le raisonnement par induction,
nous pouvons construire i partir de Py la trajectoire (1000 — 1100;1100 —
0100; 0100 — 0110).

On cherche maintenant a construire P, C a(b) tel que (v4 : 0~ 1,{[vp =
0], [vs = 1]}) € Py. Nécessairement P; C P, (condition 2). Ainsi, il est nécessaire
d’avoir un impliquant pour une itération de la forme v : 1 ~~ 0 dil a la présence
de (vo : 0 ~ 1,{[vy = 1]}) (condition 2), or il n’existe pas de tel impliquant.
Ainsi, notre sous-approximation ne permet pas de conclure sur I’existence d'une
trajectoire depuis x pour activer la composante 4.

Nous illustrons la condition 3 sur deux autres exemples.

Exemple 4.4.28. Prenons le réseau booléen f' a 3 composantes défini par
fi(x) == —x1 A =xp, f3(x) 1= —x3 A —xp, et f(x) = x1 A xp; et cherchons
P C «a(f") contenant (v3 : 0 ~ 1,{[vy = 1], [vo2 = 1]) vérifiant les conditions
du théoreme depuis la configuration 000. En appliquant la condition 2, nous
obtenons I'ensemble suivant P, dont nous représentons E(P) :

(v3:0 1, {[v1 =1], [v2a = 1]})

— T

(vi:0~1,{[va =0]}) (v2:0~1,{[vi =0]})
v N\
(vy:1~0,0) (vi:1~0,0)

Or la condition 3 n’est pas vérifiée : en effet, [v1 = 1] < [vp = 1] par la branche
gauche de I'arbre ci-dessus; et [vo = 1] < [vq = 1] par sa branche droite. Ainsi <
n’est pas une relation d’ordre; donc P ne satisfait pas la condition 3. Et en effet : il
n’existe aucune trajectoire asynchrone permettant d’atteindre une configuration
dont la composante 3 vaut 1.
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Exemple 4.4.29. Prenons le réseau booléen §' i 3 composantes défini par g1 (x) =
X1, §5(x) == -1, g4(x) = x1 A xp; et cherchons P C «(g') contenant
(v3: 0~ 1,{[v1 = 1], [va = 1]) vérifiant les conditions du théoreme depuis la
configuration 000. En appliquant la condition 2, nous obtenons I’ensemble suivant
P!, dont nous représentons E(P') :

(v3:0~1,{[v1 =1],[va =1]})

— T

(v : 0~ 1,0) (vp:0~1,{[v
(vi:1~~0,0)

La condition 3 est ici vérifiée car le seul couple non réflexif de < est [vo = 1] <
[vi = 1]; ainsi < est une relation d’ordre qui indique I'ordre dans lequel les
itérations doivent étre effectuées : d’abord activer 2, puis 1, pour pouvoir activer 3,
'activation de 1 ne modifiant pas la valeur de la composante 2. Nous pouvons ainsi
construire la trajectoire concrete suivante : (000 — 010;010 — 011;011 — 111).

4.4.5 Discussion

Propriétés des trajectoires Les deux derniers résultats portent sur I'étude
de trajectoires dont la finalité est I’accessibilité d"une configuration ot une
composante (i) a une valeur donnée (b). On remarque que cette spécifica-
tion permet également de considérer des configurations partielles et des
séquences de configurations partielles en s’autorisant a rajouter des va-
riables dans notre systéme. Ainsi, pour étudier les trajectoires amenant a
toute configuration x € {0,1}" vérifiant C(x), ott C est une conjonction
de littéraux, on ajoute au réseau une composante m = n + 1 telle que
fm(x) =1 & C(x); et on applique les résultats précédents avec i = m et
b = 1. Pour étudier les trajectoires passant d’abord par une configuration
vérifiant Cq, puis C2 on ajoute deux composantes m; =n+letmy =n+2
au réseau avec fu, (x) =1 < Ci(x) et fi,(x) =1 & xp, = 1A Ca(x); et
on applique les résultats précédents avec i = m; et b = 1 (en considérant
ces nouvelles composantes a la valeur 0 initialement).

Généralisations L'interprétation abstraite définie dans cette section peut
se généraliser aux réseaux discrets out le domaine des variables est fini et
discret, mais pas forcément binaire. Elle se généralise également aux ré-
seaux d’automates et réseaux de Petri 1-bornés oti, au lieu de spécifier des
fonctions déterministes pour calculer les mises a jour, sont définies direc-
tement les conditions pour les changements de valeurs des composantes
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des configurations [148, 77, 146]. Ainsi, pour ces derniers formalismes, le
calcul des impliquants d’itération n’est pas nécessaire, car ils sont donnés
explicitement dans la spécification du modéle. On peut en effet remar-
quer que l'aspect premier des impliquants d’itération est une considération
d’optimalité pour l'interprétation abstraite définie : les résultats tiennent
toujours dans le cas ot des impliquants d’itération non minimaux sont uti-
lisés, tant que leur ensemble forme une couverture compléte des conditions
d’itération.

En pratique Le principal avantage de cette interprétation abstraite est le
passage d'un ensemble d’itérations de taille exponentielle selon le nombre
de composantes du réseau a 'ensemble de leurs impliquants premiers
de complexité exponentielle selon le nombre de régulateurs de chaque
composante. Pour les réseaux biologiques, le nombre de régulateurs est
généralement bien plus petit que le nombre de composantes. Quand des
réseaux comprennent plusieurs centaines, voire milliers de composantes, le
nombre maximum de régulateurs par composante est au pire de 1’ordre de
la dizaine. De plus, les fonctions booléennes sont généralement monotones
(un régulateur est soit un inhibiteur, soit un activateur, mais rarement les
deux), et ont souvent une forme proche de disjonctions entre la présence
des activateurs, conjugué avec I'absence des inhibiteurs. Ainsi, le nombre
d’impliquants premiers d’itération est bien en deca de la borne maximale
de 2 ou (L d’jz J) dans le cas monotone, ot1 4 est le degré entrant des sommets
dans le graphe d’interaction.

La vérification de 'existence de trajectoires est tres difficile en pratique
dans les grands réseaux booléens, a cause de I'explosion combinatoire des
itérations possibles. D’ailleurs, le probleme de I'atteignabilité est PSPACE-
complet pour les réseaux booléens avec les itérations asynchrones. L'in-
terprétation abstraite présentée ici a rendu possible ’analyse de réseaux
de taille jusqu’alors inabordable par les outils classiques de model checking.
Pour de nombreux réseaux, les sur- et sous-approximations présentées ici
s’averent souvent suffisantes pour conclure formellement sur 1’existence
ou absence de trajectoires [149, 77, 145].

Hormis la vérification de l'existence de certaines trajectoires, notre
interprétation abstraite permet de spécifier des problemes de controle sous
la forme de problémes SAT sur un nombre de variables restreint, et donc ap-
plicables a I’analyse de réseaux de grande taille. Nous pouvons par exemple
citer I'identification de points communs entre toutes les trajectoires menant
a un ensemble de configurations donné (cut sets) [147]; 1'identification de
mutations (composantes forcées a une valeur donnée) pour controler 1’ac-
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cessibilité d'un ensemble de configurations [145]; ou encore l'identification
d’itérations responsables de la perte d’accessibilité de configurations [71].

4.5 Quelques applications en biologie des systemes

Outre leur apport sur la compréhension fondamentale des systemes
dynamiques complexes, une part importante des résultats théoriques sur
les réseaux booléens aide a produire des méthodes formelles et efficaces
pour l'étude des modeles de réseaux biologiques. Nous présentons brieve-
ment dans cette section quelques-unes de ces méthodes.

4.5.1 Identification de réseaux booléens

En biologie, il n"y a pas de code source (ni méme de binaire) disponible
a partir duquel un modele formel peut étre automatiquement dérivé, ou
intensivement comparé. Les modeéles de réseaux biologiques sont élaborés
a partir de la connaissance tres partielle sur les interactions entre les mo-
lécules étudiées issue de la lecture d’articles scientifiques ou de bases de
données, elles-mémes peuplées suite a la lecture d’articles.

Pour la majorité des applications en biologie, la connaissance actuelle
ne permet pas de spécifier complétement un réseau booléen. En pratique,
les modélisations partent souvent du graphe d’interaction. Ce dernier ras-
semble toutes les interactions découvertes expérimentalement entre les
variables choisies du systéme. Mais les fonctions booléennes sous-jacentes
sont rarement connues. Par exemple, dans le cas ot il serait connu que deux
variables influencent directement et positivement la valeur d"une troisieme
variable, il est rarement connu si I'influence est additive (disjonction) ou
multiplicative (conjonction). Pour parfaire 1'incertitude du modeleur, le
graphe d’interaction peut étre incomplet (interactions inconnues), et mé-
lange souvent des interactions découvertes dans des types cellulaires et
conditions expérimentales tres différents (souris, éléphant, humain...).

L’identification de réseaux booléens est ainsi un probleme récurrent
et épineux pour les applications en biologie des systemes. L'objectif est
alors, étant donné un graphe d’interaction G d’identifier le ou les réseaux
booléens f tels que G(f) C G et qui vérifient des contraintes sur ses points
fixes, et des contraintes sur ses trajectoires. Ces contraintes peuvent étre
issues de connaissances générales sur le systeme, ou de données expéri-
mentales mesurant l'activité des genes dans un état stationnaire (point
fixe), ou mesurant 'expression de genes ou protéines au cours du temps
(trajectoires).
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Le probleme majeur de l'identification de réseaux réside dans la
grande combinatoire des modeles possibles et dans la complexité de la
vérification des propriétés recherchées. Si une variable est directement
influencée par d variables, il y a grossierement 22" fonctions booléennes
possibles (pour les fonctions monotones, cela correspond au Dedekind num-
ber, inconnu pour d > 8).

Les analyses statiques des réseaux permettent alors de restreindre
efficacement cet espace de recherche en apportant des contraintes sup-
plémentaires comme la présence de certains cycles, ou des conditions
nécessaires pour l'existence de trajectoires. Les méthodes les plus efficaces
actuellement combinent analyses statiques et problemes de satisfaction de
contraintes booléennes (SAT) ou apparentés, comme I’Answer Set Program-
ming [52, 143].

Le sujet de l'identification de réseau est un domaine de recherche
tres actif oil se mélent intelligence artificielle, apprentissage automatique,
et méthodes formelles, et ot beaucoup de progres restent a accomplir.
Notre domaine manque également cruellement de méthodes permettant
de raisonner sur des familles de modéles : en effet, il est extrémement
rare qu'un unique réseau booléen vérifie les propriétés demandées. En
pratique, ce sont souvent des milliers ou millions de modeles possibles,
non distinguables expérimentalement. Or peu d’approches permettent
actuellement de traiter formellement ces ensembles de modéles.

4.5.2 Reprogrammation cellulaire

Au fil de ses divisions, et en fonction de I’environnement, une cel-
lule pluripotente (par exemple une cellule souche) peut se spécialiser en
différents types de cellules (peau, graisse, os, ...). Ces différenciations s’ob-
servent aussi au niveau de 1’expression de certains genes, qui ne vont étre
exprimés que dans certains sous-types cellulaires. Pendant longtemps, il
était supposé qu’une fois une cellule différenciée, elle ne pouvait pas re-
venir en arriere et se transformer en un autre type de cellule. Mais des
expériences récentes ont montré qu’il était possible de changer le type de
certaines cellules, en déstabilisant son réseau de genes, pour transformer
par exemple de la peau en neurone, ou de la graisse en os [184, 192, 185].
On parle alors de dé-différenciation (retour a un état pluripotent) et de
trans-différenciation (changement de type cellulaire). La figure 4.3 illustre
ces processus.

De nombreux travaux portent actuellement sur 1'étude de la reprogram-
mation cellulaire a I'’aide des réseaux booléens [1, 48, 202, 49]. L’ objectif est
de prédire automatiquement des perturbations a appliquer a la cellule pour
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FIGURE 4.3 — Représentation schématique des différenciations cellulaires au cours
d’une partie de I'hématopoiese (processus de production des cellules sanguines), et
quelques mécanismes de reprogrammation connus via I’action de facteurs de trans-
criptions indiqués sur les arcs; iPSC : cellules souches induites (dé-différenciation).

Reproduit depuis [160].

provoquer un changement de type. Ces perturbations sont typiquement des
mutations de certains génes, afin de bloquer ou de forcer leur expression.

Une des hypotheéses utilisées est que les états différenciés stables de
la cellule correspondent a des points fixes (ou plus généralement a des
attracteurs cycliques) du réseau booléen associé. La reprogrammation des
réseaux booléens revient alors a trouver les perturbations a appliquer a un
point fixe pour rendre possible 'existence d"une trajectoire vers un point
fixe différent.

Les réseaux booléens utilisés pour les problématiques de reprogram-
mation sont généralement de trés grande taille, allant de plusieurs dizaines
a plusieurs centaines, voire milliers de variables. La prédiction de pertur-
bations pour la reprogrammation pose ici un probléme combinatoire du
nombre de perturbations candidates a tester.

Les analyses statiques permettent alors de restreindre 1’espace de
recherche des perturbations candidates, que ce soit d’un point de vue
formel pour éviter d’étudier des candidats qui ne peuvent pas provoquer
une reprogrammation [124]; ou d’un point de vue pratique pour guider
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la recherche d"une solution possible. Par exemple, dans [53], les auteurs
exploitent les cycles positifs du graphe d’interaction pour prédire certaines
perturbations pour provoquer un changement de point fixe. Des travaux
en cours utilisent également les abstractions des trajectoires pour déduire,
a l'aide de résolution de problemes SAT, les perturbations nécessaires pour
atteindre un état ciblé.

Remerciements. Une partie des résultats présentés ont été obtenus en col-
laboration avec Julio Aracena et Lilian Salinas (Universidad de Concepcion,
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et Maxime Folschette (LS2N, Nantes) sur les abstractions des trajectoires;
Carito Guziolowski (LS2N, Nantes), Max Ostrowski (Potsdam University),
Anne Siegel (IRISA, Rennes) sur les aspects d’identification de réseaux;
Antonio del Sol, Sascha Zickenrott (LCSB Luxembourg), Laurence Calzone,
Andrei Zinovyev (Institut Curie), Stefan Haar et Hugues Mandon (Inria
Saclay/LSV, Cachan) sur les aspects de reprogrammation cellulaire.



Chapitre 5

Expérimentation
mathématique avec Sage

Vincent Delecroix

Ce cours est une introduction au logiciel de mathématiques SageMath
(ou Sage). L'objectif de ces notes est double :

1. vous permettre de débuter avec Sage et vous donner acces a une liste de
références vers des ressources plus avancées,

2. avoir des pointeurs pour faire des expérimentations autour des autres
cours de cette école. En particulier les cours sur la satisfaisabilité (cha-
pitre 2) via la résolution de problemes linéaires et SAT, celui sur la
géomeétrie (chapitre 3) via les polytopes et enfin celui sur les probabilités
(chapitre 1) via la génération aléatoire de structures discrétes.

Sage est un logiciel qui évolue rapidement depuis sa création en 2005.
Les informations contenues dans ce document concernent la version Sage
8.0 datant de juillet 2017.

5.1 Histoire et idéologie

Cette courte section donne quelques points de repeére sur 1’écosysteme
du logiciel Sage. Il ne vous apprendra pas a utiliser Sage et vous pouvez
sauter a la section suivante si c’est cela que vous cherchez.

Le début de I'histoire. Sage est un logiciel de mathématiques qui a été
créé autour de 2005 par William Stein. Sa motivation originale était de
faire interagir des bibliotheques et logiciels pour faire des calculs autour
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des formes modulaires (voir par exemple le livre [181] datant de 2006 et
contenant les premiers exemples de code Sage). La premiére version de
Sage (qui s’appelait alors Manin) faisait interagir PARI/GP (bibliotheque et
logiciel de théorie des nombres), Pyrex (compilateur permettant d’interfacer
simplement du code C en Python), GMP (pour les entiers en précision
arbitraire) et NTL (bibliotheque pour la théorie des nombres). Sage, ou
plutdt Manin, offrait aussi une interface a Mathematica et Magma, deux
logiciels propriétaires.

Peu apres, sous I'impulsion de David Joyner et David Kohel qui re-
joignirent I’équipe de développement, une interface a GAP (pour pouvoir
travailler avec les groupes de permutations), Maxima (pour le calcul symbo-
lique) et Singular (pour les polyndmes multivariés) sont crées. La structure
interne de Manin évolue considérablement. Le nom change de Manin a
SAGE comme acronyme a "Software for Algebra and Geometry Experimen-
tation". Aujourd’hui, le logiciel s’appelle Sage ou SageMath et I’acronyme
a été laissé de coté.

Pour plus de détails bibliographiques sur les débuts, vous pouvez
consulter le document [182].

Aujourd’hui. Sage est actuellement développé par des centaines de per-
sonnes et permet l'interaction d’environ 200 bibliotheques et logiciels. Il
a un cycle de développement rapide avec entre 4 et 5 versions par an ces
derniéres années, voir Figure 5.1. Ce choix de cycle rapide permet aux
utilisateurs de profiter des améliorations rapidement et simplement.

année mois version
2013 déc. 6.0
2014 jan. 6.1

2016  jan. 7.0

mai 6.2 mar§ i
2 mai 7.2
aolit 6.3 0
aotit 7.3
nov. 6.4 oct. 74
2015  féw. 6.5 2017 jan. 7.5
avr. 6.6
. mars 7.6
mai 6.7 juil. 8.0
juil. 6.8 ==
oct. 6.9

FIGURE 5.1 — Dates de sorties des versions de Sage depuis la version 6.0.
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L'écosysteme Sage. Comme il a été mentionné dans les deux paragraphes
précédents, la partie principale de Sage est une interface commune a des
bibliotheques spécialisées. Il contient aussi du code propre essentiellement
écrit en Python (1.5 millions de lignes) et Cython (0.5 million de lignes).

Notons que le projet Pyrex faisant partie de Sage a ses débuts a été
repris par certains développeurs de Sage pour donner naissance a Cython
(un des mainteneurs est R. Bradshaw, employé de Google et ancien déve-
loppeur de Sage). Ce dernier est largement utilisé en dehors de Sage. Les
développeurs sont ainsi encouragés a participer au développement d’outils
dont la portée dépasse simplement 1'usage interne de Sage.

Licence. Deés sa création, un des objectifs du projet SageMath est de pro-
poser un logiciel de mathématiques générales sous licence libre (et donc
gratuit). Des logiciels propriétaires (souvent chers) sont surreprésentés
dans la recherche ainsi que les cursus universitaires. Sage est publié sous
licence GPL 1.

Python. Une autre particularité de Sage est d’avoir adopté le langage de
programmation Python plutdt que d’en créer un nouveau (de méme que
Maxima est basé sur Lisp, mais contrairement & Mathematica ou PARI/GP
qui nécessitent d’apprendre leur propre langage). Le langage Python est
trés facile a prendre en main méme pour quelqu’'un qui n’a jamais pro-
grammé. Cette simplicité du langage est probablement pour beaucoup
dans la popularité de Sage. Par exemple, le code suivant devrait étre lisible
par la plupart des scientifiques.

sage: V = ZZ"3

sage: vl = V([1, 3, 5])

sage: v2 = V([-1, 1, 0])

sage: vl.dot_product(v2).is_prime()
True

Bien que pour utiliser Sage il vous faut écrire en Python, les bibliotheques
utilisées en internes sont écrites en C/C++, Lisp ou Fortran.

Il est a noter que Python n’est pas un langage performant (attendez
vous a des boucles jusqu’a 60 fois plus lentes que dans un langage com-
pilé ?). Cependant ces écueils de Python sont faciles a identifier et, lorsque
c’est nécessaire, il est facile d’insérer du code en C/C++ en utilisant Cython.

1. voir par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Licence_publique_générale_
GNU.

2. Les comparatifs ne manquent pas, voir par exemple http://www.osnews.com/
story/5602/Nine_Language_Performance_Round-up_Benchmarking_Math_File_I_0.
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Développement. Le développement de Sage est assez unique car il re-
groupe plusieurs centaines de développeurs sur un pied d’égalité. Cha-
cun est libre de proposer une modification du code via un ticket sur le
site https://trac.sagemath.org. Le ticket passe ensuite par un relecteur
qui est un des autres développeurs. Suite a des discussions entre l'auteur et
le relecteur des modifications peuvent étre apportées au ticket. Lorsqu’un
consensus est atteint le code est alors inclus dans Sage et sera disponible
dans la prochaine version.

Il est relativement aisé de contribuer a Sage et toutes les utilisatrices y
sont invitées.

Breve liste de logiciels et bibliotheques. Nous donnons une petite liste
des bibliothéques et logiciels utilisés par Sage et qui sont cités dans ce docu-
ment. Vous trouverez une liste exhaustive sur le site http://www.sagemath.
org/. Nous choisissons de présenter seulement les 4 logiciels de calcul
formels a partir desquels Sage a été construit a ces débuts (GAP, Maxima,
PARI/GP et Singular) ainsi que les librairies prenant une importance plus
grande dans le cadre de ce texte.

Cryptominisat (https://github.com/msoos/cryptominisat)
Bibliotheque C et module Python pour résoudre les problémes SAT. Il s’agit
d’un paquetage optionnel de Sage.

Cython (http://cython.org/)

Compilateur d’extension C/C++ pour Python (successeur de Pyrex).
GAP (http://www.gap-system.org/)

Logiciel de calcul formel avec un trés fort développement vers la théorie
des groupes. Les premieres versions datent de 19883.

GMP/MPIR (https://gmplib.org/ et http://mpir.org/)

Librairie C pour les entiers en précision arbitraire (avec de nombreuses
optimisations). La fourche MPIR de GMP a été crée pour offrir des optimi-
sations pour plus d’architectures et un support Windows.

Maxima (http://maxima.sourceforge.net/)

Logiciel en licence libre pour la manipulation d’expressions symboliques.
Le projet découle de Macsyma qui a commencé dans les années 1960
NTL (http://www.shoup.net/ntl/)

Librairie C++ pour la théorie des nombres.

Python (https://www.python.org/)
Langage de programmation sur lequel Sage se base.

3. Voir http://www.gap-system.org/Doc/History/history.html.


https://trac.sagemath.org
http://www.sagemath.org/
http://www.sagemath.org/
https://github.com/msoos/cryptominisat
http://cython.org/
http://www.gap-system.org/
https://gmplib.org/
http://mpir.org/
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Pyrex

Compilateur anciennement utilisé par Sage pour créer des extensions Py-
thon en C.

PARI/GP (https://pari.math.u-bordeaux.fr/)

PARI est une bibliotheque C de théorie des nombres et GP un interpréteur
qui permet de 'utiliser. Il est distribué sous licence libre et ses débuts datent
de 1983%.

Parma Polyhedra Library (PPL) (http://bugseng.com/products/ppl/)
Bibliotheque pour les problémes linéaires en nombres rationnels (polytopes,
optimisation, etc).

Singular (http://www.singular.uni-kl.de/)

Bibliotheque et logiciel de calcul spécialisé dans les systemes polynomiaux
et les bases de Grobner. Le projet a commencé en 1984°.

5.2 Installer et démarrer Sage

Sage peut s’utiliser d’au moins cinq fagons

1. sur son propre ordinateur via la console (la commande pour lancer
I'exécutable est appelée sage),

[vincent@mangouste 1% sage

SageMath version B.B, Release Date: 2817-87-21
Type "notebook()" for the browser-based notebook interface.
Type "helpO)" for help.

sage: V = 2273

sage: v1 = V([1, 3, 51)

sage: vZ2 = V([-1, 1, B])

sage: vl.dot_product(v2).is_prime()
True

sage: [J

4. Voir http://pari.math.u-bordeaux.fr/timeline.html
5. Voir http://www.singular.uni-kl.de/index.php/background/history.html
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2. sur son propre ordinateur via Jupyter (interface graphique par
défaut a partir de Sage 8.0) — la commande pour lancer Jupyter est
sage -n jupyter,

okmarks  Tools Help

1 | ¢ |[Q Sea e 9O A 4T RO =
sage [ math £ python [ bac [ bidoulle (] samba [ chile [ langues 3 pad

_:' Jupyter Un exemple de feuille de travail Jupyter Last Checkpoint: 11 minutes ago (unsaved changes) ) Logout

il Edit  View Inset  Cell  Kemel  Widgels  Help SageMath 8.0 O
+ % QB 4+ v M B C Coe 4 =@ Celoolbar

In [1): V =22"3
vl =Vv([1, 3, 5])
v2 = V([-1, 1, 0])
vl.dot_product(v2).is_prime()

Out[1]: True

In [31]: plot(sin(x)/x, (x, 0, 6*pi)).show(figsize=(4,2))

1

08
06
04
02
o
02 5 — 15

In [ ):

3. sur son propre ordinateur via le Sage Notebook (interface gra-
phique par défaut jusqu’a Sage 7.6 et qui va progressivement dis-
paraitre) —la commande pour lancer le Sage Notebook est sage -n
sagenb,

Fle Edt View Hitory Bookmarks Tools Help

2 Feuile de travail Sage +
x| ¢ |[Q Sea "E DY A4 RO =
sage [ math = python (1 bac £ bidoulle £ samba £ chie = langues 1 pad
SDAE The Sage Notebook admin Toggle | Home | Published | Log | Settings | Help | ReportaProblem | Signout
Version .0
Feuille de travail Sage Save Save & quit Discard & quit
File... o |Action... o Data. +| | sage + ) Typeset () Load 3-D Live [J Use java for 3-D
 print | | Eait | Toxt | Revisions | share | Publish |
0w
V = 27Z2"3
vl = V([1, 3, 5])
v2 = V([-1, 1, 0])
vl.dot product(v2).is prime()
True
e

plot(sin(x)/x, (x, @, 6*pi)).show(figsize=(4,2))

08
06
0.4
02
P
L D o 15
0.2
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4. en ligne sur Cocalc (https://cocalc.com/),

Fle Edt Vew H Bookmarks  Tools Help

o v | e e O AdI RO =

sage [ math £ python [ bac £ bidouille £ samba [ chile £ langues £ pad

: 7
() Projects (2 exemple EJCIM x © Account @ About BIHep LA = 108ms
N

= Files @ New "D Log Q Find 4 Settings [EEIIERETAPVEErETREN x ¢ Chat

]»lcoo.noomofocq:EAA'r@n:9
21 V=273
52 vl=V([L, 3, 51)

3 v2 =V([-1, 1, 0])
1 vl.dot_product(v2).is_prime()

True

1 plot(sin(x)/x, (x, 0, 6*pi)).show(figsize=(4,2))

1
0.8
0.6
0.4
0.2

ol & P B

5. en ligne via une cellule Sage https://sagecell.sagemath.org/).

Fle  Edt tory  Bookmarks Tools Help

<+

% Sage
2

sagemath.org nx * 8 + A 43RO =

GT Bordeaux [ cuisine £ sage £ math 3 python [ bac £ bidouille £ samba 3 chile £ langues £ pad

Type some Sage code below and press Evaluate,

V- 23 =
V= Vi, 3, 51) =

V2 2 VT, d, ol 4
V.dot_product (v2) .is_prine

About SageMathCell

Evaluate Language: Sage v

Share
[ ]

Help | Powered by SageMath

About

SageMathCell project is an easy-to-use web interface to a free open-source mathematics software system SageMath.

It allows Sage into any check out short instructions or comprehensive description of capabilities.

Resources for your computation are provided by Departamento de Mateméticas, Universidad Auténoma de Madrid. You can easily set up your own server.

General Questions on Using Sage

La maniere d’installer Sage sur votre machine dépend de votre sys-
teme.

1. Debian (> Stretch, 9.2) et Ubuntu (> 17.04, Zesty) : installez le
paquetage sagemath.

2. Fedora : il y a un support limité pour un paquetage sagemath non


https://cocalc.com/
https://sagecell.sagemath.org/
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officiel (voir http://fedoraproject.org/wiki/SIGs/SciTech/
SAGE et https://ask.sagemath.org/question/27158).

3. Archlinux : installez le paquetage sagemath, voir https://wiki.
archlinux.org/index.php/SageMath.

4. Gentoo : consultez https://github.com/cschwan/sage-on-gentoo/.
5. Windows : utilisez https://github.com/embray/sage-windows/.

6. Pour tous les autres systemes, téléchargez le binaire correspondant.
sur http://www.sagemath.org/download

Formats de fichiers, sauvegardes. Pour sauvegarder votre travail de pro-
grammation vous avez plusieurs possibilités.
extension explication
. py fichiers Python, pour lire un fichier Python
depuis la console ou dans Jupyter vous pou-
vez utiliser %runfile ou %attach
.pyx fichier source Cython, fonctionne également
avec srunfile et %attach
.sage fichiers Sage. Equivalent a un fichier Python
sauf lorsque vous exécuterez votre fichier
dans un shell via $ sage mon_fichier.sage
auquel cas le préparseur de Sage est appliqué
.ipynb  feuille de travail ("notebook") Jupyter (le nom
ipynb découle de "IPython notebook")
. SWS feuille de travail Sage (obsoleéte)
.rst fichier au format ReST, permet d’écrire des
fichiers mélangeant du texte et du code Sage.
Conversion possible vers pdf ou feuille de
travail Jupyter.

5.3 Cinq principes de base

Casse. Il y a deux conventions de nommage dans Sage

— notation serpent ("snake case") : vector, matrix, is_prime, ...

— notation chameau ("camel case") : VectorSpace, PolynomialRing,

Matrix, ...

La notation chameau est réservée aux noms des objets (les espaces vecto-
riels, les anneaux de polynomes, les matrices, ...). La notation serpent est
a priori réservée aux fonctions (comme is_prime) mais il y a parfois des
fonctions qui construisent des objets (comme vector et matrix).
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Orientation objet. Python est un langage objet. La plupart des fonctions
qui s’appliquent a un objet x sont appelées via x. f() plutdt que f(x).

sage: 42.bits()

[6, 1, 0, 1, 0, 1]

sage: bits(42)

Traceback (most recent call last)

NameError: name 'bits' is not defined

Parfois les deux syntaxes sont possibles

sage: 101.is_prime()
True

sage: is prime(101)
True

Complétion automatique. Pour trouver une fonction, une maniere pra-
tique consiste a utiliser la complétion automatique par la touche tabulation.
Cela consiste a écrire une partie d"un mot et appuyer sur la touche (tab).

sage: prim<tab>

prime_divisors prime_powers primes
prime_factors prime_range primes_first_n
prime_pi prime_to_m_part primitive_root

Lorsqu’une seule complétion est possible le mot est automatiquement
complété. Cette remarque s’applique aussi aux méthodes d'un objet préala-
blement construit

sage: n = 42

sage: n.f<tab>
n.factor
n.factorial
n.floor

Documentation. Il est possible d’accéder a la documentation directement
dans la console ou une feuille de travail. Pour cela, on ajoute un point
d’interrogation a la fin avant d’appuyer sur <entrée>.
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sage: bernoulli?
Signature: bernoulli(n, algorithm='default', num_threads=1)
Docstring:

Return the n-th Bernoulli number, as a rational number.

INPUT:
* '"n" - an integer
* "algorithm":
x "'default'" -- use 'flint' for n <= 300000, and 'bernmm'

otherwise (this is just a heuristic, and not guaranteed
to be optimal on all hardware)

arb'" -- use the arb library

* "'flint'" -- use the FLINT library

Pour accéder au code source, on utilise deux points d’interrogation au lieu
d'un.

Langage Python. Pour aller plus loin en programmation dans Sage il
est indispensable de bien connaitre la syntaxe et les structure de données
Python. Python est avant tout un langage impératif et on retrouve les
flots de controle if/elif/else, for et while. Par ailleurs, Python possede
quelques structures de données avancées dont voici la liste.

nom type délimiteurs modifiable
liste list [et] oui
tuple tuple (et)
chaine str Lon, e non
ensemble set { et} oui
ensemble gelé frozenset non
dictionnaire dict { et} oui

Pour apprendre Python, je recommande

— le tutoriel en frangais de la documentation officielle Python
https://docs.python.org/fr/2/tutorial/,

— les premiers chapitres des "Scipy lecture notes" (en anglais)
http://www.scipy-lectures.org/

— le tutoriel thématique "Tutorial : Programming in Python and
Sage" de la documentation officielle de Sage (en anglais)



https://docs.python.org/fr/2/tutorial/
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http://doc.sagemath.org/html/en/thematic_tutorials/
tutorial-programming-python.html.

— le tutoriel "How to Think Like a Computer Scientist" (en anglais)
http://interactivepython.org/runestone/static/thinkcspy/
index.html

5.4 Ressources

Livres.

— Calcul Mathématique avec Sage [41] : ouvrage de référence en
francais qui couvre les différents aspects du calcul formel et scien-
tifique. Couvre grosso-modo les mathématiques rencontrées dans
un cursus de licence. Mentionnons également qu’une version en
anglais pour Sage 8.0 est disponible. Toutes les versions et correc-
tifs sont disponibles a https://members.loria.fr/PZimmermann/
sagebook/.

— Sage for Undergraduates [19] : ouvrage en anglais qui couvre le
programme de licence de mathématiques avec beaucoup de détails
concernant le graphisme.

Documentation en ligne. Voir la fin de la Section précédente concernant
le langage Python.

Autre ressources en ligne.
— Un forum de questions/réponses http://ask.sagemath.org/.
— Une liste de discussion
https://groups.google.com/forum/#!forum/sage- support.

5.5 Optimisation linéaire et probléme SAT

Nous allons voir dans cette section comment utiliser les optimiseurs
linéaires et les solveurs SAT dans Sage. En particulier, on verra comment
ils peuvent permettre de résoudre simplement (du point de vue du pro-
grammeur) certains algorithmes sur les graphes.

5.5.1 Optimisation linéaire

Un probléme d’optimisation (linéaire) est un probléme qui consiste
a trouver le maximum d’une fonction f(x) = a;x1 + ... + a4x, sous des


http://doc.sagemath.org/html/en/thematic_tutorials/tutorial-programming-python.html
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contraintes de la forme

b1x1+b2x2+...+bdxd—i—c<0.

Optimisation linéaire avec Sage. Prenons l'exemple suivant : optimiser
f(x0,x1,x2) = 3x9 + 2x1 + x2 sous les contraintes

x0201 X]>O, x2>01

>
7x0—x1 —x2 <0,
5X]—3X2<0,

9x + 8x1 + 7xp — 27 < 0.

Dans Sage, ce probléme se traduit de la maniére suivante

sage: M = MixedIntegerLinearProgram()

sage: x = M.new_variable(nonnegative=True)

sage: M.set_objective(3*x[0] + 2xx[1] + x[2])

sage: M.add_constraint(7xx[0] - x[1] - x[2] <= 0)

sage: M.add_constraint(5*x[1] - 3*x[2] <= 0)

sage: M.add_constraint(9xx[0] + 8xx[1] + 7%x[2] - 27 <= 0)

L’ensemble des contraintes forme un polyedre de R® que ’on peut dessiner
via les commandes suivantes

sage: P = M.polyhedron()
sage: P.plot()

Pour résoudre le probleme M et récupérer le point pour lequel la fonc-
tion est maximisée on utilise
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sage: M.solve() # résolution (renvoie 1'optimum)
5.62268041237

sage: vals = M.get_values(x) # valeurs des variables

sage: vals

{0: 0.4453608247422578, 1: 1.169072164949047, 2: 1.9484536082467576}

La valeur de retour de la méthode get_values est un dictionnaire (une
association clé-valeur) : les clés sont 1, 2 et 3 et on y accede via les crochets
comme avec une liste.

sage: vals[1]
1.169072164949047

Remarquons que 'optimum est bien un des sommets de P

sage: P.vertices()

vertex at (0.0, 0.0, 0.0),

vertex at (0.4453608247, 1.169072165, 1.948453608),
vertex at (0.4655172414, 0.0, 3.25862069),

vertex at (0.0, 1.372881356, 2.288135593),

vertex at (0.0, 0.0, 3.857142857))

>>> > >

Dans sa version ci-dessus, le probleme d’optimisation linéaire est ré-
solu avec des nombres flottants. Il est également possible de résoudre ce
méme probleme avec des nombres rationnels (exacts). La seule chose a chan-
ger ci-dessus est de remplacer la ligneM = MixedIntegerLinearProgram()
parM = MixedIntegerLinearProgram(solver='PPL’"). Dans ce cas, la réso-
lution du probleme donnera

sage: M.solve()

2727/485

sage: numerical_approx(_)

5.62268041237113

sage: M.get_values(x)

{06: 216/485, 1: 567/485, 2: 189/97}

sage: [v.numerical_approx() for v in M.get_values(x).values()]
[0.445360824742268, 1.16907216494845, 1.94845360824742]

Notez l"utilisation de la variable spéciale _ qui correspond au résultat de la
commande qui préceéde.

I1 est également possible de faire une recherche d’opti-
mum sur les points entiers. Dans ce cas la, il suffit de rem-
placer la ligne x = M.new_variable(nonnegative=True) par la ligne
x = M.new_variable(nonnegative=True, integer=True). On obtient alors
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sage: M.solve()

4.0

sage: M.get_values(x)
{0: 0.0, 1: 1.0, 2: 2.0}

Notez que résoudre un probleme linéaire a une complexité polynomiale
(a dimension fixée). Cependant, le probléme 3-SAT se réduit (polynomia-
lement) a I’existence de points entiers dans un polytope. La recherche
d’optimum sur les points entiers est donc un probleme NP-complet.

Exemple d’optimisation combinatoire via de l’optimisation entiere.
On cherche a résoudre le probleme suivant : étant donné un graphe, trouver
un ensemble de sommets de cardinalité minimum tel que chaque aréte est
adjacente a un point de cet ensemble (un tel ensemble est dit couvrant).

En prenant une variable x, pour chaque sommet, ce probleme peut se

traduire par la minimisation de Z x, sous les contraintes suivantes
v sommet

x, € {0,1}
Xy +x, =21 pour chaque aréte (u,v)

On peut alors vérifier que le graphe de Petersen possede un ensemble
couvrant de taille 6.

sage: G = graphs.PetersenGraph()

sage: M = MixedIntegerLinearProgram(maximization=False)
sage: x = M.new_variable(nonnegative=True, binary=True)
sage: M.set_objective(sum(x[v] for v in G))

sage: for (u,v) in G.edges(labels=False):
I M.add_constraint(x[u] + x[v] >= 1)
sage: M.solve()

Ainsi le graphe de Petersen a un ensemble couvrant de cardinalité 6 (et il
n’y en a pas de plus petit). Notez l'utilisation des boucles for dans le code
ci-dessus pour itérer sur les sommets du graphe dans sum(x[v] for v in G)
et sur ses arétes dans for (u,v) in G.edges(labels=False).

Pour récupérer 'ensemble des sommets de I’ensemble couvrant on
utilise comme précédemment la méthode get_values.

sage: S = [1i for (i,j) in M.get_values(x).items() if j]
sage: S
(e, 2, 4, 6, 7, 8]
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La méthode items d’un dictionnaire permet de faire une itération sur les
paires clé-valeur.
Vous pouvez alors visualiser la solution avec

sage: G.plot(vertex_colors={"'blue': S})

Exercice : Un ensemble indépendant d'un graphe est un sous-
ensemble de sommets qui ne contient aucune paire de sommets adjacents.
Calculer un ensemble indépendant du graphe de Petersen de cardinalité
maximale.

5.5.2 Solveurs SAT

Interface Sage aux solveurs SAT. Dans Sage, il est possible d’utiliser des
solveurs SAT. Considérons la clause logique suivante

$=(x1V-x2Vaz)A(x1VaaV-oxs)A(xaVag) A(—xg Voxs) A(xg V—oxg)

Créer le probléme correspondant a ¢ avec Sage se fait de la maniere suivante

sage: S = SAT()

sage: S.add_clause((1l, -2, 3))
sage: S.add_clause((1, 2, -3))
sage: S.add_clause((2, 3))

sage: S.add_clause((-1, -3))
sage: S.add_clause((1, -2))

Notez que les variables sont encodées par des entiers positifs et qu’on
utilise —i pour la négation de la i-iéme variable. On peut alors résoudre le
probleme via
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sage: solver()
(None, True, True, False)

La valeur en position i du tuple indique la valeur de x;. Comme les indices
des tuples commencent a 0 et les variables du probleme sont indicées par
{1,2,...} on peut tout simplement ignorer la premiere valeur None. Ainsi,
la solution (None, True, True, False) correspond a

x1 = True x, = True x3 = False.

Exemple d’utilisation de SAT en combinatoire. Nous illustrons main-
tenant le probleme de coloration des graphes en formulant une clause
SAT. Considérons un graphe G = (V,E) et un entier positif k. Nous
voulons savoir s’il existe un k-coloriage de G, c’est a dire une fonction
f:V — {1,2,...,k} telle que pour chaque aréte (1,v) de G on ait

f(u) # f(0).

Nous construisons une instance SAT associé a ce probleme de la fagon
suivante. On considere des variables x, . pour chaque paire consistante
d’un sommet u € V et d'une couleur ¢ € {1,...,k}. On considere alors
deux familles de clauses

YuelV, 4)l(lk) = X1 VX2 Voo Xy (5.1)
V(u,0) € E Vi€ {1,...,k} Pl = mx v, (52)

et leur conjonction

09 = A¢n A 9l

ueV (u,0)€E,ie{1,...k}

Exercice : Le graphe G est k-coloriable si et seulement si la formule
(k) est satisfiable.

On peut alors vérifier que le graphe de Petersen est 3-coloriable
(les sommes du graphe sont les entiers {0,1,...,9} et les couleurs par
{0,1,...,k—1} eton encode x,,; par u + 10i + 1)

sage: G = graphs.PetersenGraph()

sage: solver = SAT()

sage: k = 3

....: for u in G.vertices():

et solver.add_clause([u + 10*i + 1 for i in range(k)])
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sage: for u,v in G.edges(False):

R for i in range(k):

et solver.add_clause([-(u + 10xi + 1), -(v + 10xi + 1)])
sage: ans = solver()

sage: ans

(None, True, False, False, ..., False, True, True)

On peut convertir le résultat ans en une partition (chaque élément de la
partition représentant une couleur)

sage: p = [[], [1, []]

sage: for u in range(10):

- for i in range(k):

- if ans[u + 10xi + 1]:
cee plcoll.append(u)
sage: p

[[e, 3, 71, [2, 4, 5, 6], [1, 8, 9]]

Et obtenir une image de la coloration.

sage: G.plot(vertex_colors={'red': p[0], 'green': p[l], 'blue': p[2]})

5.6 Les polytopes

Proche des problemes d’optimisation, Sage posseéde de nombreuses
primitives pour les calculs sur les polytopes. Pour créer un polytope comme
I'enveloppe convexe d"un nombre fini de points, on utilise la commande
Polyhedron.
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sage: P = Polyhedron(vertices=[[1,0,1],[1,0,0],[1,1,0],
R [0,0,-1],[0,1,0],[-1,0,0],[0,1,1]1,[0,0,1],
noook [0,-1,0]]).polar()

sage: P

A 3-dimensional polyhedron in QQ\"{}3 defined

as the convex hull of 14 vertices

Vous pouvez ensuite naviguer entre les propriétés du polytope que vous
venez de construire en utilisant la complétion automatique.

sage: P.<tab>

P.adjacency_matrix P.base_extend
P.affine_hull P.base_ring
P.ambient_dim P.bipyramid
P.ambient_space P.bounded_edges
P.barycentric_subdivision P.bounding_box

On peut par exemple faire de jolies images :

Ou convertir le polytope en contraintes d"un probleme d’optimisation

sage: P.to_linear_program()
Linear Program (no objective, 3 variables, 9 constraints)

Notez qu'un polytope peut-aussi étre défini a partir de sa liste de faces
(des hyperplans).

sage: Polyhedron(iegs=[I[1,1,0]1,[1,-1,01,[1,0,1],([1,0,-1]1)
A 2-dimensional polyhedron in QQ"2 defined
as the convex hull of 4 vertices

Quel est le polytope construit par la commande précédente ?
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5.7 Génération aléatoire

Nous proposons maintenant quelques expérimentations autour des
probabilités. Un des objectifs est de construire des générateurs aléatoires
d’objets combinatoires a partir de primitives tres simples.

5.7.1 Premieéres manipulations

Nous utiliserons seulement des fonctions de génération quasi-
aléatoires élémentaires suivantes

— random() : un flottant uniforme dans [0, 1]

— randint(i,j) : un entier uniforme dans {7,i+1,...,j}
Pour faire le lien avec les variables aléatoires du Chapitre 1 vous devez
considérer que des appels successifs a la fonction random() est une réalisation
d’une suite de variables indépendantes uniforme.

Une construction pratique de Python est la liste en compréhension. C'est
ce qui correspond en mathématiques a la notation ensembliste

S={x:x€N,x*>3}.

Voici I'exemple des nombres premiers < 20 et d’un échantillon de loi
uniforme

sage: 1 [n for n in range(1l, 20) if is_prime(n)]
sage: 1 = [random() for _ in range(10)]

Une autre manieére de construire des listes est via la méthode append (qui
ajoute un élément a une liste). La petite boucle suivante simule une marche
aléatoire de 1000 pas sur Z dont chaque pas consiste a choisir entre +1 et
—1 avec probabilité 1/2

sage: x = 0 # position courante
sage: W [1 # marche

sage: for i in range(1000):

hoood W.append(x)

nooof X =X+ 1 - 2xrandint(0,1)

Notez la boucle avec range qui permet de répéter 1000 fois une opération.
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On peut visualiser la suite W en utilisant la commande

sage: list_plot(W, plotjoined=True)

Exercice :

1. On peut définir les nombres binomiaux B(n,m) = Wlm), par

I’équation
n
(14x)" =Y B(n,m)x™. (5.3)

m=0

2. En utilisant la relation (1 + x)"” = (1+ x)(1 + x)"~!, montrer que
les nombres binomiaux vérifient la récurrence

B(n,m)=B(n—1,m)+B(n—1,m—1). (54)

3. Quel est le rapport entre les nombres binomiaux et la marche
aléatoire sur Z?

Pour fabriquer les listes des nombres binomiaux B(n,m) a n fixé, la
récurrence (5.4) se traduit en des boucles imbriquées

sage: B = [1] # liste pour n=0
sage: for n in range(1l, 5):

Ceead B.append(1)

noook for i in range(n-1, 0, -1):
caat B[i] = B[i] + B[i-1]

- print(B)
[1, 1]

[1, 2, 1]

[1, 3, 3, 1]
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Notez la fonction range(n - 1, 0, -1) qui permet de faire une boucle de
n - 1(inclus) a @ (exclus) avec un pas -1.

Exercice : (nombres binomiaux, nombres de Stirling et nombres eulé-

riens)

1.

Pour les valeurs de n = 3, 5,10, 30, 100 faire un graphique de la
suite m +— B(n,m) (utiliser list_plot comme on l'a fait précé-
demment et possiblement graphics_array pour inclure plusieurs
graphiques dans une image).

Les nombres de Stirling (de premiere espéce non signés) S(n, m)
sont définis par 1’équation

XMW= x(x+1)(x+2)...(x+n—1) = i S(n,m)x™. (5.5)
m=0

En utilisant I'équation x") = (x + n)x("~1, montrer que les
nombres de Stirling satisfont la récurrence

Sm,m)=(mn—-1)S(n—1,m)+Sn—1,m—1). (5.6)

Modifier le programme pour les binomiaux pour qu’il génere les
nombres de Stirling.

5. Quel est le lien entre les nombres de Stirling et les permutations ?

6. Pour les valeurs de n = 3,5, 10,30, 100 faire un graphique de la

10.

11.

suite m — S(n, m).

Montrer que les nombres eulériens A(n, m) (voir Chapitre 1) véri-
tient

An,m)=(m+1)An—-1,m)+(n—m)A(n—1,m—1). (5.7)

Pouvez-vous donner une "formule" pour les nombres eulériens de
la méme forme que (5.3) ou (5.5)?

Utiliser la récurrence (5.7) pour engendrer les nombres eulériens.

Pour les valeurs de n = 3, 5,10, 30, 100 faire un graphique de la
suite m — A(n, m).

Que constatez-vous ? Quels sont les liens entre les graphiques de
B(n,m), S(n,m) et A(n,m)?
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5.7.2 Excursion brownienne discréte

On se propose maintenant d’implanter la génération aléatoire d’ana-
logues discrets de 1’excursion brownienne. On considére des marches aléa-
toires sur Z représentées par des mots finis de {0,1}* (0 indique un pas
montant et 1 un pas descendant). Plus formellement, la marche associée
as=s15...5, € {0,1}" est la suite d’entier (wp, wy, ..., w,) € Z"1 =0
définie par wy = 0 et pour touti € {1,...,n} w; = w;_1+1sis; = 0et
w; = w;_1 — 1sis; = 1. On pourra voir deux exemples de mots s ainsi que
les marches associées ci-dessous.

101110010 011000010

Etant donné un mot s dans {0, 1}", le vecteur d’évaluation de s est le vecteur
(Islo, |s|1) des nombres d’occurrences de 0 et 1 dans w. En reprenant les
exemples ci-dessus, les vecteurs d’évaluation de 101110010 et 011000010
sont respectivement (4, 5) et (6,3). On remarquera que le point final de la
marche w, est égal a [s|op — |s]1.

Exercice (génération aléatoire a évaluation fixée) : Nous proposons
d’implanter une chaine de Markov non-homogene pour générer unifor-
mément un mot de {0, 1}* dont le vecteur d’évaluation (19, 11) est donné.
Pour cela, on choisit la premiere lettre avec une loi de Bernoulli de para-
metre p = n1/(ng + ny). Si la premiere lettre est un 0 alors on recommence
avec le nouveau vecteur d’évaluation (19 — 1,77 ) sinon, on recommence a
partir de (ng, n; — 1).

1. Justifier cette méthode.
2. Programmer la dans Sage.

3. Faire des graphique pour les évaluations (30,30), (30,10) et
(1000, 1000).

4. Décrire la renormalisation appropriée pour qu’on ait une conver-
gence en loi vers I’excursion brownienne.

5. Refaire le graphique pour l'évaluation (1000, 1000) a l’échelle de
’excursion brownienne.

Une marche est dite positive si le mot associé s de {0,1}" est tel que
pour tout préfixe u de s on ait |u|y > |u|;. Autrement dit, toutes les étapes
de la marche w sont > 0. On note P, C {0,1}" I'ensemble des marches
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positives de longueur 7 et 77,(1]() celles parmi P, qui finissent en k. Ci-dessous
sont dessinées les 6 marches positives de longueur 4.

SN A S

0000 0001 0010 0011 0100 0101

Sur ces exemple, les coordonnées d’arrivée sont respectivement 4, 2, 2, 0, 2
et 0.

On dit qu'une marche est équilibrée si le mot s vérifie |s|p = |s|1. Autre-
ment dit, il s’agit d’un élément dont 1’évaluation est (m, m) pour un certain
entier m > 0. Ou encore, ce sont les marches qui terminent en wy,, = 0.

On note Bgfrz C {0,1}?" les mots équilibrés de {0, 1}*" pour lesquels
la marche correspondante possede exactement k pas descendants de 0 vers
—1. Ci-dessous sont dessinées les 6 marches équilibrées de longueur 4.

1010 1001 1100 0011 0110 0101

Sur ces exemples, les nombre de descentes de 0 vers —1 sont respectivement
2,1,1,0,1,0.

Un mot de Dyck est un élément de P,,, N Byyy,. Finalement, étant donné
un mot u € {0,1}* on note # le mot consistant & échanger les lettres 0 et 1.

Exercice (bijection P2k ~ ng) :

1. Montrer que tout mot w de PZ(,znk) se décompose de maniére unique
enw = doldi1d,1 ... 1dok o1 les facteurs d; sont des mots de Dyck.

2. A un mot w de Pz(ik) décomposé en w = doldil...1dy
comme dans la question précédente, on associe ¢(w) =
do0d11d50. . . Odp—1 1dy.

(k)

(2K)
o vers B,

3. Montrer que ¢ induit une bijection de P,
cette fonction dans Sage.

et implanter

4. Décrire la bijection inverse et 'implanter dans Sage.
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Exercice : (génération des marches positives par rejet) On s’intéresse a
une autre méthode de génération aléatoire uniforme de marches positives.
On va générer des marches de taille 1 et faire du rejet anticipé lorsqu’elle
n’est pas positive. Plus précisément, on géneére des bits aléatoires les uns
apres les autres. Si la marche associée arrive en —1 on efface tout et on
recommence. On s’arréte lorsque la longueur de la suite est n.

1. Implanter cette méthode de génération aléatoire pour P,,.

2. Donner une génération aléatoire alternative pour By, en utilisant
la génération aléatoire de P, et la bijection de 1'exercice précédent.

3. Déterminer la moyenne du nombre de bits aléatoires nécessaires
pour chacune des deux méthodes. Quelle méthode est la plus
économe en aléa?
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