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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Les protéines synthétisées & partir des génes d’un organisme participent a de nombreux
processus cellulaires comme la réponse d’une cellule & un changement des conditions environ-
nementales, la différenciation d’une cellule ou d’un groupe de cellules lors du développement
d’un organisme, et la réplication de '’ADN précédant la division cellulaire. Chacun de ces pro-
cessus cellulaires est sensible & la concentration d’un grand nombre de protéines. Dés lors, on
comprend bien pourquoi l'expression des génes, c’est a dire ’ensemble des processus menant &
la synthése de ces protéines, est un phénoméne hautement régulé. Pour la plupart des génes,
la régulation se fait au niveau de la transcription, mais elle peut également avoir lieu durant
I’épissage ou le transport de 'ARN messager, durant leur traduction, ou lors de la matura-
tion des protéines. Comme de nombreuses protéines interviennent & ces différents stades de la
régulation, 'expression des geénes est régulée par des protéines issues de 'expression d’autres
geénes. L’ensemble des interactions régulatrices entre génes forme ce qu’on appelle un réseau
de régulation génétique.

Comprendre le fonctionnement des réseaux de régulation génétique est une étape indispen-
sable pour une meilleure compréhension de la vie, tant ces réseaux jouent un réle fondamental
dans le controle des processus cellulaires. C’est un défi scientifique immense : la structure et le
fonctionnement de ces réseaux sont trés complexes, et les données fiables concernant ceux-ci
restent majoritairement qualitatives malgré les techniques de biologie moléculaire modernes
permettant, par exemple, de mesurer en paralléle ’expression de milliers de génes sur des
biopuces [43]. Cependant, les perspectives offertes par ces nouvelles techniques ont renouvelé
I'intérét de la communauté scientifique pour ’étude des systémes biologiques pris dans leur
ensemble (réseaux de régulation génétique, réseaux meétaboliques, réseaux de transduction de
signaux, etc) au dépens de I’étude de leurs éléments constitutifs pris isolément [41, 86].

Pour les raisons qui viennent d’étre évoquées, la structure et le fonctionnement des réseaux
de régulation génétique sont encore largement méconnus. Toutefois, certains phénomeénes étu-
diés chez des organismes modeéles, tels que Escherichia coli, Saccharomyces cerevisiae et Dro-
sophila melanogaster, sont controlés par des réseaux dont la structure est relativement bien
caractérisée suite a des décennies d’études expérimentales. Bien souvent, méme si la structure
du réseau étudié est élucidée, le comportement global du réseau reste méconnu car il est diffi-
cile de comprendre comment ce comportement émerge des interactions entre les composantes
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du réseau. La cause principale de cette difficulté est que la dynamique des réseaux, c’est a
dire I’évolution temporelle de la concentration des entités biologiques qu’ils regroupent, est
particulierement complexe. Cette complexité est principalement due & la présence quasi sys-
tématique d’interactions non linéaires et de circuits de rétroaction entremélés. C’est pourquoi
I'utilisation et le développement de modéles mathématiques et informatiques, ainsi qu’une col-
laboration étroite entre expérimentateurs et modélisateurs, s’avérent indispensables & 1’étude
de la dynamique des réseaux de régulation génétique [34].

Les formalismes proposés pour modéliser la dynamique des réseaux de régulation génétique
sont nombreux. On peut citer les équations différentielles ordinaires, a retard ou partielles, les
équations stochastiques, les réseaux booléens et leurs généralisations discrétes, les réseaux de
Petri, et les automates hybrides. Certaines références généralistes sur les modeles de régu-
lation génétique fournissent une bibliographie treés étendue [63, 34], notamment, l'article de
Hidde de Jong [17] qui propose un texte de synthése sur les différentes modélisations existantes.

Les approches les plus classiques utilisent des équations différentielles ordinaires. Cepen-
dant, en raison du caractére non-linéaire d’une large part des régulations, ces systémes différen-
tiels sont rarement résolus analytiquement. Ils peuvent étre résolus numériquement avec toute
la précision désirée mais cette précision peut étre trompeuse. En effet, comme les résultats
d’expériences réalisées sur les réseaux sont principalement qualitatifs, la valeur des parameétres
cinétiques, qu’il est nécessaire de fixer pour réaliser des simulations, est généralement incon-
nue. Nombreux sont les auteurs qui ont ainsi cherché a saisir les caractéristiques qualitatives
principales de la dynamique des réseaux en proposant des descriptions logiques (cf. Sugita
[69], Kauffman [38], Glass [29, 27|, Thomas et al. [72, 78|, de Jong et al. [19]). Ces descriptions
utilisent des variables qui ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs, typiquement deux :

0 et 1. Dans ce cas, on parle de description binaire ou booléenne!.

Les approches discrétes, qui dans les cas les plus simples considérent une substance comme
«présente» ou «absente» et un géne comme «actify (transcrit) ou «inactify (non-transcrit),
peuvent paraitre bien grossiéres. Pourtant, de nombreux arguments tendent en leur faveur.
L’argument principal est qu’en biologie (et dans bien d’autres domaines) un régulateur est le
plus souvent inefficace en dessous d’une concentration «seuil», son effet saturant rapidement
aux concentrations supérieures [37, 46, 87, 28, 77]. En d’autres termes, la plupart des inter-
actions régulatrices ont une forme sigmoidale principalement caractérisée par une valeur seuil
(I’abscisse du point d’inflexion), et par un plafonnement de leur effet (figure 1.1a) [87, 50]. Il est
alors tentant d’idéaliser la forme de ces interactions en considérant qu'un régulateur a un effet
minimal tant que sa concentration est inférieure au seuil et un effet maximal au-dela de cette
concentration (figure 1.1b). Cette approximation, parfois qualifiée «d’infiniment non-linéairey,
permet de simplifier les équations différentielles sans perdre les caractéristiques qualitatives
principales de la dynamique qu’elles décrivent (cf. Glass et Kaufman [28, 29]). On obtient alors
des systéemes d’équations différentielles linéaires par morceaux dont les comportements quali-
tatifs principaux peuvent a leur tour étre extraits par une discrétisation des concentrations (cf.
Glass et Kaufman |28, 29|, Snoussi et al. |64, 66|, Gouzé et al. 31|, de Jong et al. [19], Farcot
[26]). 11 est important de noter que cette discrétisation des concentrations met en évidence
que l’idéalisation booléenne est trop forte dans bien des cas. Supposons par exemple qu'une

'En biologie, les descriptions verbales sont couramment booléennes : il est fréquent de lire «en présence du
répresseur |...| en ’absence du répresseur [...]» ou encore «a basse température |[...] & haute température [...]».
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F1G. 1.1 — Une sigmoide (a) et sa caricature logique (b). Les courbes sigmoides peuvent étre définies
par des fonctions du type tangente hyperbolique ou par des fonctions de Hill : At (z) = 2™ /(0™ + 2™)
8l s’agit d’une sigmoide croissante; h~(x) = 6™ /(0™ 4+ 2™) §’il s’agit d’une sigmoide décroissante (non
illustrée). Pour n = 1, la courbe croissante est une simple branche d’hyperbole (courbe de Michaelis-
Menten (1913) trés souvent utilisée pour décrire les catalyses enzymatiques du métabolisme). Pour
toute valeur de n > 1, la courbe a un point d’inflexion, c’est alors une sigmoide. Plus n est élevé, plus
la sigmoide est «raide». Quand n tend vers l'infini, la sigmoide tend vers une fonction constante par
morceaux, sa caricature logique.

protéine 7 régule la synthese d’une protéine j & partir du seuil ¢; ainsi que la synthése d’une
autre protéine, notée k, a partir d’un second seuil 0, supérieur au premier (figure 1.2). Si I’écart
entre ces seuils est «significatif», alors trois situations qualitatives distinctes apparaissent clai-
rement : soit la concentration de ¢ est inférieure aux deux seuils et dans ce cas 'effet de 7 est
minimal sur ses deux cibles; soit la concentration de 7 est entre les deux seuils et dans ce cas
leffet de 7 est maximal sur j est minimal sur k; soit la concentration de i est supérieure aux
deux seuils et dans ce cas, 'effet de i est maximal sur ses deux cibles. Ainsi, trois niveaux de
concentration discrets doivent étre utilisés pour décrire qualitativement comment ¢ régule ses
cibles 2.

Ainsi, la forme sigmoidale des régulations biologiques justifie pleinement ['utilisation de
modeéles discrets. De plus, ces modéles donnent une description du comportement des réseaux
avec un niveau de précision adapté aux données significatives actuellement disponibles sur la
dynamique de ces réseaux, et, par nature, se prétent trés bien aux manipulations informatiques.

L’approche discréte qui est sans doute la plus utilisée est la méthode logique généralisée
développée par le biologiste René Thomas et ses coauteurs depuis le début des années 1970
[78, 76, 83, 81]. Cette méthode a été appliquée pour modéliser de nombreux réseaux de régula-
tion génétique controlant, par exemple, 'infection du bactériophage A [72, 84, 79, 74, 73, 78, 71|,
I'embryogenése de Drosophila melanogaster [60, 58, 59|, la morphogeneése des fleurs chez Ara-
bidopsis thaliana [45], et la réponse immunitaire [40, 39, 78, 47]. Dans cette étude, on se
concentrera sur l’approche de René Thomas.

Sommairement, dans cette approche, la structure d’un réseau est représentée par un graphe
orienté signé appelé graphe d’interactions. Les sommets correspondent aux génes du réseaux,
et il existe un arc d’un géne a un autre si la protéine synthétisée a partir du premier régule
Iexpression du second. De plus, si cette régulation est une activation (resp. une inhibition),
c’est & dire si la protéine codée par le premier géne favorise (resp. défavorise) ’expression

du second, alors l'arc est muni d’un signe positif (resp. négatif). Notons que les réseaux de

?Bien sir, si les seuils 6, et 6, sont trés proches (comme cela peut étre le cas si i régule Pexpression d'un
opéron a partir duquel les protéines j et k sont synthétisées) approximation booléenne est raisonnable.
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FiG. 1.2 — Si i régule j et k suivant des seuils différents, alors trois niveaux de concentration discrets
lui sont associés.

régulation génétique sont de maniére générale trés souvent représentés par ce type de graphe.
Pour décrire le fonctionnement du réseau a partir d’une telle représentation statique, a chaque
sommet est associée une variable discréte dont le domaine de variation est fini (elle modé-
lise la concentration de l'entité biologique correspondante). Les relations entre ces variables,
grossierement décrites par le graphe d’interactions, sont précisées en utilisant des paramétres
logiques qui modélisent les intensités d’interactions. Le comportement global du réseau peut
alors étre représenté par un graphe de transitions asynchrone. Dans ce graphe, les sommets
correspondent aux états possibles du systéme et les arcs indiquent quels sont les changements
d’états qui peuvent avoir lieu au cours du temps.

1.2 Problématiques et contributions

En pratique, lorsque le graphe d’interactions du réseau étudié est connu, modéliser sa dy-
namique suivant I’approche de Thomas consiste principalement & ajuster la valeur de chaque
parameétre logique de sorte que la dynamique obtenue soit en accord avec les observations bio-
logiques portant sur le comportement du réseau. Cette tache n’est pas simple car, comme dans
le cas continu, les parameétres logiques sont généralement inconnus, nombreux et difficilement
mesurables.

1.2.1 Importance des circuits de rétroaction

Dans ce contexte, il est intéressant de rechercher les propriétés dynamiques du réseau qui
peuvent étre déduites uniquement & partir de son graphe d’interactions (et donc, en l’absence
d’information concernant la valeur des paramétres). Ceci revient a étudier le lien entre la
structure et la dynamique des réseaux de régulation. C’est en fait une question qui se pose
indépendamment du type de modélisation choisi. Les observations et les résultats théoriques
a ce sujet mettent clairement en évidence le role primordial des circuits de rétroaction.

Plus précisément, ces études mettent en évidence le lien étroit entre les circuits positifs,
c’est & dire contenant un nombre pair d’inhibitions, et la coexistence de plusieurs états stables.
D’un point de vue biologique, la multistationnarité est une propriété capitale. En effet, suivant
l'interprétation généralement attribuée a Delbriick (fin des années 1940), la multistationna-
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rité permet d’expliquer les phénomeénes de différenciation cellulaire et plus généralement, les
phénomeénes épigénétiques, c’est a dire, la faculté qu’ont les cellules & acquérir certains phé-
notypes transmissibles sur plusieurs générations en ’absence de modification génétique. D’un
point de vu dynamique, le réseau de régulation génétique de la cellule peut changer d’état
stable suite & un signal environnemental et rester dans ce méme état apres la disparition du si-
gnal. La cellule acquiert alors de nouvelles propriétés transmissibles de facon non Mendélienne.

Les circuits négatifs, c’est & dire contenant un nombre impair d’inhibitions, sont reliés a la
présence d’oscillations stables ou amorties. Ces oscillations permettent de représenter les phé-
nomeénes d’homéostasie pour lesquels la concentration de certaines substances est maintenue,
ou oscille autour d'une valeur «optimale», et ce malgré les variations constantes de ’envi-
ronnement externe. En reprenant les mots de Claude Bernard, «I’homéostasie est 1’équilibre
dynamique qui nous maintient en vie». Les exemples classiques & ’échelle de ’organisme sont
la température corporelle et le taux de glucose sanguin.

La formulation explicite du lien entre les circuits positifs (resp. négatifs) et les phénomeénes
de différenciation (resp. d’homéostasie) est due & René Thomas. La bibliographie de René
Thomas autour de ces questions est trés importante 3. Une synthése compléte de ses réflexions
est parue en 1990 dans le livre [78]. En résumant, René Thomas a énoncé, au début des années
1980 [75], deux conjectures maintenant célebres qui sont, de fagon informelle :

1. la présence d’un circuit de rétroaction positif est une condition nécessaire pour la présence
de plusieurs états stables ;

2. la présence d’un circuit de rétroaction négatif est une condition nécessaire pour la pré-
sence d’oscillations stables ou amorties.

La premiére preuve formelle de ces deux conjectures a été donnée dans un cadre différentiel
par Plath, Mestl et Omholt en 1995 [49]. Peu aprés, Gouzé [32] puis Snoussi [65] proposent
d’autres démonstrations dans un cadre similaire. En s’appuyant sur des outils de géométrie
différentielle, Cinquin et Demongeot [14, 13| établissent une démonstration plus générale de
la premiére conjecture. Celle-ci est enfin prouvée en toute généralité (toujours dans le cadre
différentiel) par Christophe Soulé en 2003 [67] ; la preuve étant ensuite adaptée aux différentes
classes d’équations différentielles utilisées dans le contexte des réseaux de régulation génétique,
le cas discret étant seulement évoqué [68].

Dans les travaux de Soulé, la dynamique du réseau est modélisée par une équation diffé-
rentielle dz/dt = f(x), ou f est une application différentiable de R™ dans lui-méme, et ou x
est I’état du réseau, c’est a dire, le vecteur dont les composantes sont les concentrations des
entités du réseaux. A chaque état z est associé un graphe d’interactions local G(z) ainsi défini :
I'ensemble des sommets de G(x) est I'ensemble {1,...,n} des indices des entités du réseau,
et il existe un arc positif (resp. négatif) d’un sommet j vers un sommet i si et seulement si
(0fi/0xj)(x) est strictement positif (resp. strictement négatif). En utilisant cette définition
naturelle, Soulé a démontré la version suivante de la premiére conjecture de Thomas : si le
systéme admet différents états stables (non dégénérés) alors il existe x € R"™ tel que G(x)
posséde un circuit positif. Ainsi, la présence d’un circuit positif dans un graphe d’interactions
local est une condition nécessaire pour la multistationnarité qui est bien plus forte que la

3L’ensemble de la bibliographie de René Thomas (140 articles) est disponible sur sa page personnelle :
http ://www.ulb.ac.be/cenoliw3/PERSO-PAGES/rthomas.html
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présence d’un tel circuit dans le graphe d’interactions global du systéme (que ’on obtient en
superposant tous les graphes locaux). Notons que cette version forte de la conjecture avait
été pressentie par Thomas et Kaufman [80]. Notons également que la démonstration de Soulé
dépasse largement le seul cadre des modéles de réseaux de régulation génétique et présente un
intérét mathématique intrinséque.

Dans le contexte discret, les conjectures de Thomas ont été trés souvent expliquées et dis-
cutées au moyen d’exemples (cf. [78, 83, 81| par exemple). Dans le cas booléen, une formulation
précise et une démonstration des conjectures ont été proposées par Elisabeth Remy, Paul Ruet
et Denis Thieffry en 2005 [55]. La dynamique est décrite a 1’aide d’une application f de {0,1}"
dans lui-méme, et (comme dans les travaux de Soulé), a chaque état x € {0,1}" est associé un
graphe d’interactions local G(x). Celui-ci est défini en utilisant la dérivée discréte introduite
par Francois Robert pour I’étude des fonctions booléennes |56, 57].

La formulation de la premiére conjecture est alors tout a fait analogue a celle de Soulé : si f
admet au moins deux points fixes, il existe z € {0,1}" tel que G(z) posséde un circuit positif.
Ce résultat est en partie relié a la démonstration par Shih et Dong [61], parue en 2005, d’'un
théoreme de point fixe conjecturé par Shih et Ho en 1999 [62]. Ce théoréme est le suivant : si
G(z) est sans circuit pour tout x € {0,1}" alors f admet un point fixe unique.

Le résultat obtenu par Remy et al. concernant la seconde conjecture est plus délicat a
présenter. Il s’énonce informellement comme suit : la présence d’un circuit négatif dans une
union de graphes locaux est une condition nécessaire pour la présence de cycles stables dans
le graphe de transitions asynchrone défini a partir de f.

Trés récemment, Elisabeth Remy et ses coauteurs [54] ont également proposé une dé-
monstration de la version initiale de la premiére conjecture, ainsi qu’une démonstration de
la seconde, dans un cadre discret non booléen restreint aux applications discrétes pouvant
s’exprimer & partir d’'un graphe d’interactions et des paramétres logiques de Thomas (dans
les démonstrations, une méthode de projection permettant de se ramener au cas booléen est
utilisée).

Dans cette theése, on trouvera une démonstration de la version forte de la premiére conjec-
ture de Thomas, ainsi qu’une démonstration de la seconde conjecture de Thomas, dans un cadre
discret général (dans lequel f est une application quelconque d’un produit de n intervalles finis
d’entiers dans lui-méme). Ces deux résultats généralisent ['ensemble des travauzr de Remy et
al. précédemment cités. Le théoréme de point five de Shih et Dong, établi dans le cas booléen,
sera également généralisé au cas discret.

Pour énoncer et prouver les versions discrétes des conjectures de Thomas et du théoréme
de Shih et Dong, nous utiliserons une nouvelle dérivée discréte pour les application f d’un
produit de n intervalles finis d’entiers dans lui-méme. Nous verrons que celle-ci s’avére étre
un outil parfaitement adapté a I’étude des points fixes de f et des propriétés du graphe de
transitions asynchrone associé a f.

Nous verrons également que cette dérivée discréte est cohérente avec la méthode de Tho-
mas. Plus précisément, nous montrerons que le graphe d’interactions que [’on infére a partir
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d’une dynamique en utilisant la dérivée discréte est le plus petit graphe d’interactions permet-
tant d’obtenir cette dynamique suivant la méthode de Thomas (les graphes étant ordonnés par
la relation d’inclusion sur l’ensemble de leurs arcs). Ceci nous permettra d’interpréter les ré-
sultats théoriques obtenus avec la dérivée discréte dans le contexte de la méthode de Thomas.
Notamment, la notion de fonctionnalité des circuits de rétroaction sera éclaircie.

Dans 'article de Snoussi et Thomas [66], paru en 1993, certaines contraintes portant sur les
parameétres logiques associés & un circuit sont présentées comme permettant au circuit d’étre
«fonctionnely, c’est & dire, de «générer» plusieurs attracteurs s’il est positif ou des comporte-
ments périodiques stables s’il est négatif. En pratique, ces contraintes ont été souvent utilisées
car elles facilitent la détermination de la valeur des parameétres [71, 60, 45, 58]. Cependant, il
n’a jamais été démontré que ces contraintes sont nécessaires ou suffisantes pour obtenir plu-
sieurs attracteurs ou des oscillations stables (si ce n’est dans le cas idéal ou le circuit est isolé
[51]). Nous verrons qu’une conséquence immédiate de la preuve de la premiére conjecture de
Thomas est qu'une partie de ces contraintes, appliquée a un circuit positif, est effectivement
nécessaire pour obtenir une dynamique contenant plusieurs états stables ou, plus généralement,
plusieurs attracteurs.

1.2.2 Recherche et validation de modéles

En pratique, comme nous l'avons déja dit, lorsque le graphe d’interactions du réseau est
connu, la difficulté principale réside dans la détermination des paramétres qui permettent
d’obtenir un modéle wvalide, c’est & dire, une dynamique qui ne contredit par les observations
expérimentales. De plus, lorsqu’une telle dynamique est obtenue, rien ne garantit qu’il n’existe
pas d’autres dynamiques toutes aussi valides. Pour ces raisons, la nécessité de développer des
outils informatiques permettant d’assister le modélisateur dans sa démarche se fait ressentir.

Dans l'approche discréte de Thomas, les parameétres ne peuvent prendre qu’un nombre
limité de valeurs. Ainsi, 'ensemble des paramétrages possibles, et donc I'ensemble des dyna-
miques possibles, est fini. De plus, comme chaque dynamique est représentée par un graphe
de transitions asynchrone lui aussi fini, il est possible d’automatiser la recherche de I’ensemble
des dynamiques valides en utilisant les techniques de «model checking». Ces techniques, per-
mettent de vérifier automatiquement, grace a des algorithmes treés efficaces, si un graphe de
transitions fini vérifie certaines propriétés dynamiques. Généralement, ces propriétés sont ex-
primées formellement grace a une logique temporelle. Ainsi, pour vérifier automatiquement
qu’un graphe de transitions asynchrone ne contredit pas les observations biologiques, il suffit
de traduire ces observations en utilisant une telle logique. Nous verrons que la « Computational
Tree logic» (CTL) est particulierement bien adaptée a la traduction des propriétés dynamiques
généralement observées, notamment lorsque des phénomeénes de différenciation sont en jeu.

Nous avons ainst développé un prototype de logiciel, appelé SMBioNet, qui prend en argu-
ment un graphe d’interactions, une formule de CTL, et retourne [’ensemble des dynamiques
associées au graphe qui vérifient la formule de CTL *. Cet outil a été utilisé pour vérifier I’hy-
pothése suivant laquelle la production de mucus et de toxines chez Pseudomonas aeruginosa °

*La vérification se fait a I'aide du model checker NuSMV [11].
°La production de mucus par cette bactérie est la cause principale de mortalité chez les individus atteints
par la mucoviscidose.
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peut s’expliquer par un phénomeéne épigénétique (cf. Bernot et al. [6], Guespin-Michel et al.
[33]). Il s’avére que l’ensemble des dynamiques retournées par SMBioNet est non vide lorsque
cette hypothése est traduite en CTL, ce qui renforce la crédibilité de cette hypothese.

L’utilisation du model checking pour ’analyse de propriétés dynamiques a également été
récemment proposée dans le contexte de la modélisation de réseaux de régulation génétique
(cf. Batt et al. [2, 1]), mais aussi dans le contexte des réseaux biochimiques (cf. Fages et
al. [24] et Calzone et al. |7]) et de transduction de signaux (cf. Heiner et al. [35]). Dans le
domaine des réseaux de régulation génétique, les travaux réalisés par Gregory Batt |2, 3, 5, 1]
se focalisent sur la vérification de propriétés (dans un cadre discret fondé sur une abstraction
d’une classe de systéme d’inclusions différentielles) et non sur une recherche automatique de
I’ensemble des modéles valides. Pourtant, avoir cet ensemble a disposition est d’un grand
intérét. Premiérement, s’il est vide, cela veut dire que le graphe d’interactions considéré n’est
pas compatible avec les observations biologiques. Il faut alors revoir le graphe d’interactions en
se demandant, par exemple, qu’elles sont les interactions ou entités biologiques additionnelles
qui pourraient permettre d’obtenir les comportements souhaités. Deuxiémement, si I’ensemble
des modéles sélectionnés est non vide, alors les propriétés communes a toutes les dynamiques,
et ne correspondant pas aux propriétés connues traduites en CTL, peuvent étre prises comme
des prédictions. Enfin, les propriétés qui ne sont pas communes aux dynamiques sélectionnées
peuvent suggérer des schémas d’expériences qui, si elles étaient réalisées, permettraient d’affiner
la modélisation (c’est & dire, de réduire ’ensemble des dynamiques jusqu’alors retenues).

1.3 Organisation du document

La premiére partie du document est consacrée aux démonstrations des versions discrétes
des conjectures de Thomas et du théoréme de point fixe de Shih et Dong. Dans le chapitre 2,
nous définissons le graphe de transitions asynchrone d’une application f d’un produit de n
intervalles finis d’entiers dans lui-méme. Nous introduisons ensuite une nouvelle dérivée dis-
créte pour f. Celle-ci nous permettra de définir les graphes d’interactions locaux de f puis
le graphe d’interactions global du réseau dont la dynamique est modélisée par f. Ainsi, la
structure du réseau sera déduite de sa dynamique. C’est pourquoi la premiére partie s’intitule
«d’une dynamique & un graphe d’interactions». Le chapitre 3 présente les résultats théoriques
évoqués plus haut.

La seconde partie est consacrée aux contributions concernant la méthode de Thomas. Elle
s’'intitule «d’'un graphe d’interactions & des dynamiques» car, comme nous ’avons vu, cette
méthode permet d’associer un ensemble fini de dynamiques & un graphe d’interaction. Dans
le chapitre 4, nous présentons une formalisation générale de la méthode de Thomas, puis nous
montrons que celle-ci est cohérente avec la notion de dérivée discréte. Nous serons alors en
mesure d’interpréter les résultats obtenus avec la dérivée discrete dans le contexte de la mé-
thode de Thomas. En particulier, nous montrerons qu’il est nécessaire d’appliquer une partie
des contraintes de fonctionnalité sur un circuit positif pour obtenir une dynamique contenant
plusieurs attracteurs. Dans le chapitre 5, les méthodes utilisées pour sélectionner automati-
quement l’ensemble des dynamiques associées & un graphe d’interactions, qui vérifient une
formule de CTL, sont présentées. Nous utilisons ensuite ces méthodes, implantées dans le lo-
giciel SMBioNet, pour modéliser la dynamique du systéme de régulation génétique controlant
I'immunité apres une infection par le bactériophage A. Ce systéme a été modélisé par Denis
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Thieffry et René Thomas [71], et, en partant du méme graphe d’interactions, nous montrons
qu’il est possible de sélectionner automatiquement un ensemble de 40 dynamiques vérifiant les
criteres de validation utilisés par Thieffry et Thomas (parmi lesquelles se retrouve la dyna-
mique proposée par ces auteurs). Nous verrons également qu’il existe une dynamique (parmi
les 40 sélectionnées) qui peut étre obtenue & partir d'un graphe d’interactions ne contenant
que deux circuits, alors que celui initialement considéré en contient sept.
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Premiére partie

D’une dynamique a un graphe
d’interactions






Chapitre 2

Réseaux de régulation discrets

Nous allons entrer dans le vif du sujet en formalisant les notions, pour nous fondamentales,
de dynamique asynchrone, dérivée discréte et graphe d’interactions.

2.1 Dynamique asynchrone

2.1.1 Définition

On s’intéresse a la dynamique d’un réseau de régulation regroupant n entités biologiques
(typiquement des protéines), c’est a dire, a I’évolution au cours du temps d’un systéme de n
entités biologiques en interaction. On notera ces entités de 1 a n.

On associe a chaque entité ¢ un intervalle fini d’entiers naturels, que l'on note X;. Il cor-
respond a Pensemble des niveauz (de concentration) possibles de I'entité i. Pour des raisons
évidentes, X; contient au moins deux niveaux de concentration (i = 1,...,n). L’ensemble
de tous les états possibles du systeme est donc l'ensemble fini, éventuellement trés grand,
X = [[i, X;. On appellera un tel produit un espace fini a n dimensions. Souvent, X; = {0, 1},
i=1,...,n,desorte que X est le n-cube {0, 1}". Dans ce cas, on parle de description booléenne
(les entités considérées sont soit «absentes» soit «présentesy) .

L’espace des états X étant donné, on modélise en pratique la dynamique du réseau en
utilisant une application intermédiaire f : X — X :

r=(x1,...,2p) € X = f(x) = (fi(x),..., fulz)) € X.

Chaque application f; : X — X; donne le niveau cible de i en fonction de I’état = du réseau.
Informellement, f;(x) est le niveau vers lequel i évolue lorsque le systéme est dans 1'état = et
s’'interpréte comme suit :

1. Siz; < fi(x), cela signifie que le taux de synthése de i est suffisamment important pour
que le niveau x; de 7 augmente.

2. Si x; > fi(x), cela signifie que le taux de synthése de ¢ est trop faible pour mainte-
nir le niveau de 7 a sa valeur actuelle. Comme les entités biologiques considérées sont
périssables, le niveau de ¢ est amené & diminuer.

3. Si z; = fi(x), alors le taux de synthése de i est tel que la production de i compense
exactement la dégradation de ¢ : le niveau de ¢ reste constant.
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En résumé, a I'état z, on considére que le niveau de i est en «augmentation» si z; < f;(x), en
«diminution» si z; > fi(z) et «stabley si x; = f;(x).

Suivant cette interprétation de f, sous I’hypothése irréaliste que les niveaux de concentra-
tion évoluent de fagon synchrone (c’est & dire simultanément) et en notant z* = (2},...,2!) €
X l'état du systéme au temps ¢ = 0,1,2,..., la dynamique est décrite de maniére naturelle

par I'itération suivante : pour z° pris dans X,
t+1 _ ; . . P — _
x; " = a; + signe(fi(z) — x;) i=1,...,n t=0,1,2,... (2.1)

avec, VA € R, signe(A) = A/|A| si A # 0, et signe(A) = 0 si A = 0. Dans cette dynamique,
entre les instants ¢ et £ 41, le niveau de concentration de chaque entité ¢ augmente d’une unité
si 2t < f;(2'), diminue d’une unité si z! > f;(z"), et garde la méme valeur si z! = f;(z"). L’hy-
pothése synchrone n’est pas recevable car I’augmentation ou la diminution du niveau d’une
entité biologique passe par des phénomenes de synthése et de dégradation qui ne sont pas
instantanés. Il faut donc un délai pour que la concentration d’une entité passe d’un niveau a
un autre. Or, ces délais sont trés variables. Les changements simultanés de niveaux de concen-
tration, imposés par la mise & jour synchrone, impliquent donc des égalités entre délais fort
peu probables [78, 81].

C’est pourquoi René Thomas décrit la dynamique du réseau modélisé a ’aide de f de
fagon totalement asynchrone [78, 76, 81] : a I’état x, pour chaque entité i dont le niveau de
concentration est différent de f;(x), il existe une transition permettant au systéme d’atteindre
I’état que l'on obtient en ajoutant signe(f;(z) — x;) a la iéme composante de z et en laissant
inchangées les autres composantes. Comme plusieurs états peuvent succéder & I’état x, on ne
peut plus décrire la dynamique par une simple itération. C’est pourquoi elle est représentée
par un graphe, appelé graphe de transitions asynchrone de f.

Notation 1

1. Pourtoutw € N", i € {1,... ,n}ete € {—1,+1}, on note ' le n-uplet que ’on obtient
en ajoutant € a la iéme composante de x :

2 = (2, Ty).

2. Etant donnée f : X — X avec X un espace fini a n dimensions, on note f' = (f],..., f")
Uapplication de X dans {—1,0,4+1}" définie par :

Vz € X, fl(z) = signe(fi(x) — z;) (i=1,...,n).

Définition 1 (Graphe de transitions asynchrone)
Soit f : X — X avec X un espace fini a n dimensions. Le graphe de transitions asynchrone
de f, que l’on note GTA(f), est le graphe orienté dont ’ensemble des sommets est X et dont
l’ensemble des arcs, que ’on note TA(f), est défini par :

TA(f) = {(2, 2" @) Jx e X, i€ {1,...,n}, @ # fi(z)}.
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Remarque 1 Dans le graphe de transitions asynchrone de f, il ne peut pas y avoir de boucle,
c’est a dire, de transition de la forme (z,z). Généralement, ces boucles indiquent les états
stables du systéme. Ici, les états stables sont les sommets qui n’ont pas de successeur i.e. les
points fixes de f.

Remarque 2 Dans le cas non booléen, deux applications f: X — X et g : X — X différentes
peuvent avoir la méme dynamique i.e. le méme graphe de transitions asynchrone. Pour cela,
il faut et il suffit que f’ = ¢’. Dans la suite, deuz applications admettant la méme dynamique
seront dites équivalentes.

Exemple 1 n =1, X = {0,1,2}. On définit les applications f et g de {0, 1,2} dans lui-méme
par : f(x) =2—zet g(vr)=1(x=0,1,2). On a:

z | f(z) | f'(2) x| glx) | d=) _

0l 2 | +1 0l 1 | +1 GTA(f) = GTA(9)
1| 1 0 1|1 0 o . )
ol o | 21 ol 1] 21

Les applications f et g sont équivalentes.
Remarque 3 Lorsqu’aucune confusion ne sera & craindre, on abrégera +1 et —1 par + et —.

Remarque 4 Etant donné un quelconque graphe orienté (X,7), il est facile de savoir s'il
existe f : X — X telle que GTA(f) = (X,T) et, si une telle application existe, de la définir.
Il faut avant tout vérifier que chaque transition de T' est de la forme (z,2*<*1). Il faut aussi
vérifier :

VeeX, Vie{l,...,n}, Ve e {—1,+1}, (z,2"%) e T = (z,2"97°) ¢ T.

Alors seulement, il existe une application f de X dans lui-méme telle que GTA(f) = (X, T).
En voici une :

ri+1 si(z 2"t eT
v.'L' € X, VZ S {1, N ,n}, f’b(x) = x; si ($7xi<+1) g T et (.’E,.’Eiq_l) g T
ri—1 si(z, 29N eT

2.1.2 Exemples

L’ensemble des comportements possibles d’un réseau modélisé par f : X — X en utilisant
le mode opératoire asynchrone de la méthode de Thomas est donné par ’ensemble des tra-
jectoires du graphe de transitions asynchrone de f i.e. par ’ensemble des séquences d’états

(20,21, 22, ...) telles que :

{a/:l"+1 = ! si ot = f(at)

t=0,1,2,....
(zf, 2'1) € TA(f) sinon

Voyons quels sont les différents types de trajectoires qu’un tel graphe peut définir.
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Il est clair qu’une trajectoire qui atteint un état stable stationne indéfiniment sur cet état (il
n’est pas possible de quitter un état stable). Une trajectoire peut aussi finir par étre périodique
en parcourant indéfiniment un méme cycle. Cependant, il y a deux situations bien distinctes
a prendre en compte : soit le cycle est stable soit il ne l'est pas. Intuitivement, un cycle est
stable s’il est impossible de le quitter. Formellement :

Définition 2 (chemin, cycle et cycle stable)

Soit f : X — X avec X un espace fini & n dimensions. Un chemin de GTA(f) de longueur
r € N est une séquence (2°,...,2") d’états de X telle que si r > 0 alors (xt, 1) € TA(f)
pour t = 0,...,r — 1. Un cycle de longueur r € N* est un chemin (z',... 2", 2b), noté
[z1,...,27], tel que x',... 2" sont tous différents. Un cycle est stable si, en identifiant x7+!

et o1, 21 est lunique successeur de x* dans GTA(f) pourt=1,...,r
Remarque 5 Par convention, pour tout = € X il existe un chemin de longueur 0 de = a z.

Si une trajectoire atteint un état d’un cycle stable alors, nécessairement, elle se prolonge en
parcourant indéfiniment les états de ce cycle. Le systéme adopte un comportement oscillatoire
stable. Les réseaux qui permettent d’obtenir ce type de comportement sont souvent utilisés
pour modéliser les phénoménes d’homéostasie ol la concentration de certaines entités est
maintenue, ou oscille autour d'une valeur «optimale» |78, 77].

Exemple 2 n =3, X = {0,1} et f est définie par :

f(x1, 29, 23) = (1 — 23,21, 22) vz € {0, 1}3.

On a
z flx) | fi@) | f3(x) | fa(@) GTA(f)
(0,0,0) | (1,0,0) | + 0 0
(0,0,1) | (0,0,0) | 0 0 — (0,1,1) tmmre (1,1,1
(0,1,0) | (1,0,1) | + - + /'|
(0,1,1) (0,0,1) 0 — 0 07170) — > 171>0) I
(1,0,0) | (1,1,0)| 0 + 0 )
(1,0,1) | (0,1,0) | — + - (0,0,1) <-=|—(1,0,1)
(1,1,0) | (1,1,1) | © 0 -
(1,1,1) | (0,1,1) | — 0 0 0,0,0) = (1,0,0)

Toutes les trajectoires finissent par étre périodiques en parcourant indéfiniment le cycle stable
qui passe par tous les états du réseau exceptés (0,1,0) et (1,0,1).

Supposons maintenant qu’une trajectoire passe par un état appartenant a un cycle instable.
Alors, a partir de cet état, la trajectoire peut parcourir un nombre arbitrairement grand de
fois le cycle avant de le quitter (ce qui est possible & chaque tour puisque le cycle est instable).
Il y a donc une infinité de «prolongations» possibles pour la trajectoire, et il y en a une bien
particuliere : c’est celle qui permet a la trajectoire de ne jamais quitter le cycle. Il est donc
fortement «improbable» que I’état du systéme parcourt indéfiniment un méme cycle instable.
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Exemple 3 Cet exemple est extrait de [6] : n =2, X ={0,1,2} x {0,1} et f est donnée par
la table suivante :

=
N—
~
—_-
8
N—
oh
8
N—

/
0,0 [ (1,0 + 0 GTA(f)
(0,1)1(0,0) 1 0 - (0,1) e (1,1) - (2,1)
(1,0) | (2,1) + +
(1,1) | (0,1) — 0
(2,0) | (2,1)| © + (0,0) = (1,0) — (2,0)
2,021 ] o0 0

Le graphe de transitions asynchrone contient un état stable, 'état (2,1), et un cycle instable
qui passe par les états (0,0), (1,0), (1,1) et (0,1). Comme dans I’exemple précédent, toutes les
trajectoires finissent par étre périodiques en atteignant 1’état stable ou en parcourant indéfini-
ment le cycle. Cependant, contrairement & I’exemple précédent, ’ensemble des trajectoires est
infini'. Comme dans cet ensemble infini il n’y a que 4 trajectoires qui parcourent indéfiniment
le cycle, il est raisonnable de supposer que le systéme finit par se stabiliser sur I’état stable.

Dans le cas synchrone, depuis un état initial 2° € X, la seule trajectoire possible est la
trajectoire (20, z',22,...) ou 2! = 2t + f/(a!) pour t = 0,1,2,... (c’est une facon plus
concise d’écrire l'itération (2.1)). Dés lors, on comprend bien que chaque trajectoire finit par
stationner sur un point fixe ou par parcourir indéfiniment un méme cycle stable. Les cycles
et les points fixes de f sont alors appelés «attracteursy [57]. Pour les raisons évoquées pré-
cédemment, il est naturel de considérer que les points fixes et les cycles stables du graphe
de transitions asynchrone de f sont des «attracteurs». Ce qualificatif pourrait également étre
attribué a un troisieme type de structure. Il s’agit des composantes fortement connexes stables.

Une composante fortement connexe de GTA(f) est une partie non vide A de X tel que pour
tout x,y € A il existe un chemin de x & y et un chemin de y & x ; celle-ci est stable si pour tout
(x,y) € Ax X, on a (z,y) € TA(f) = y € A. Notons que les points fixes et les cycles stables
sont des composantes fortement connexes stables. Supposons alors que A soit une composante
fortement connexe stable de GTA(f) ne correspondant pas aux deux types d’«attracteurs» déja
présentés. Alors, pour tout x,y € A il existe un cycle instable, composé d’états de A, qui passe
par x et y. De plus, il est impossible de quitter A. Une trajectoire qui passe par un état de
A reste ainsi «prisonniére» de A et parcourt indéfiniment les mémes cycles instables de A. En
fait, A est, au sens de l'inclusion, une plus petite partie de X qu’il est impossible de quitter
et dans laquelle les trajectoires ne finissent pas nécessairement par étre périodiques. On peut
aussi voir A comme une «union stable de cycles instablesy.

!Cette infinité est dénombrable. En effet, considérons I'ensemble T' des trajectoires qui partent de (1,0) et
qui finissent par atteindre ’état stable. On peut mettre en correspondance univoque chaque entier r avec la
trajectoire de T' qui emprunte r fois le cycle avant d’atteindre (2,1). T" est donc dénombrable. On en déduit
que 'ensemble des trajectoires qui finissent par stationner en (2,1) est dénombrable. Comme il n'y a que 4
trajectoires qui parcourent indéfiniment le cycle, il y a bien une infinité dénombrable de trajectoires.
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Exemple 4 On reprend l’exemple 3 en ne modifiant que 'image de (2,1) par f :

| flz) | filz) | f5(z)
OO + ] 0 aTalf)
(0,1) [ (0,0) | 0 - (0,1) «—— (1,1) «—— (2,1)
(1,0) | (2,1) | + +
(1,1) | (0,1) — 0
(2,0) | (2,1) | 0 + (0,0) —» (1,0) —» (2,0)
(2a 1) (la 1) - 0

Il y a maintenant deux cycles instables entremélés qui passent par tous les états de X : X est
lui-méme une composante fortement connexe stable de GTA(f). Cette composante permet de
décrire une infinité non dénombrable de trajectoires? : certaines trajectoires sont apériodiques.

Exemple 5 n =2, X = {0,1}2 et f est donnée par :

v | f@ | A | B GTA(S)
+ |+ 0.1)
O _

0

;

I

1 l
I)
Le graphe contient une composante fortement connexe stable : {(0,0),(1,0), (0,1)}.

Tous les exemples de graphes de transitions asynchrones que nous avons donnés jusqu’a
présent ont la particularité de ne contenir qu’un «attracteur» i.e. qu’'une composante forte-
ment connexe stable. Pourtant, la présence de plusieurs attracteurs permet de modéliser les
phénomeénes de différenciation [85, 20, 78, 77, 10, 80, 81]. Intuitivement, lorsqu’un réseau de
régulation génétique controle un phénomeéne de différenciation, suivant attracteur vers lequel
I’état du réseau évolue, la cellule acquiert un phénotype particulier, elle se différencie. Par
exemple, dans le modéle booléen de la morphogenése de la fleur de Arabidopsis thaliana, il y
a b états stables représentant les différents types de cellules présents dans la fleur [45].

Dans les exemples suivants, les graphes de transitions asynchrones contiennent plusieurs
attracteurs.

Exemple 6 On reprend l’exemple 3 en ne modifiant que 'image de (1,0) par f :

z | fl@) | filz) | f3(2)
0.0 [ (Lo + | 0 GTA(f)
(0,1) | (0,0) | 0 - (0,1) «—— (1,1) - (2,1)
(1,0) | (1,1) 0 +
(1a 1) (07 1) - 0
(2,00 (2,1)] 0 + (0,0) —» (1,0) -~ (2,0)
(2,1) | (2,1) 0 0

Soient co = ((0,0), (1,0), (1,1),(0,1)) et c¢1 = ((0,0),(1,0),(2,1),(2,1),(1,1),(0,1)) les deux séquences
d’états correspondant aux deux cycles de GTA(f). Toute suite de co et de c1 est une trajectoire de GTA(f)
partant de (0,0). Comme Pensemble des suites de 0 et de 1 est indénombrable, ensemble des trajectoires
partant de (0,0) l’est aussi.
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Le graphe contient deux composantes fortement connexes stables : un cycle stable de longueur
4 et un état stable. Remarquons que le graphe se décompose en deux composantes connexes.
La dynamique a aussi la particularité d’étre déterministe : depuis chaque état, il n’y a qu’une
trajectoire possible.

Exemple 7 n =3, X = {0,1} et f est définie par

f(fCl,.TQ,-T?,) = (:C?)a 1-— o 1-— .1'2) Vr € {07 1}3

On a
v | f@) | fi@) | @) | He) GTA()
(0,0,0) | (0,1,1) 0 + +
(0,0,1) | (1,1,1) + + 0 (0,1,1) < (1,1, 1)
(0,1,0) | (0,1,0) 0 0 0 —
0,1,1) | (1,1,0) | + 0 - (0,1,0) «—— (1,1,0) l
(1,0,0) | (0,0,1) | - 0 + ‘
(1,0,1) | (1,0,1) | © 0 0 T (0,0,1) —|— (1,0,1)
(1,1,0) | (0,0,0) | - - 0
(1,1,1) | (1,0,0) 0 — _ (0,0,0) =—— (1,0,0)

Le graphe contient deux états stables et un cycle instable de longueur 6. On remarquera que
la ressemblance de ce graphe avec le graphe de transitions asynchrone de l'exemple 2 n’est
qu’apparente (dans I’exemple 2, le cycle de longueur 6 est stable et il n’y a pas de point fixe).

Exemple 8 n =3, X =1{0,1,2} x {0,1} x {0,1} et f est donnée par :

z fl@) | filz) | f3(x) | fi(@)
(0,0,0) | (0,0,0) 0 0 0
(0,0,1) | (1,1,0) | + + - GTA(f)
(0,1,0) | (0,0,1) 0 - +
(0,1,1) | (1,0,1) | -+ — 0 0,1,1) — (1,1,1) — (2,1,1)
(1,0,0) | (0,1,0) | — + 0 | 1 e
(1,0,1) | (1,1,0) 0 + — (0,1,0) < (1,1,0) ---of---- (2,1,0) H
wLo) o] — | o | + VI
(1,1,1) | (2,1,1) | + 0 0 l (0,0,1) —]—> (L,0,1) ---iev (2,0,1)
(2,0,0) | (2,0,1)| 0 0 + — —
(2,0,1) | (2,1,0) 0 + _ (0,0,0) «<—— (1,0,0) --------- (2,0,0)
(2,1,0) | (2,1,0) | © 0 0
(2,1,1) | (2,0,1) | 0 — 0

Le graphe contient trois composantes fortement connexes :

{(0,0,0)}, {(2,1,0)} et {(2,0,0),(2,0,1),(2,1,1)}.

Il y a un cycle de longueur 6 et 3 cycles de longueur 2. Les 4 cycles sont instables. On remarquera
aussi que le graphe n’est pas connexe.

En résumé, se donner une application f, c’est modéliser, via le graphe de transitions associé
a f, la dynamique d’un réseau de régulation. C’est donc savoir quels sont ses états stables,
ses cycles stables (ou instables), ses composantes fortement connexes stables, et c’est aussi
savoir comment sont organisés ces différents attracteurs. Cette question n’est généralement
pas triviale.
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2.2 Graphe d’interactions

La notion de réseau de régulation est indissociable de la notion de graphe d’interactions.
Informellement, les sommets de ce graphe correspondent aux entités du réseau et il contient
un arc d’une entité & une autre si la premiere régule la seconde, c’est & dire, si une variation du
niveau de la premiére a une influence sur I’évolution du niveau de la seconde. Ce graphe donne
un «schéma global de fonctionnement» du réseau et constitue un résumé qualitatif statique de
la dynamique plus facile a appréhender que cette derniére.

Lorsque I’on modélise la dynamique d’un réseau par un systéme d’équations différentielles
de la forme dx/dt = f(x), avec f une application de R’} dans lui-méme, le graphe d’interac-
tions du réseau est défini comme suit : 'ensemble des sommets est {1,...,n} et il existe un arc
de j a4 muni d’un signe positif (resp. négatif) si et seulement si (0f;/0x;)(x) est strictement
positif (resp. strictement négatif) pour au moins un état x € R} [67, 68].

Dans cette section, nous allons transposer cette définition naturelle & notre contexte discret.
Nous serons donc amenés a introduire une notion de dérivée pour les applications d’un espace
fini X dans lui-méme.

2.2.1 Dérivée discréte
Soit donc un espace fini X & n dimensions.

Définition 3 (Vecteurs de variations (¢))
On appelle ensemble des vecteurs de variations associés a un état x € X, et l’on note Vx(x),
l’ensemble défini par :

Vx(z) ={e/e € {-1,+1}" et x + ¢ € X}.

Définition 4 (dérivée discréte usuelle)

Soit f : X — X. Pour tout x € X et ¢ € Vx(x), on appelle dérivée discréte usuelle (ou
Jacobienne discréte usuelle) de f en (x,e) la matrice (n,n) a coefficients dans {—1,0,+1},
que l'on note df (z,e) = (dfij(x,€)), définie par :

dfij(x,e) =€; - signe(fi(qusj) — fi(x)) (i,j=1,...,n).

Ainsi, df;j(x,€) > 0si, al'état =, "augmentation (resp. la diminution) du niveau de concen-
tration de l'entité j induit une augmentation (resp. une diminution) du niveau cible de i (qui
est donné par f;). Dans ce cas, on dit que j & un effet positif sur ¢ ou encore que j est un
activateur de 4. Inversement, df;;(x,e) < 0 si "'augmentation (resp. la diminution) du niveau
de j induit une diminution (resp. une augmentation) du niveau cible de i. On dit alors que j a
un effet négatif sur 4 ou que j est un inhibiteur de i. Finalement, df;;(z,e) = 0 si la variation
du niveau de concentration de 7 n’a aucune répercussion sur le niveau cible de 3.

Remarque 6 Dans le cas X = {0,1}", Vx(z) est un singleton. La dérivée de f ne dépend
ainsi que de z et est notée sans ambiguité df (x) :

dfij(x) = €; - signe(f;(x759) — f;(x)) avec &; =1 — 2z (t,7=1,...,n).

La matrice J = (J;5), ou J;; est la valeur absolue de df;;(x) pour 4,5 = 1,...,n, est alors la
Jacobienne de f en x définie par Francois Robert [56, 57].
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Cette définition de la dérivée est plaisante par sa simplicité. Cependant, du point de vue de
la dynamique asynchrone, la condition df;;(x, ) # 0 apparait comme insuffisante pour conclure
a la présence d’une interaction de j sur ¢, comme l'illustre la figure 2.1. Plus formellement, il
est possible que f soit telle que dfj;(z,e) # 0 et qu'il existe une application g équivalente a f
de notre point de vue (f' = ¢') telle que dg;;(x,e) = 0. L'interaction de j sur ¢ détectée par
df en (x,e) apparait alors superflue.

Exemple 9 n =1, X ={0,1,2}, et les applications f et g sont définies par :

x| f(z) | f'(2) x| g(x) | g'(z) _

5 | 5 | m 5 | i | n GTA(f) = aTA(g)
1] 1 ‘ 0 11 ‘ 0 0 —> 1 «— 2
2 0 — 2 1 —

f et g sont équivalentes mais elles n’admettent pas la méme dérivée usuelle :

{df(O,—i—) = signe(f(1) — f(0)) = signe(1 —2) = —1
dg(0,+) = signe(g(1) — ¢g(0)) = signe(1 —1) =0

Exemple 10 n =2, X = {0,1,2} x {0, 1}, et les applications f et g sont définies par :

r | fz) T () _
0,0) [ (L.1) 5.0 (1) GTA(f) = GTAl)
(0,1) ] (2,1) (0,1) | (1,1) 0,1) —» (1,1) «—— (2,1)
(1,0) | (2,0) (1,0) | (2,0)
(1,1) | (1,0) (1,1) | (1,0) T l T
(2a 0) (2a 1) (2a 0) (2a 1) (()’ ()) - > (1’ ()) - > (2’ ())
(2,1) | (1,0) (2,1) | (0,0)

f et g sont équivalentes mais elles n’admettent pas la méme dérivée usuelle :

{df12((070)7 (+,4)) = signe(f1(0,1) — f1(0,0)) = signe(2 — 1) = +1
dg12((0,0), (+,+)) = signe(g1(0,1) — g1(0,0)) = signe(1 —1) =0

Afin que toutes les applications qui admettent la méme dynamique aient la méme dérivée,
nous allons considérer la variante suivante de la dérivée usuelle :

Définition 5 (Dérivée discréte non usuelle)

Soit f : X — X. Pour tout x € X et € € Vx(x), on appelle dérivée discréte non usuelle (ou
Jacobienne discréte non usuelle) de f en (x,€) la matrice (n,n) a coefficients dans {—1,0,+1},
que lon note Of (z,e) = (0fij(z,¢)), définie par : Vi, j € {1,...,n},

dfij(w,e) si fi(x) et fi(x?<55) sont de part et d’autre de x; + €;/2,

Ofij(z,e) = {0

sinon.

Remarque 7 Si X = {0,1}", alors 9f = df.
Remarque 8

8fij(:v,f-:) =4+1= dfij($,€) = +1

Vo € X, Ve € Vx(x),
re e {8f¢j(1‘75)=—1Z>dfij($’5):_1'
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J J
<« i<t PR U I
« =z T
T " o
filz)  fi(a?9H) file)  fi(a?9H)

F1G. 2.1 — A gauche, une augmentation du niveau de j & I’état x induit une augmentation du niveau
cible de i : on a df;j(x,e) = +1. Cependant, cette modification du niveau cible de ¢ n’a pas de
répercussion sur I’évolution du niveau de concentration de ¢ car avant et aprés la variation de j, le
niveau de i est en «diminution» (f/(x) = f/(27<*!) = —1). A droite, la situation est symétrique :

I’augmentation du niveau cible de 7 induit par 'augmentation du niveau de j n’est pas «visible» dans
la dynamique.

J J
A SR EYNVASE S
<« =z xidtl x 4>
i o i o
fil) s Fi(@i <) fi(@ ) s filz)

F1G. 2.2 — Les variations élémentaires €; et €; sont positives. Le «seuil» s = x; +¢;/2 & considérer est
donc localisé entre x; et z; + 1. A gauche, une augmentation du niveau de j permet au niveau cible
de 7 de franchir le seuil s. Cette variation du niveau cible de i est «visible» dans la dynamique : avant
la variation du niveau de 7, le niveau de ¢ est en diminution alors qu’apreés la variation de j, il est en
augmentation. A droite, la variation du niveau de j induit une modification du niveau cible de i qui
est également «visible» dans la dynamique asynchrone.
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La condition «fi(x) et fi(27<¢7) sont de part et d’autre de x; 4+ &;/2» est illustrée dans la
figure 2.2. Dans la proposition suivante, on montre que la dérivée non usuelle de f ne dépend
que du graphe de transitions asynchrone de f.

Proposition 1 Soient f: X — X, z € X, e € Vx(x), i,j € {1,...,n} et y = 27,
1. Sii+# j alors

teig; <= (@,2"%) & TA(f) et (y,y") € TA(f)
—cigj <= (z,2") € TA(f) et (y,y" ) & TA(f)

8fij(I, E) = {

2. Sii =7 alors

+1 = (z,y) € TA(f) et (y,2) € TA(f)
—1 < (x,y) € TA(f) et (y,x) € TA(f)

8fm(I, E) = {

Preuve. On supposera €; = ¢; = +1 les autres cas étant analogues. Si i # j alors :

Ofij(x,e) = +1 = fi(x) <y =y < fiy)
= fi(z) <0< fi(y)
= (z,2" ) & TA(f) et (y,y" ") € TA(S).
Inversement :
fij(x,e) = =1 = fily) <z = y;i < fi(x)
— flly) <0< fl(x)
> (z, 2" € TA(f) et (y,y" 1) & TA(f).

Sii=jalorsy;=x;+1etona:

Ofii(z,€) = +1 = fi(x) < <y < fiy)
= fi(z) <0< fi(y)
= (z, ") g TA(f) et (y, 4" ") € TA(f)
= (z,y) & TA(S) et (y,x) & TA(S).

Inversement :

Ofij(r,e) = =1 <= fi(y) < x; <y; < fi(z)
— fly) <0< fl(x)
= (22" € TA(f) et (y,y"7") € TA(f)
< (z,y) € TA(f) et (y,x) € TA(f).
]

Ainsi, df ne dépend que de GTA(f) (voir figure 2.3). Autrement dit, deux applications
équivalentes admettent la méme dérivée non usuelle (f/ = ¢ = 9f = dg). Par contre, la
réciproque est fausse, f et g peuvent admettre la méme dérivée et des dynamiques asynchrones
différentes. Considérons par exemple les applications constantes f et g définies sur {0,1,2}
par f(0) = f(1) = f(2) =0 et g(0) = g(1) = g(2) = 1. Les Jacobiennes (non-usuelles) de f
et g sont toutes égales a la matrice nulle (& une entrée). Pourtant, les graphes de transitions
associés a f et g sont différents : TA(f) = {(2,1),(1,0)} et TA(g) = {(2,1),(0,1)}.
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8fij(x,€) = +1 8fij(x,5) = -1
. i<]+1 ’ 7(<]+1
e = +1 R g 7Y —X—>y
& =+l 2 X it . p i<t
. p i<+l N A
€5 = -1 :
g = +1 i1 i1
Sy Xyt Cy —
YT ey yle—— oy~
& =+l ‘ ;
g =—1 291 4 " O I R V.
S S P VA 91 4 .
Ej —1
g =-—1 Y1 < y “ Yl Xy “
Ofii(x,e) = +1 Ofii(x,e) = —1
/><\ m
g =+1 @ >y @ e >y
! ‘\}{/ v
4 /><\A m
€ =

FiG. 2.3 — Les fleches barrées indiquent I’absence de transition dans GTA(f) et les fleches non barrées
indiquent la présence de transition dans GTA(f). Les fleches en pointillés illustrent les variations du
niveau de j qui aménent a état y = 2795 (en haut on a j # i, et en bas on a j = 7).
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2.2.2 Graphe d’interactions

Nous allons maintenant définir le graphe d’interactions d’un réseau dont la dynamique est
modélisée par l'intermédiaire de f. On commence par associer & chaque Jacobienne de f un
graphe d’interactions.

Définition 6 (Graphe d’interactions)

Un n-graphe d’interactions est un couple G = (V,E) ou V = {1,...,n} et oo E C V X
{-1,+1} x V. Si (j,«,71) € E on dit que G contient un arc de j a i de signe a. Si a = +1
(resp. a = —1), on dit aussi que (j,,1) est une activation (resp. inhibition).

Définition 7 (Graphe d’interactions d’une Jacobienne)
Soit J = (Ji;) une matrice (n,n) a coefficients dans {—1,0,4+1}. On appelle graphe d’inter-
actions de J, et on note G(J), le n-graphe d’interactions dont l’ensemble des arcs est :

{(ja ngﬂ)/%] € {17 777'} et Jij 7& 0}

Exemple 11 n = 3,

+
ST T

® @

@
@

N

Il
o 4+ o
+ o |
+ o |

Les graphes d’interactions de la forme G (8f (z, 5)) seront appelés les graphes d’interactions
locauz de f. Bien sur, G(@f (, z-:)) et Of (x,€) sont deux représentations équivalentes de la méme
information.

Remarque 9 D’aprés le remarque 8, pour tout = € Xet ¢ € Vx(x), 'ensemble des interactions
de G(9f(z,€)) est une partie de I'ensemble des interactions de G(df (z,¢)). Dans le langage
des graphes, on dit que G(af(x,s)) est un graphe partiel de G(df(a:,s)).

Nous sommes maintenant en mesure de définir le graphe d’interactions (global) d’un réseau
modélisé par f : il est 'union de tous les graphes locaux de f.

Définition 8 (Union de graphes d’interactions)
Soient G = (V, E) et G' = (V, E') deuz n-graphes d’interactions. On appelle union de G et
G, et on note abusivement G U G', le graphe n-graphe d’interactions (V, E U E’).

Définition 9 (Graphe d’interactions global)
Soit f : X — X. On appelle graphe d’interactions de f, et on note abusivement G(f), le
n-graphe d’interactions ainsi défini :

GH= |J Gof=9).

zeX, eeVk(x)
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Notons que le graphe global G(f) peut contenir une interaction positive et une interaction
négative d’'un sommet ¢ & un autre.

Exemple 12 n =2, X ={0,1,2} x {0,1} et f est donnée par :

filz) | f5(x)

=<
—

OoTa o GTA(f)

5(1)7(1); 8(1); :t J_r 0,1) &= (1,1 (2,1)
@y | - | o l T T
8(1); 83 8 g (0,0) —— (1,0) —(2,0)

0 0 ST

(0.0, =| ] ® ®
/i\A

o, (- =| gl -Co

+

. T
.0, = § ) o, 0
(.0, =| o | o ®
/;\A

CRINEESIE -Co, ©®
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2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous sommes partis d’un espace des états fini X et d’'une application f de
X dans lui-méme. Nous avons ensuite associé & f un graphe de transitions asynchrone GTA(f)
permettant de modéliser une dynamique.

Grace a l'introduction de la dérivée non usuelle df, nous avons enfin défini le graphe d’in-
teractions G(f) associé & f, qui ne dépend que de GTA(f).

Comme un réseau est généralement caractérisé par une dynamique et un graphe d’in-
teractions, et comme la dynamique asynchrone que nous avons associée & f est celle de la
méthode logique de René Thomas, nous avons un modéle discret général pour les réseauz de
régulation biologiques : un modéle, ou réseau de régulation discret, est un couple de la forme
(G(f), GTA(f)), f étant une application d’un produit de n intervalles finis d’entiers dans lui-
méme. Comme chaque application f définit un réseau de régulation discret, on peut aussi voir
f comme la «syntaxe» d’un réseau de régulation discret et le couple (G( f),cara( f)) comme
la «sémantique» de ce méme réseau.
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Chapitre 3

Conditions nécessaires pour la
multistationnarité et les cycles stables

En pratique, les données fiables sur les réseaux de régulation génétiques sont généralement
qualitatives. Elles se résument souvent au graphe d’interactions du réseau. Se pose alors la
question de savoir quelles sont les propriétés dynamiques du réseau qui peuvent étre déduites
de ce graphe. C’est une question non triviale.

Au début des années 80, René Thomas énonga deux conjectures permettant de faire un
lien entre le graphe d’interactions d’un systéme et ses propriétés dynamiques [75, 82].

Informellement, la premiére stipule que la présence d'un circuit positif (i.e. contenant un
nombre pair d’interactions négatives) dans le graphe d’interactions d’un systéme est une condi-
tion nécessaire pour que ce systéme admette plusieurs états stables. Depuis 1995, des preuves
de cette conjecture ont été obtenues dans des contextes différentiels de plus en plus généraux
[49, 32, 65, 14, 13, 67, 68]. En 2005, Remy, Ruet et Thieffry ont énoncé et prouvé, en utilisant
la dérivée de Robert, la version booléenne suivante de la conjecture : si f : {0,1}" — {0,1}"
admet au moins deux points fixes alors f admet un graphe local contenant un circuit positif
[55]. Cette preuve, fait suite au théoréme de point de point fixe de Shih et Dong [61] obtenu
la méme année : si tous les graphes locaux de f : {0,1}"™ — {0,1}" sont sans circuit alors f
admet un point fixe unique. Ce théoréme, conjecturé en 1999 par Shih et Ho [62], est présenté
par ses auteurs comme un analogue booléen de la conjecture Jacobienne.

Informellement, la seconde conjecture de Thomas stipule que la présence d’un circuit né-
gatif (i.e. contenant un nombre impair d’interactions négatives) dans le graphe d’interactions
d’un systéme est une condition nécessaire pour la présence d’oscillations stables dans la dy-
namique de ce systéme. Cette seconde conjecture fit aussi démontrée dans des formalismes
différentiels de plus en plus généraux [49, 32, 65| avant d’étre formulée et démontrée dans le
cas booléen par Remy, Ruet et Thieffry [55]|. La forme faible du résultat obtenu est la suivante :
si le graphe de transition asynchrone de f: {0,1}" — {0,1}" contient un cycle stable alors le
graphe d’interactions global de f contient un circuit négatif.

Dans ce chapitre nous allons étendre les versions booléennes des conjectures de Thomas et
de la Conjecture Jacobienne & notre contexte discret.
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3.1 Circuits positifs et négatifs

Commencons par formaliser les notions de circuit positif et négatif :

Définition 10 (Circuit positif et négatif)

Soit un n-graphe d’interactions G. Un circuit C de G de longueur r € N* est une séquence
((i1,00), ..., (ir, ) telle que (ig, g, ix+1) est un arc de G pourk = 1,...,r avec iy = i1 par
convention. Le signe de C' est [[_, ai. Le circuit C est élémentaire si les sommets iy, ..., iy
sont tous distincts. Pour tout I C {1,...,n}, on dit que C est un I-circuit si {iy,... i, } C I.

Remarque 10 Soit J une matrice (n,n) a coefficients dans {—1,0,+1}. Par abus, on dira
qu’un circuit de G(J) est un circuit de J. On rappelle & ce propos que G(J) est la représentation
de J sous la forme d’un graphe d’interactions (cf. définition 7 page 25).

Exemple 13 Considérons le graphe d’interactions G suivant :

K

Il contient deux circuits positifs élémentaires :

/_\A

+C@ et D 2@

Les circuit positifs de G sont donc des {1, 2}-circuits. G contient aussi deux circuits négatifs

élémentaires :
AN
+ A .
® ®

Puisque G contient des circuits, G contient une infinité de circuits non élémentaires. En voici
deux (le premier est positif et le second est négatif) :

O OO
@ ® , t |
Ao’ @+—0



3.2. Intuitions et exemples 31

3.2 Intuitions et exemples

Supposons que le réseau considéré ne contienne qu’une entité, et supposons que cette entité
s’autoactive (le graphe d’interactions du réseau se résume & un circuit positif de longueur 1).
Si le niveau de l'entité est faible alors, elle ne s’autoactive pas et son niveau reste faible. In-
versement, si le niveau de ’entité est élevé alors ’entité s’autoactive et son niveau reste élevé.
Le niveau de 'entité et donc soit faible soit élevé : deux configurations stables sont possibles.

Plus généralement, dans un circuit positif de longueur quelconque, chaque entité agit sur
elle méme positivement wvia les interactions du circuit. Le niveau de chaque entité peut alors
se stabiliser & un niveau élevé ou & un niveau faible. Cependant, le niveau sur lequel une entité
1 se stabilise dépend du niveau sur lequel l'entité j qui précéde ¢ dans le circuit se stabilise.
Par exemple, si l'interaction de j & i est positive, et si j se stabilise a un niveau élevé, alors le
niveau de i ne peut pas se stabiliser sur un niveau faible (j est un activateur de 7). Il s’en suit
que quelque soit la longueur du circuit il n’y a que deux configurations stables possibles.

Des exemples de dynamiques booléennes associées & des circuits positifs isolés seront peut-
étre plus parlants.

Exemple 14 n =1, X={0,1} et f(z) =z Vz € {0,1} :

G(f) GTA(f)
+Co o il

G(f) GTA(f)
/_\A [0,1] «— (1,1)
) ©)
— (0,0) — [1,0]

On reprend 'exemple 7 :n = 3, X = {0,1}3 et f(x1,292,23) = (1 — 22,1 —23,21) Vo € {0,1}3 :

G(f) GTA(f)

1,1) «— (1,
|

|

@

r\@
Ng

O —> =
(=)
=
—
\
o
—
N
O—lb»_\
'F



32 Chapitre 3. Conditions nécessaires pour la multistationnarité et les cycles stables

n=4, X={0,1} et f(x1,72,23,24) = (1 — 24, 21,1 — 29, 23) YV € {0,1}* :

GTA(f)
G(f)
@i»
_T l— 0000)—»(1000)
@ — (0,1,0, 1% —b(O,l,O 0)

— (11,1, 1)~ 4(1,1,0 1)
[0,0,1,1]<——0,0, 1,0 —(1 0,1,0)—»(1,1,1,0)—»[1,1,0 0]

Supposons maintenant que le réseau considéré ne contienne qu'une entité, et supposons
que cette entité s’autoinhibe. Intuitivement, si le niveau de l'entité est élevé alors, puisqu’elle
s’autoinhibe, son niveau est amené & diminuer. Inversement, si le niveau de ’entité est faible,
alors elle ne s’autoinhibe pas ce qui favorise 'augmentation de son niveau de concentration.
Confusément, on comprend que le niveau de I’entité oscille ou se stabilise & un niveau intermé-
diaire. Plus généralement, dans un circuit négatif de longueur quelconque, chaque entité agit
sur elle méme négativement wvia les interactions du circuit, et le niveau de chaque entité oscille
ou se stabilise & un niveau «intermédiairey.

Exemple 15 n =1, X ={0,1} et f(z) =1—2 Vz € {0,1} :

G(f) GTA(f)
o

n=2 X=1{0,1} et f(x1,22) = (1 — 29,71) V2 € {0,1}* :

G(f) aa(f)
/+\A (0, 1) <+ (1,1)
® @
— (0, 0) — (1,0)

On reprend exemple 2 : n =3, X = {0,1}3 et f(x1,22,73) = (1 — x3,71,22) YV € {0,1}3 :

G(f) GTA(f)
+

1) e (1,1, 1)

1
©) (0, ,0)+ 1,1{I

@) 1
_K ‘/4‘ 1}0,1 «T}OJ
® 0

(0,0,0) === (1,0,0)
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n=4 X= {0,1}4 et f(x1,xe, 3, m4) = (4,21, 22,1 — x3) VI € {0,1}4 :

(07 0,0, 0)_>(07 0,0, 1)

(07 17 07 1)

(L1, 1, 0) = (1,1,1,1)

(0,1,1,1)

Dans [51], Elisabeth Remy et ses coauteurs caractérisent entiérement le graphe de transition
asynchrone associé a un circuit isolé en fonction de seulement deux parameétres : la longueur et
le signe du circuit. Il est notamment démontré que tous les sommets du graphe de transition
asynchrone d’un circuit positif (resp. négatif) ont un nombre pair (impair) de successeurs. En
particulier, dans le graphe de transition asynchrone d’un circuit positif il y a toujours deux
états stables et dans le graphe de transition asynchrone d’un circuit négatif il y a toujours un
cycle stable deux fois plus long que le circuit. Ces différentes propriétés se vérifient facilement
sur les exemples donnés ci-dessus.
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FiG. 3.1 — Un plus court chemin de y & = ne passe que par des états du pavé 7(z,y).

3.3 Lemme du plus court chemin

Nous obtiendrons une généralisation au cas discret des versions booléennes de la premiére
conjecture de Thomas et de la conjecture Jacobienne en utilisant le lemme du plus court chemin
que nous allons établir dans cette section. Il donne une condition suffisante pour la présence
d’un plus court chemin reliant deux états dans la dynamique asynchrone d’une application f
d’un espace fini & n dimensions dans lui-méme.

Soit donc X un espace fini & n dimensions.

Définition 11 (Plus court chemin)
Soient f: X — X et x,y € X. Un chemin de GTA(f) de y a x est un plus court chemin sl
est de longueur Y 7" | |z; — yi|.

9’1l existe un chemin de y & z, di fait que les transitions du graphe asynchrone de f ne
permettent que des déplacements élémentaires dans X, ce chemin est nécessairement de lon-
gueur supérieure ol égale & > " | |x; — y;|. Ainsi, si l'on se référe a la distance Manhattan® sur
X, un plus court chemin est une géodésique.

Bien siir, un plus court chemin de y & x ne passe que par des états du plus petit pavé de
X contenant a la fois = et y (voir figure 3.1 aprés avoir lu la définition suivante).

Définition 12 (Pavé)
Un pavé de X est un produit cartésien P =P x --- x Py, inclus dans X ou chaque P; est un
intervalle (i = 1,...,n). On notera w(x,y) le plus petit pavé de X contenant x ety :

n
Vac, Yy e X? 7T(.1', y) = H{mln(x“ yz)v cee 7max(xi’ yz)}
=1

Remarque 11 Xest un pavé de lui-méme et un pavé P = Py x- - - xIP,, n’est pas nécessairement
ce que nous avons appelé un espace fini & n dimensions : certains intervalles IP; peuvent se
réduire & un singleton.

'La distance Manhattan d est définie par d(z,y) = > e — yi| pour tout z,y € X
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Fia. 3.2 — Les fleches barrées indiquent I’absence de transition et les fleches avec une pointe blanche
indiquent que la transition est possible. Les trois points noirs sont donc P-stables : depuis ces points,
il n’est pas possible d’évoluer dans le pavé P.

Dans cette section, on se focalisera donc sur la dynamique décrite a l'intérieur de 7(z,y).
On commence par introduire une notion de stabilité relative & un pavé.

Définition 13 (Stabilité relative a un pavé)
Etant donnés f : X — X et un pavé P de X, un état x € P est P-stable si Vy € X, (z,y) €

TA(f) =y ¢ P.

Un état P-stable est donc un état de P a partir duquel il n’est pas possible d’évoluer dans
P (figure 3.2). On remarquera qu'un point fixe de f est P-stable pour tout pavé PP le contenant.

On associe ensuite au couple (x,y) l'ensemble des vecteurs de Vx(x) permettant de faire
varier les composantes de x en direction de y.

Notation 2 Pour tout x,y € X, on note I(x,y) l'ensemble desi € {1,...,n} tels que x; # y;,
et on note Vx(x,y) l’ensemble des éléments € de Vx(x) tels que :

i = signe(y; — ;) Vie I(z,y).

Si i et j sont deux indices de I(z,y), alors Ofj;(z,€) est constante pour € € Vx(z,y). Ceci
nous ameéne a considérer la Jacobienne, ne dépendant que du couple (z,y), qui est obtenue en
annulant les colonnes et les lignes de df (x, €) dont I'indice n’appartient a pas I(x,y) (avec £ un
quelconque élément de Vx(x,y)). Cette matrice décrit donc les interactions entres les entités
de I(x,y) que l'on observe a I’état x lorsqu’on applique des variations en direction de y.

Notation 3 Soit f : X — X. Pour tout x,y € X, on notera par abus Of (x,y) = (0fij(x,y)) la
matrice (n,n) a coefficient dans {—1,0,+1} définie par : Vi,j € {1,...,n},

Ofij(x,€) avec € pris dans Vx(x,y) sii,j € I(x,y)
afij (xa y) = .

0 sinon
Remarque 12 Le graphe d’interactions G(9f(x,y)) est obtenu en supprimant les arcs de
G(0f (z,¢)) qui ont un sommet initial ou final qui n’appartient pas a I(x,y). Donc G(9f(x,y))
est un graphe partiel de G(9f(x,¢)) et tous les circuits de G(9f(x,y)) (ou abusivement de
Of (x,y)) sont des I(x,y)-circuits.
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Remarque 13 Pour tout x € X et € € Vx(x) on a 9f (z,e) = Of (v, z + €).

Nous allons maintenant démontrer que la 7 (z, y)-stabilité de x et I’absence de circuit positif
dans 9f (z,y) pour tout z € m(x,y) implique la présence d’un plus court chemin de y & x dans
GTA(f). On utilisera les deux lemmes suivants. Dans le premier, on généralise au cas multivalué
une partie de la preuve de la version booléenne de la premiére conjecture de Thomas [53].

Lemme 1 Soit f: X — X. Pour tout x,y € X, x # y, si x est w(z,y)-stable et si Of (z,y) est
sans circuit positif élémentaire alors Of (x,y) est sans circuit.

Preuve. Soient i,j € I(x,y) et € € Vx(x,y). Comme z est m(z,y)-stable, on a :

file) <xp<y; sigp=+1
v < < fi(x) sig=—1.

Donc, si dfij(z,y) € Ofij(x,e) #0 on a :

filr) <z < fi(27<9) sig=+1
fi(@7<59) <z < fi(z) sig = —1.

Par conséquent, signe(fi(z7<¢) — f;(z)) = &; donc 9f;;(x,e) = € - £;. On en déduit :

ofij(z,y) #0 = 0fij(z,y) =¢;-&  Vi,j € I(z,y). (3.1)
Supposons par contradiction que Jf (x,y) contienne un circuit. Alors, il est évident que 9f (z,y)
contient un I(x,y)-circuit élémentaire C' = ((i1,a1),..., (ir,a;)). Donc, en identifiant i, et
i1, d’apres (3.1), on a oy, & iy rin (T,Y) = €4y, - €4y, Pour k =1,...7. Le signe de C est donc
(€iy - €iy) - (€iy - €ig) - --. - (€4, - €iy). Or, dans ce produit de 2r signes, le signe ¢;, apparait
exactement deux fois (k = 1,...,7). En déduit que C est un circuit positif élémentaire, une
contradiction. O

Lemme 2 Soit f : X — X. Vo,y € X, x # y, si x est w(x,y)-stable et si Of (x,y) est sans
circuit alors x a un prédécesseur z dans GTA(f) qui est w(z,y)-stable et qui appartient a 7(x,y).

Preuve. Comme Of (z,y) est sans circuit, il est clair que 9f(z,y) & au moins une colonne
nulle d’indice j € I(x,y). Soit € € Vx(z,y) et z = 27 Puisque ¢; = signe(y; — z;), on a
z € m(z,y). Montrons que (z,z) est une transition de GTA(f). Comme x est 7(x,y)-stable,

file) Sayj <z <y; siegj=+1
yj < zj <z < fij(x) sigj=-1

et comme Of;j(z,y) < 0f;j(z,e) = 0 (la jéeme colonne de 9f (x,y) est nulle), on a :

f](z) < T < Zj Syj si €j = +1
yj <z <wy < fj(Z) si g;=—1

Donc f}(z) = —¢;. Ainsi,

U L3 (At g



3.4. Premiére conjecture de Thomas 37

et par conséquent, (z,z) est bien une transition de GTA(f). Montrons finalement que z est
7(z,y)-stable. Puisque x est 7(z,y)-stable, on a

{ filr) Smi=z <y sig=+1 Vie I(x,y)\{j}

Y < Zj = X5 Sfl(x) sig; =—1

et comme 9f;;(x,y) & Of;j(z,e) = 0 pour tout i € I(z,y) (la jéme colonne de Of (z,y) est
nulle),

Vi€ I(z,y) \{j}.

fz(z) <wzi=z<y; sig =-+1
yi < xp =2 < fi(z) sigp=-1

On déduit alors de ceci et de (3.2) que z est 7(z,y)-stable. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le :

Lemme 3 (lemme du plus court chemin)
Soient [ : X — X et x,y € X. Si x est w(x,y)-stable et si Of (z,y) est sans circuit positif
élémentaire pour tout z € w(x,y) alors il existe un plus court chemin de y & x dans GTA(f).

Preuve. Pour tout pavé P de X, on dit que P vérifie (H) si ’assertion du lemme est vraie pour
tout z,y € P. Nous allons montrer par induction sur I’ensemble des pavés de X que chaque pavé
P de X (X compris) vérifie (H). Soit donc un quelconque pavé P de X. Si P est un singleton,
il est évident que P vérifie (H). Sinon, on suppose que chaque pavé strictement inclus dans P
vérifie (H). Soit deux éléments distincts x et y de P. Supposons que z soit 7(x, y)-stable et que
Of (z,y) soit sans circuit positif élémentaire pour tout z € m(z,y). Alors, en particulier, 9f (z, y)
est sans circuit positif élémentaire. On déduit alors des lemmes 1 et 2 que x a un prédécesseur
z dans GTA(f) qui est 7(z, y)-stable et qui appartient a w(x,y). Comme 7 (z,y) C 7(z,y) C P,
Of (7', y) est sans circuit positif élémentaire pour tout 2’ € m(z,y). Puisque m(z,y) vérifie (H),
on en déduit qu’il existe un plus court chemin de y & z dans GTA(f). Par conséquent, comme
(z,x) est une transition de GTA(f), il existe un plus court chemin de y &  dans GTA(f). Ainsi,
P vérifie (H). O

La figure 3.3 donne une illustration de la preuve du lemme du plus court chemin.

Remarque 14 La preuve est constructive, elle donne une méthode permettant de déterminer
un des plus courts chemins existant entre y et x. Ce chemin (20,...,2") de 2 =y a 2" =z

de longueur 7 = >""" | |z; — y;| est obtenu en posant, pour ¢ décroissant de r a 2,

P (zt)qugne(yi*“) avec j l'indice d’une colonne nulle de 9f (2, y).

3.4 Premiére conjecture de Thomas

Le théoréme suivant, une application immédiate du lemme du plus court chemin, met en
évidence que la présence de circuits positifs dans un graphe local est une condition nécessaire
pour qu’un pavé P contienne au moins deux états P-stables :

Théoréme 1 Soient f : X — X et un pavé P de X. St deux états distincts x et y de P sont
P-stables alors il existe z € m(x,y) tel que Of (z,y) contient un circuit positif élémentaire.
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1) Sous les conditions du lemme,
x est w(z, y)-stable et 9f (2, y) est
sans circuit positif pour tout z €

m(x,y). En particulier, df(x,y)
est sans circuit positif et comme
x est w(x,y)-stable, d’apres le
lemme 1, 9f (x, y) est sans circuit.

2) Donc, G(9f (x,y)) a un som-

met sans successeur. Supposons : :
que ce sommet soit i (axe hori- @@ """" AR P
zontal). Alors, & I’état z, une va- : : : ; ' : : : f
riation du niveau de ¢ en direc- """" (@@ """ """" 1
tion de y ne permet pas a fi(z) %~ 1/2
de franchir le seuil z; +1/2 et ne T L

permet pas & f;(z) de franchir

le seuil z; — 1/2. Done, f(z) = BRI e SN IR Py
f(z<+1) appartient & la zone zi +1/2
grise.

3) On en déduit qu’il existe une
transition de z & x et que z est
7(z,y)-stable.

4) Comme z est m(z,y)-stable
et comme 7(z,y) est strictement

inclus dans =(x,y), par hypo-
thése d’induction, il existe un
plus court chemin de y a =z.

Comme il existe une transition

de z & z, on en déduit qu’il existe

un plus court chemin de y a x.

Fi1aG. 3.3 — Illustration de la preuve du lemme du plus court chemin.
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Preuve. En effet, si df(z,y) est sans circuit positif élémentaire pour tout z € 7(z,y) alors,
d’aprés le théoréeme du plus court chemin, il existe un chemin de y & = dans GTA(f). Or, ce
chemin ne passe que par des états de m(z,y) ce qui est impossible car, dans GTA(f), y ne
posséde aucun successeur appartenant a 7(z,y). Il existe donc z € 7(z,y) tel que 9f(z,y)
contient un circuit positif élémentaire. O

En prenant P = X on obtient une version discréte de la premiére conjecture de Thomas,
qui correspond au théoréme de Remy, Ruet et Thieffry [53] dans la cas ou X = {0,1}" :

Corollaire 1 (Version discréte de la premiére conjecture de Thomas)
Soit f: X — X. St x et y sont deux points fives distincts de f alors il existe z € w(x,y) tel que
Of (z,y) contient un circuit positif élémentaire.

Preuve. Il suffit de remarquer que les points fixes de f sont X-stables et d’utiliser le théo-
réme 1. O

Remarque 15 Si z et y sont deux points fixes de f, il existe z € w(z,y) tel que If(z,y)
contient un circuit positif élémentaire et, par symétrie, il existe également 2’ € w(x,y) tel que
Of (7', x) contient un circuit positif élémentaire (éventuellement, 2’ = z). Notons aussi que les
circuits positifs de 9f (z,y) et Of (2/,z) sont des I(x,y)-circuits (I(z,y) et I(z,y) sont inclus
dans I(z,y)).

Le corollaire précédent montre que la présence d’un circuit positif dans un graphe local est
une condition nécessaire pour la multistationnarité. Dans le corollaire suivant, on montre que
dans le cas asynchrone, la présence d’un circuit positif local est plus généralement nécessaire
pour la «multi-attractivité» i.e. la présence de plusieurs composantes connexes stables (cf
chapitre 2).

Définition 14 (Ensemble stable)
Soit f : X — X. Une partie non vide A de X est un ensemble stable de GTA(f) si V(z,y) €
A XX, (z,y) € TA(f) = y € A.

Remarque 16 Les composantes fortement connexes stables de GTA(f) sont, au sens de l'in-
clusion, les plus petits ensembles stables de GTA(f).

Corollaire 2 (Généralisation de la premiére conjecture de Thomas)

Soit f : X — X. Si A et B sont deux ensembles stables disjoints de GTA(f) alors il existe
x,y € X tel que Of (x,y) contient un circuil positif élémentaire. Plus précisément, pour tout
(a,b) € A x B tel que Y(c,d) € A x B, n(c,d) ¢ m(a,b), il existe x € w(a,b) tel que Of (x,b)
contient un circuit positif élémentaire.

Preuve. Sous les conditions du corollaire, a est m(a, b)-stable. En effet, s’il existe une transi-
tion (a, c) dans GTA(f) tel que ¢ € 7(a,b) alors, puisque a € A, on a ¢ € A. Donc (¢,b) € AxB
et, comme a # ¢, w(c,b) C w(a,b) ce qui n’est pas possible. On montre de méme que b est
stable dans 7(a,b). Il suffit alors d’utiliser le théoréme 1. O

Cette généralisation de la version discréte de la premiére conjecture de Thomas est illustrée
dans la figure 3.4.
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Fia. 3.4 — Le graphe de transition asynchrone contient deux composantes fortement connexes stables,
A et B. Pour tout (¢,d) € AxBonan(c,d) ¢ m(a,b). Di fait de cette propriété, on voit que a et b sont
7(a,b)-stables. Si on suppose que 9f (x,b) est sans circuit positif pour tout = € 7(a,b), alors d’aprés
le lemme du plus court chemin, il y a un chemin de b & a ce qui n’est pas possible (on ne peut pas
quitter une composante fortement connexe stable). Donc, il y existe bien x € 7 (a,b) tel que 9f (z,b) a
un circuit positif élémentaire. De méme, pour tout (¢,d) € A x B on a 7(¢,d) ¢ w(a,b’) donc il existe
a2’ € m(a,b’) tel que Of (z/,’) a un circuit positif élémentaire.

Remarque 17 Si f admet un graphe d’interactions local contenant un circuit positif élémen-
taire alors ce circuit est un circuit du graphe d’interactions global de f. Nous avons donc une
condition nécessaire pour la présence de plusieurs composantes fortement connexes stables
dans GTA(f) qui est bien plus forte que la présence d'un circuit positif dans le graphe global
de f (cf. exemple 16 ci-dessous).

Remarque 18 Sile graphe d’interactions global G(f) est sans circuit positif élémentaire alors
tous les graphes locauz de f sont sans circuit positif élémentaire donc GTA(f) admet au plus
une composante fortement connexe stable. Nous avons donc donné une propriété du graphe
de transition asynchrone de f (qui comporte au moins 2" sommets) au seul vu du graphe
d’interactions global de f (qui ne comporte que n sommets).

Remarque 19 Bien entendu, & un méme graphe d’interactions global correspondent généra-
lement beaucoup de fonctions f différentes (I'information donnée par G(f) est relativement
rudimentaire). Alors, si G est sans circuit positif élémentaire, toutes les fonctions f admettant
G comme graphe d’interactions global ont un graphe de transition asynchrone qui ne contient
qu’une composante fortement connexe stable.

Remarque 20 Bien sir, la présence d’un circuit positif dans un graphe local de f (et donc
dans le graphe global de f) n’est qu'une condition nécessaire pour que GTA(f) admette plu-
sieurs composantes fortement connexes stables :elle n’a rien de suffisant (cf. exemple 18 ci-
dessous).
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Exemple 16 n =2, X = {0,1,2} x {0,1} et f est donnée par :

(0,0) | (1,0) GTA(f)

(0,1) | (1,0) . .
(1,0) | (1,1) (0.1) (1,1) (2,1)
(1,1) | (2,1)

(2,0) | (1,0) 070 — > (10) «—— 2)
(2,1) | (2,0)

Pour tout x € X et € € Vx(z) on a :

+
geo-| 0 & ®© 104 o—0
f (x,e) = 40 ou of (w,e) =| 0 .-
+

d’ou le graphe d’interactions global suivant :

Il y a donc un circuit positif global mais aucun circuit positif local. La dynamique contient
bien un unique attracteur : le cycle stable [(1,0),(1,1),(2,1),(2,0)]. On vérifie aussi faci-
lement que chaque pavé P de X contient au plus un état P-stable. Plus précisément, P =
{(1,0),(1,1),(2,1),(2,0)} ne contient aucun état P-stable et tous les autres pavés P’ contiennent
un unique état P’-stable.

Exemple 17 On reprend l'exemple 8 : n =3, X ={0,1,2} x {0,1} x {0,1} et f est donnée
par :

x f(z)
(0,0,0) [ (0,0,0) GTA(f)
(0,0,1) | (0,0,0)
(0,1,0) | (1,0,1)
(0,1,1) | (0,0,1) 0,1,1) ——»((1,1,1) —— (2,1,1)
(1,0,0) | (1,1,0) —714
(1,0,1) | (0,1,0) (07170)<W(17170) ———————— (1,1,0)
(1,1,0) | (1,1,1) :
(1,1,1) | (0,1,1) (0,0,1) —|—> (1,0,1) -} (2,0,1)
(2,0,0) | (11,0 @ Gl
(2,0,1) | (0,1,0) T
(2,1,0) | (1,1,1) A B
(2,1,1) | (0,1,1)

Les ensembles A et B sont des ensembles stables disjoints. Le premier se réduit & un état stable.
Le second contient un état stable et une composante fortement connexe stable & trois états.
En prenant a = (0,0,0) € Aet b= (2,0,0) € Bon aV(c,d) € AxB, w(c,d) ¢ 7(a,b). Il existe



42 Chapitre 3. Conditions nécessaires pour la multistationnarité et les cycles stables

donc un état x € 7w(a,b) tel que Of (x,b) contient un circuit positif élémentaire. En effet, en
prenant x = (1,0,0) on a :

(o @
®

Par symeétrie, il existe aussi « € m(a,b) tel que Of (x,a) contient un circuit positif élémentaire.
Il suffit de prendre z = b :

of (x,b) =

o o H
oo o

0
0
0

(o ©
®

Considérons maintenant le couple (a,b) € A x B o1 a = (0,0,0) et b = (1,1,1). On a de
nouveau V(c,d) € A x B, w(c,d) ¢ mw(a,b). Il existe donc = € 7(a,b) tel que df (x,b) contient
un circuit positif élémentaire. On obtient ce circuit positif en prenant x = a :

+ 00
af(b,a)=|0 0 0
0 00

B 0 0 + @/_\A@
e IR R

Par symétrie, il existe aussi « € 7(a,b) tel que df (x,a) contient un circuit positif élémentaire.
1l suffit de prendre x = :

+
—~— A

0 0 +
af(b,a)=|+ 0 0 O @
0 + 0 :\®/+

Bien sir, les circuits positifs locaux de f se retrouvent dans le graphe d’interactions global de

f dont l'illustration suit :
+Co——a))

kﬂ

Dans cette illustration, la présence d’une fleche de j a ¢ sans signe indique la présence d’une
interaction positive et d’une interaction négative de 5 a ¢ dans le graphe.

Exemple 18 On reprend I'exemple 5 : n =2, X = {0,1}2 et f est donnée par :
r | f(2) GTA(f)

1

O

-« (

)

O

)
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f admet un graphe d’interactions local contenant un circuit positif (de longueur 2) :

oro0.a = oo =~ 2| ~CO @)~

Pourtant, {(0,0),(1,0),(0,1)} est la seule composante fortement connexe stable de GTA(f).

3.5 Conjecture Jacobienne

Dans la section précédente, nous avons donné une condition nécessaire pour que f admette
au moins deux points fixes. Dans cette section, nous allons donner une condition suffisante
pour que f admette un point fixe unique. Plus précisément, nous allons démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 2 (Version discréte de la conjecture Jacobienne)
Soit f: X — X. Si 0f (x,y) est sans circuit Vz,y € X alors f admet un point fize unique.

Le cas X = {0,1}" a été conjecturé par Shih et Ho [62] puis démontré par Shih et Dong
[61]. 11 est présenté par ses auteurs comme un analogue booléen de la conjecture Jacobienne.

Remarque 21 Si tous les graphes locaux de f sont sans circuit alors, d’aprés le théoréeme 1,
chaque pavé P de X contient au plus un état P-stable et, en particulier, f admet au plus un
point fixe (cf. corollaire 2). Pour démontrer le théoréme 2, il suffit donc de démontrer qu’une
telle application f admet au moins un point fixe.

Nous allons plus généralement démontrer, en raisonnant par induction sur 'ensemble des
paves de X, que sous la condition «Jf(x,y) sans circuit Va,y € X» chaque pavé P contient un
unique état P-stable. Le cas de base correspondra au cas ou P est un cube.

Définition 15 Soit I C{1,...,n}. Un I-cube de X est un pavé C = Cy x --- x C,, de X tel
que |C;jl =2sii el et|Cj|l=1site{l,...,n}\I. On appelle |I| la dimension du cube.
Pour tout i € I, on pose C; = {c?, ¢}

0 1
7, c; b avec ¢ < ;.

Pour démontrer que chaque cube C de X de dimension k contient un état C-stable, nous
allons nous ramener au théoréme de Shih et Dong. Plus précisément, dans la définition suivante,
on associe au couple (f,C) une application booléenne g : {0,1}¥ — {0,1}* dont les points fixes
correspondent aux états C-stables. On montre ensuite que si tous les graphes locaux de f sont
sans circuit alors tous les graphes locaux de ¢ sont sans circuit. Il suffit alors d’utiliser le
théoréme de Shih et Dong pour démontrer le cas de base.

Définition 16 Soient f : X — X et un I-cube C de X de dimension k > 0. On pose I =
{l1,...,11.}. Soit la surjection h : X — {0,1}* définie pour tout x € X par :

0 simz, <c

h(l‘) = (hl(:vll), .. .,hk(xlk)) avec hz(xll) = { (2 =1,... ,k‘).

1 sizy, >cf.
7

Comme la restriction de h a C est une bijection, on définit sans ambiguité la fonction booléenne
g:{0,1}* — {0,1}* associée a f dans C par

VeeC,  g(h(z)) = h(f()).
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Dans le lemme suivant, en utilisant les notations de cette définition, on montre que le graphe
de transition asynchrone de f «restreinty aux états de C, i.e. le graphe (C, TA(f) N (C x C)),
est isomorphe au graphe de transition asynchrone de g.

Lemme 4 Vz,y € C, (z,y) € TA(f) <= (h(x),h(y)) € TA(g).

Preuve. Pour alléger les notations sans perdre en généralité, on supposera I = {1,...,k}.
Soit x,y € C.

(=) Si (x,y) € TA(f) alors, il existe i € T tel que 2*i(®) =y avec fl(z) # 0. Si ; = ¢
alors y; = ¢ donc f/(z) = +1. Par conséquent, ¢? < fi(z) donc g;(h(x)) & hi(fi(x)) = 1
et comme h;(z;) = 0 on a gi(h(z)) = +1. Par conséquent, (h(z),h(z)"<t1) € Ta(g). Or,
hi(x;) + 1= hi(x; + 1) donc h(z)"<T! = h(z"I*1) = h(y). Le cas x; = ¢, est similaire.

(<) Inversement, si (h(z), h(y)) € TA(g) alors, il existe i € I tel que h(x)!<9(@) = p(y)
avec gl(h(z)) # 0. Si hi(z;) = 0 alors g;(h(z)) & hi(fi(x)) = 1. donc ! = z; < f;(x). On en
déduit f/(x) = +1. Par conséquent, (z, z'<) € TA(f). Or, hi(y;) = hi(z;)+1 donc y; = ;+1.
On en déduit 2°<F! = y. Le cas h;(z;) = 1 est similaire. O

Dans les deux lemmes suivants, on utilise encore les notations de la définition 16.
Lemme 5 Vr,y € C, Vi,j € {1,...,k}, Ofi,(x,y) = dgij(h(x)).

Preuve. Sans perte de généralité, on supposera I = {1,...,k}. Soient z,y € C, ¢ € Vx(x,y)
et i,j € I(x,y) € I. Comme z,y € C, on a x; +¢; = y; et hj(x;) + &5 = hj(xj +¢;). On en
déduit que h(z)?<% = h(2?<%5). Alors, en utilisant les définitions de g et dg :

dgij(h(z)) = ;- signe(gi(h(x) <) - gi(h(x)))
= & signe(gi(h(x?<7)) — gi(h(x)))
=g signe(hi(fi(2/9%)) = hi(fi())).
Comme ¢ < x; +¢;/2 < ¢}, si dg;;(h(x)) = 0 alors fi(x7<) et f;(x) ne sont pas de part et
d’autre du seuil s = x; +&;/2. On en déduit que 9f;;(x,y) = Of;j(z,e) = 0. Si dgi;(h(z)) # 0
alors fi(z7<) et f;(x) sont de part et d’autre de s donc 9f;;(z,y) # 0. De plus, comme h; est
croissante,

signe(hi(fi(a?<)) = hi(fi(2))) = signe(fi(a’ <) — fi(z)).
Par conséquent, on a bien 0f;;(x,y) = dgi;(h(x)). O

Lemme 6 Si Of (x,y) est sans circuit pour tout x,y € C alors C contient un unique état

C-stable.

Preuve. Si C est de dimension nulle, le lemme est immédiat. Sinon, sans perte de généralité,
on suppose que I = {1,...,k}. Soit g la fonction booléenne associée & f dans C. Soient un
quelconque 2z’ € {0, 1}k et = 'unique antécédent de a’ par h qui appartient & C (pour tout
i €1, x; = +}). Soit y état «opposé» & x dans C : pour tout i € I, y; = ) +1 — . 11
est clair que y € C et I(x,y) = I. Donc, d’aprés le lemme 5,

Vi, j €1, Ofij(x,y) = dgi; ().
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On en déduit que tout circuit de dg(z’) est un circuit de 9f (x,y). Donc, par hypothese, dg(x’)
est sans circuit pour tout 2’ € {0, 1}k. Donc, d’aprés le théoréme de Shih et Dong, g admet
un unique point fixe £. D’aprés le lemme 4, il est alors évident que I'unique antécédent £ de
& par h qui appartient a C est 'unique état C-stable (pour tout i € I, & = cg +&). O

Le théoréme 2 est un cas particulier du lemme suivant que ’on obtient un prenant P = X.

Lemme 7 Soit f: X — X et un pavé P de X. Si Of (x,y) est sans circuit Vr,y € P alors P
contient un unique état P-stable.

Preuve. On dit qu'un pavé de X vérifie 'hypothése (H) si l'assertion du lemme est vraie
pour ce pavé. On montre par induction que chaque pavé de X vérifie (H). Soit donc un pavé
P=P x--- xP, de X tel que 9f (z,y) est sans circuit Yo,y € P. Si P est un cube, d’apres
le lemme 6, P contient un état P-stable. Sinon, il existe au moins un ¢ € {1,...,n} tel que
P; ={a,a+1,...,b} avec a + 1 < b. On suppose alors que chaque pavé P’ strictement inclus
dans P vérifie (H). Soient

P=P;x ... x (P;\{a}) x ... xP, et P=P;x...x(P;\{b}) x ... xP,.

Comme P C P, 9f (x,y) est sans circuit Vz,y € P. Par hypotheése d’induction, il existe donc
un unique état & = (Z1,...,T,) € P qui est P-stable. De meéme, il existe un unique état
T = (Z1,...,%,) € P qui est P-stable. Supposons par contradiction que Z et Z ne soient pas P-
stables. Alors, il existe (Z,y) € TA(f) avec y € P et comme & n’a pas de successeur dans P, on
ay ¢ P. On en déduit que y; = a < @; = a+1 < b. Donc, & € P. Par conséquent, 7(&,2) C P.
Or, Z n’a aucun successeur dans P. On en déduit que Z est 7(Z, &)-stable et on monte de méme
que T est 7(z, z)-stable. Donc 7(Z,Z), qui est strictement inclus dans P (puisque |P;| > 2),
contient deux états m(Z, Z)-stables et ne vérifie pas (H) ce qui viole I'hypothése d’induction.
Donc soit & soit T est P — stable. Comme d’aprés le théoréme 1 il ne peut pas y avoir deux
états P-stables, soit & soit Z est 'unique état P-stable. Ainsi, P vérifie (H). O

La figure 3.5 donne une illustration de ce lemme.

Remarque 22 Donc, si 9f (x,y) est sans circuit pour tout =,y € X, alors f admet bien unique
point fixe . De plus, comme £ est 7(&, z)-stable pour tout x € X, on déduit du lemme du
plus court chemin qu’il existe un plus court chemin de tout état x € X a & dans la dynamique
asynchrone de f. Cependant, toutes les trajectoires de GTA(f) ne finissent pas nécessairement
par atteindre £ car ’absence de circuit dans tous les graphes locaux de f n’implique pas
I’absence de cycle dans GTA(f) (cf. exemple 19 ci-dessous).

Remarque 23 Si le graphe d’interactions global de f est sans circuit alors tous les graphes
d’interactions locauzr de f sont sans circuit donc f admet un point fize unique et GTA(f)
admet, pour tout x € X, un plus court chemin de x a ce point fize. Nous avons donc une
seconde propriété concernant GTA(f) qui peut se déduire du graphe d’interactions global de f.

Remarque 24 Si tous les graphe locaux de f sont sans circuit positif élémentaire et si f
admet un graphe local contenant un circuit négatif alors d’aprés le corollaire 2 et le théoréme
2, GTA(f) contient une unique composante fortement connexe stable A qui ne se réduit pas a
un état stable et qui permet donc de décrire des comportements oscillatoires (cf. chapitre 2).
Avec le méme raisonnement que celui utilisé dans la preuve du corollaire 2, on montre qu’il
existe un plus court chemin de tout état de X'\ A & un état de A.
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1) On suppose que P n’est pas un cube

et que chaque pavé P’ strictement in-
clus P dans contient un unique état P'-
stable. On veut montrer que P contient
alors un état P-stable. Par contradic-

tion, on suppose que P ne contient au-
cun état P-stable.

2) Comme P n’est pas un cube, il existe
une dimension «large» : c’est la dimen-

sion horizontale sur l'illustration. Par

hypothése, le pavé P obtenu & partir de
P en réduisant d’une unité cette dimen-
sion «large» contient un état T qui est

P-stable. Cependant, comme Z n’est pas
P-stable, la situation & droite n’est pas
possible.

3) La seule configuration possible est
celle out T est sur le bord gauche de P.
Ici, on voit bien que T est P-stable mais

qu’il n’est pas P-stable.

4) En raisonnant & partir du pavé P que

’on obtient en décalant P d’une unité

vers la gauche, on arrive & une situation
similaire. P contient un unique état =
qui est P-stable mais comme Z n’est pas

P-stable, T se trouve sur le bord gauche
de P.

5) On en déduit que Z et T sont ©(z, Z)-

stables. Ceci contredit I’hypothése de
départ car 7(Z, ) est strictement inclus
dans P. Donc soit Z soit = est P-stable.

Fia. 3.5 — Illustration de la preuve du lemme du 7.
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Exemple 19 n =2, X = {0,1,2}? et f est donnée par :

8

—~
8
~

/
(0,0) [ (0,2) GTA(f)
(0,1)](2,2) o, .
0,2) | (2,2) (0,2) (1,2) (2,2)
(1,0) | (0,2)
(1,1) | (1,1) . L
(1,2) | (2,0) (0,1) (1,1) (2,1)
(2,0) | (0,0)
(2,1) | (0,0) - .
(2,2) | (2,0) (0,0) (1,0) (2,0)

Tous les graphes locaux de f sont sans circuit. En effet, pour tout € X et € € Vx(x), on a :

R

8f(:v,€)=‘8 g‘ @ @ o Of(x,g):‘o 0‘ ®V\/@
-

f admet bien un unique point fixe, I’état (1, 1), et il existe bien un plus court chemin vers ce
point fixe depuis tous les autres états. Cependant, GTA(f) contient un cycle (de longueur 8).
Remarquons que le graphe d’interactions global de f est un circuit négatif isolé.

Comme le montre ’exemple suivant, I’absence de circuit dans tous les graphes locaux de
f n’est qu’une condition suffisante pour que f admette un point fixe unique.

Exemple 20 n =2, X = {0,1}? et f est donnée par :

(@) GTA(f)

(0,1) — (1,1)

(07 O) <+ (17 O)

f admet un point fixe unique mais 9f11((0,0), (+,4)) = —1 donc les graphes locaux de f ne
sont pas tous sans circuit.

3.6 Seconde conjecture de Thomas

Remy, Ruet et Thieffry [53] ont prouvé une version booléenne de la seconde conjecture
de Thomas dont la forme faible est la suivante : si le graphe de transition asynchrone d’une
application f :{0,1}" — {0,1}" contient un cycle stable alors le graphe d’interactions global
de f contient un circuit négatif. Dans cette section, en utilisant la méme approche, on établit
ce résultat dans notre cadre discret plus général.

Soit X un espace fini & n dimensions et soit f une application de X dans lui-méme.
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Supposons que GTA(f) contienne un cycle de longueur 2 passant par = et y ((z,y) et (y,x)
sont des transitions de GTA(f)). Alors, pour tout ¢ € Vi (z,y), on a y = 2% et on déduit
de la proposition 1 que df;i(z,e) = —1. Autrement dit, 9f (x, <) contient un {i}-circuit négatif
(et ce circuit est aussi présent dans Of (z,y)). Inversement, si df;;(x,e) = —1 alors d’aprés la
méme proposition, (z,2!%) et (x°<, x) sont des transitions de GTA(f) donc GTA(f) contient
un cycle de longueur 2. Ainsi, GTA(f) contient un cycle de longueur 2 si et seulement si f
admet un graphe local contenant un circuit négatif de longueur 1.

Dans la suite, on s’intéressera donc aux cycles de longueur supérieure & 2. Plus précisé-
ment, nous allons démontrer que la présence d’un cycle stable de longueur supérieure a 2 dans
GTA(f) implique la présence d'un circuit négatif dans G(f). On supposera donc que GTA(f)
contient un cycle stable p = [z!,2% ..., 2"] de longueur 7 > 2. On identifiera 2" "1 et 2! et
plus généralement, les indices des états du cycle seront pris modulo r, i.e. on identifiera r + k

et k.

Comme le cycle p est stable, chaque état ¥ du cycle a un unique successeur. Donc, a I'état
z¥, il existe une unique entité i dont le niveau n’est pas stable i.e. telle que Il (ack) # 0. Dans
la suite on notera (k) cet indice.

Définition 17 On appelle stratégie d'un cycle stable [z1,... 2"] de GTA(f) lapplication ¢ :
{1,...,r} = {1,...,n} telle que fé)(k)(xk) #0 pour k=1,...,r.

k

Bien entendu, comme 2**! est I'unique successeur de 2* dans GTA(f) on a :

PP = (PP O Lo @ =),

Supposons (k) # o(k + 1). Alors, & 1'état ¥, le niveau de p(k + 1) est stable car seul
le niveau de ¢(k) peut évoluer. Cette évolution du niveau de (k) permet d’atteindre 1'état
zF*1 et, dans ce nouvel état, seul le niveau de ©(k + 1) peut changer. Ainsi, a I'état z",
I’évolution du niveau de ¢(k) induit une variation du niveau cible de ¢(k + 1). Chaque indice
kEe{l,...,r} tel que p(k) # @(k+1) est donc révélateur d’une interaction de lentité (k) sur
Uentité p(k + 1), comme l'illustre la figure 3.6. De plus, le signe de cette interaction se déduit
simplement des transitions (2, z5T1) et (zF*1, 2%+2). Par exemple, si la premiére transition
permet une augmentation du niveau de (k) et si la seconde permet une augmentation (resp.
une diminution) de celui de ¢(k + 1) alors I'interaction de (k) sur ¢(k + 1) est positive (resp.
négative). Dans la suite, les indices k € {1,...,r} tels que p(k) # @(k + 1) serons appelés
coudes de p.

Lemme 8 Soit un cycle stable [z',... 2] de GTA(f) de stratégie o. Si k € {1,...,r} et
o(k) # o(k+1) alors :

k+2) _

= L (@) - Foerny (@),

Of ok 1)p (k) (2,

Preuve. Soit € € Vx(zF, 2%*2). On a

k ! kN . k+1 k2
Tty T Fo) (%) = T o0 = Ty

donc

Fomy (&%) = T30 = Th = Sty (3.3)
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o(k) = ok +1) o(k) = ok +1)
o(k+1) p(k+1)
A A
: : ph2 Lok Dokt
f;(k)(xk) =+1 777777777 AR A f:a(k)(xk) =+1 777777777777777 i
et et T
P @ =41 g Log .. Py @) = =1 V..o
. zk . . ph+1 . . . pk+2
”””””””””””””””” Z (k) T >0y
o(k) = ok +1) o(k) = ok +1)
o(k+1) p(k+1)

Lo @*) = =1
et
Il (k+1)(33k+1) =+1

@

F1G. 3.6 — Les transitions (z¥, z**1) et (51, 2¥2) appartiennent au cycle stable p et o(k) # p(k+1).
En haut & gauche (resp. droite), 'augmentation du niveau de (k) a I’état 2* (qui ameéne & 1’état
2F*+1) induit une augmentation (resp. une diminution) du niveau cible de (k4 1) ce qui permet au
niveau de p(k + 1) d’augmenter (resp. de diminuer) depuis I’état 28! : il y a une interaction positive
(resp. négative) de p(k) & ¢(k + 1) dans le graphe d’interactions du systéme. En bas, la situation est
symétrique.
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De méme,
ety F Foerny (@) = 2l + Fogey (@) = 25820,
donc
fe/o(k:+1)(xk+1) - x’;&il) - x];(k-i-l) = Ep(k+1)- (3.4)
Ainsi :
o S (xk)w(k)qsv(k) ot 2kt (xk+1)<p(k+1)<15¢(k+l)‘ (3.5)

Comme (z*, (xk)@(k“)q%(’““)) n’est pas une transition de GTA(f) et comme (2#+1, 2#+2) est
une transition de GTA(f), on déduit de (3.5) et de la proposition 1 que :

l’k+2)

Of o (4 1)k (2, W o 1)k (2,€) = 0(h) * Epiht)-

En utilisant (3.3) et (3.4) on obtient le résultat souhaité. O

Supposons maintenant (k) = @(k + 1). Alors, a I'état 2", seul le niveau de (k) peut
évoluer, et cette évolution permet au systéme d’atteindre 1'état 251, Dans cet état, de nouveau,
seul le niveau de ¢(k) peut évoluer. Cependant I'évolution de (k) a I’état ¥ ne permet de
revenir a 'état z¥ car dans un tel cas, le circuit serait de longueur 2. Ainsi, la direction dans
laquelle le niveau de (k) évolue a I'état z¥ est la méme que celle dans laquelle le niveau de
©(k) évolue a I’état ¥+, Ainsi, un indice k qui n’est pas un coude ne révéle aucune interaction.

Lemme 9 Soit un cycle stable [z',...,2"] de GTA(f) de longueur r > 2 et de stratégie . Si
ke{l,...,r} et o(k) # o(k+ 1) alors f;(k)(xk) = f(’p(k)(ackﬂ).

Preuve. On pose f;(k)(xk) =« et f;)(k) (zF*+1) = 3. Comme a et 3 sont différents de 0 soit
a = [ soit a« = —f. Or,

k+2 (xk+1)<p(k)<]ﬁ _ ((xk)go(k)Qa)W(k)Qﬂ'

X =
Donc, si a = —f3, 2¥2 = z*. Mais alors (2*+1, 2%) et (2¥, 2%+1) sont des transitions de GTA(f)
ce qui n’est pas possible car le cycle considéré est de longueur strictement supérieure a 2. Ainsi,
a=pf. ]

Nous allons maintenant étudier le cycle stable p de stratégie ¢ plus globalement. Nous
allons partir d’un état = et parcourir le cycle en «accumulanty les interactions révélées par
les coudes rencontrés jusqu’a atteindre un état x® choisi en fonction de xz%. Nous montrerons
ensuite que les interactions détectées forment un circuit négatif.

Définition 18 Soit un cycle stable p = [z1,...,2"] de GTA(f) de stratégie . Soit a,b €
{1,...,n}. Le couple (a,b) est un pont pour p si p(a) = p(b) et f(’p(a) (%) = — ;(b)(xb).

Si le point de départ est 2%, le point final ¥ sera choisi de sorte que (a,b) soit un pont pour
le cycle. Notons que ce point final existe nécessairement. En effet, si la transition (2%, z%1)
permet une augmentation (resp. une diminution) du niveau de ¢(a), comme p est un cycle, il
existe une transition (2%, 2°*1) permettant de faire diminuer (resp. augmenter) le niveau de
©(a). Alors, (a,b) est un pont. Donc, pour tout a € {1,...,r}, il existe bien b € {1,...,r} tel

que (a,b) est un pont. Notons également que si (a,b) est un pont alors a # b et (b,a) est un
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pont.

Pour désigner I’ensemble des indices des états qui seront rencontrés pour aller de 2% a xb
au travers du cycle, nous allons introduire quelques notations. Pour tout a,b € {1,...,r} :
[a,b] désignera l'intervalle {a,...,b} si a < b ou ensemble {a,...,r,1,...,b} sia >b; [a,b]

désignera ’ensemble [a, b] \ {b} et ]a, b] 'ensemble [a,b] \ {a,b}.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que si (a,b) est un pont alors ’ensemble
des interactions détectées par les coudes du cycle appartenant a [a, b[ forme un circuit négatif.

Théoréme 3 Soit un cycle stable p = [x1,...,2"] de GTA(f) de longueur v > 2 et de stratégie

. Si (a,b) est un pont pour p alors

U G(@f(ack, .Z'k+2))

k€[a,b|

contient un ¢([a, b])-circuit négatif qui passe par tous les sommets de p([a,b]).

Preuve. On supposera sans perte de généralité que a < b (si a > b, il suffit de numeéroter les
indices du cycle en partant de x%). Soit K 1’ensemble des coudes de p appartenant a [a, b :

K ={k/ke€ab]et ok)#p(k+1)}.
Si K est vide alors d’aprés le lemme 9 :
Foay @) = Ly @) = oo = [ (@) = L) ().
Or ceci est impossible car (a,b) est un pont. De plus, si K = {k} alors
pla) = =pk) # ek +1) = =p(b)

et on arrive a une nouvelle contradiction. Donc K contient au moins deux éléments. Ceci nous
permet de poser K = {ki,...,kn} avec k; < kjp1 pour i = 1,...,m — 1. Comme k; et k;41
sont deux coudes consécutifs on a :

o(ki) # p(ki +1) = - = @(kis1) (i=1,....m—1). (3.6)
Donc d’aprés le lemme 9 :
Pty @) = flp o (@54 (i=1,....m~1). (3.7)

De plus,
o(km) # @k +1) = =) = p(a) =--- = (k1) (3.8)

Donc d’aprés le lemme 9 :

Py @Y = FLp (@) et [l (@) = Flgy (@) (3.9)
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Alors, d’apres (3.7), (3.9) et le lemme 8 on a,

Wootkayptn) (@, F2) = L0 (@) [ 1y (@)
Woolsyptha) (@2, 2F2) = L) (@52 f 1) ()

W ottty (T, 2 H2) = fl gy (@) [l ().

On en déduit que
U G(af(xk,xk+2))

keK

contient un (K )-circuit qui passe par tous les sommets de ¢(K) = {¢(k1),...,o(kn)}. De
plus, le signe de ce circuit est :

& = [y @) 0y () + L) (@) Ly (59 - ey (@) Fy (7).
Or, dans ce produit de 2m signes, pour ¢ = 2,...,m, le signe f;(ki)(xki) apparait exacte-
ment deux fois. On en déduit que a = ;(a)(af:“) . :D(b)(xb) = —1. D’apres (3.6) et (3.8),
o(K) = ¢([a,b]) d’ou le lemme. O

En prenant X = {0,1}" on retrouve la forme booléenne de la seconde conjecture de Tho-
mas donnée par Remy, Ruet et Thieffry [55].

Dans le corollaire suivant, on énonce le théoréme de sorte qu’il ne fasse pas intervenir la
notion de pont (on utilise par cela un raisonnement que l'on retrouve aussi dans [55]).

Corollaire 3 (Version discréte de la seconde conjecture de Thomas)
Supposons que le graphe de transition asynchrone de f : X — X contienne un cycle stable

[z!,...,2"] de longueur r > 2. Soit I ’ensemble des images de la stratégie du cycle. Alors,

LTJ G(@f(ack, .Z'k+2))
k=1

contient un I-circuit négatif qui passe par tous les sommets de I.

Preuve. On note ¢ la stratégie du cycle et I' 'union de graphes d’interactions de I’énoncé. On
a p({1,...,r}) = I. D’apres le lemme 3, s’il existe un pont (a,b) tel que ¢([a,b]) = I alors I'
contient un I-circuit négatif qui passe par tous les sommets de I. Supposons ¢([a, b[) # I pour
tout pont (a,b). Soit un pont (a,b). Par hypotheése, il existe i € I tel que i € ([a,b[). Donc, il
existe a’ € p~1(i) tel que Ja’, a[Np~1(i) = Detil existe b’ € {1,...,r} tel que (a’, ') est un pont.
Comme (V') = ¢(a') =i, b’ ¢]d’,a[U[a,b[. Par conséquent, [a,b[ est un strict sous-ensemble
de [@/,V/]. On en déduit qu’il existe une séquence infinie de ponts ((ag,bo), (a1,b1),...) telle
que [a;, b;[C [ait1, biy1[ pour tout ¢ € N, une contradiction. Ainsi, le cycle admet un pont (a, b)
tel que p([a,b]) = I et I' contient un I-circuit négatif qui passe par tous les sommets de . [

Remarque 25 Si un graphe d’interactions I' contient un [-circuit négatif alors tous les plus
petits I-circuits négatifs de I' (au sens de la longueur) sont des I-circuits négatifs élémentaires.
En effet, si un tel circuit

C=((ir,a1)y. o, (ir,p))
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n’est pas élémentaire alors il existe k,l € {1,...,r}, k <, tels que iy = i;. Donc

C' = ((tky o)y ooy (G1—1, 1))

et
C” = ((/Lku al)u ey (iT7aT)7 (i17a1)7 ey (ik—lu ak‘—l))

sont deux [-circuits de I' de longueur strictement inférieure & celle de C. Or, comme C' est
négatif, soit C’ soit C” est négatif donc il existe un I-circuit négatif de longueur strictement
inférieure & C, une contradiction. Donc C' est un [I-circuit élémentaire de I'. Par contre, si I’
contient un circuit positif alors I' ne contient pas nécessairement un circuit positif élémentaire.
En effet, le graphe d’interactions I' qui admet 1 pour unique sommet et (1,—,1) pour unique
interaction ne contient pas de circuit positif élémentaire mais contient une infinité de circuits
positifs non élémentaires (le plus court est ((1,—), (1,—))).

Exemple 21 Informellement, n = 3, X = {0,1,2} x {0,1,2} x{0, 1} et le graphe de transition
asynchrone de Papplication f : X — X contient le cycle p = [z}, ..., 2'9] suivant :

Les états qui portent un indice correspondant aux coudes de p sont encerclés. La stratégie ¢
du cycle est aussi indiquée sur la figure : chaque transition de 2* a z*+1 est étiquetée par (k).
Doncon al =p({1,...,10}) = {1,2,3}. Les interactions (présentes dans G(f)) détectées par
les coudes du circuits sont les suivantes :
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La réunion de toutes ces interactions forme le graphe d’interactions I' suivant (qui est un

graphe partiel de G(f)) :
+

D0

N,/

Il contient trois I-circuits négatifs élémentaires dont un qui passe par tous les sommets de [
(il contient aussi deux circuits positifs élémentaires). Illustrons maintenant le fait que chaque
pont (a,b) révele 'existence d’un circuit négatif qui passe par tous les sommets de ¢([a, b]).
Dans la figure suivante, il y a un trait en pointillé d'un état z® a un état z°
(a,b) est un pont :

si et seulement si

Prenons le pont (3,9). On a ¢([3,9]) = I et les coudes appartenant a [3,9] sont 3, 4, 5, 6, 8.
Les interactions associées & ces coudes forment le circuit négatif suivant :

o
.
o o

Ce circuit (qui est non élémentaire) passe bien par tous les sommets de . Par symétrie, les
interactions associées aux coudes appartenant a [9,3[= {9,10, 1,2} forment aussi un circuit
négatif. En effet, seuls les coudes 10 et 2 sont présents dans [9,3[ et ils donnent le circuit
négatif suivant (qui est élémentaire) :

Remarque 26 Sile graphe global de f est sans circuit négatif alors il n’y a pas de cycle stable
dans GTA(f). C’est une troisiéme propriété concernant GTA(f) que 'on peut déduire de G(f).

Remarque 27 Nous avons démontré que l'existence d’un circuit négatif dans une union de
graphes locauz est nécessaire pour la présence d’un cycle stable dans GTA(f). Faute de contre
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exemple et de preuve (dans le cas booléen comme discret), la présence d’un circuit négatif dans
au moins un graphe local est peut-étre une condition nécessaire pour la présence d’un cycle
stable dans GTA(f). Il serait aussi intéressant d’étudier I'union des graphes locaux évalués sur
un cycle instable ou plus généralement une composante fortement connexe.

Nous finirons cette section sur les cycles stables en remarquant que si un tel cycle n’est pas
inscrit dans un cube alors il existe un graphe local contenant un circuit positif.

Proposition 2 Soit un cycle stable p = [z1,...,2"] de GTA(f) de longueur r > 2. Soit i une
1mage de p. Si {le, ..., xl'} est de cardinalité strictement supérieure 4 2 alors il existe un pont
(a,b) et x € w(a,b) tels que Of (x,b) contient un circuit positif élémentaire qui ne passe pas par
le sommet i.

Preuve. Supposons qu’il existe un niveau [ € {x}, ..., xl'} tel que

min({z},...,27}) <1 < max({z],...,2!}).

Comme p est un cycle, il existe une transition (z%, 2%*!) qui permet au niveau de i de passer
de I a1+ 1 et il existe aussi une transition (2%, 2°*1!) qui permet au niveau de i de passer
de [ & I — 1. Plus formellement, comme p est un cycle, il existe un pont (a,b) tel p(a) =1 et
x¢ = 22 = [. Comme [ # x?”, I'unique successeur #%7! de 2% dans GTA(f) n’appartient pas
a (2%, ). Donc 2% est m(z?, x°)-stable et on montre de méme que x° est w(z%, 2°)-stable.
Alors, d’aprés le théoréme 1, il existe x € (2%, x%) tel que Of (x,b) contient un circuit positif
élémentaire et, comme x; = b; = [, ce circuit ne passe pas par 1. ]

Exemple 22 On reprend le cycle p = [z}, ..., 2] de I'exemple précédent :

{x1,...,2{°} ={0,1,2}
{xd, ... 210} ={0,1,2}
{xd, ... 2% ={0,1}

secqecccc--.

[ V)
ccee

Les ponts (a,b) du cycle tels que p(a) =i et ¢ = 2 = 1, avec i = 1 ou i = 2, sont indiqués
par les traits épais en pointillés sur la figure ci-dessous. Sur la figure suivante, les zones grises
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correspondent aux pavés formés par les ponts.

Comme le cycle est stable, 22 et 28 sont 7(z?, 2%)-stables. 1l existe donc z € 7(x?,28) tel
que Of (x,2%) contient un circuit positif élémentaire qui ne passe pas par 2 (car ¥3 = x5). De
méme, il existe z € m(x?, 2'0) et 2’ € 7(2®, 2'0) tels que Of (z,2'%) et Of (+', 2'°) contiennent

un circuit positif élémentaire qui ne passe pas 1 (car 2] = 27 = x1°).

3.7 Remarques sur l'utilisation de la dérivée non usuelle

Les résultats présentés dans ce chapitre restent valables si on utilise la dérivé usuelle df a
la place de la dérivée non usuelle Of, mais ils deviennent plus faibles.

Ceci tient au fait que pour tout z € X et ¢ € Vx(x), le graphe d’interactions G(0f (z,¢))
associé a la Jacobienne non usuelle en (x,¢) est un graphe partiel du graphe d’interactions
G(df (x,€)) associé a la Jacobienne usuelle en (z,¢) (cf. remarque 9).

Par exemple, dans le cas ot n = 1, le théoréme 2 devient trivial si on remplace df par df.
En effet, si tous les graphes G(df (x,¢)) d’une application f d’un intervalle {1,2,...,b} dans
lui-méme sont sans circuit alors f est une constante qui admet bien évidement un unique point
fixe. Si b = 10, en utilisant df, il n’y a donc que 10 applications vérifiant les conditions du
théoréme 2. Par contre, en utilisant df, un peu de calcul nous montre que 185794560 appli-
cations vérifient ces conditions.

Nous avons introduit la dérivée non usuelle afin que toutes les applications admettant la
méme dynamique asynchrone admettent la méme dérivée. Pourtant, certains résultats établis
dans ce chapitre ne font absolument pas référence a la dynamique asynchrone. Il s’agit du
corollaire 1 qui donne une condition nécessaire pour qu’une application f : X — X admette
des points fixes distincts et du théoréme 2 qui donne une condition suffisante pour que f
admette un point fixe unique.



Deuxiéme partie

D’un graphe d’interactions a des
dynamiques






Chapitre 4

Sur la méthode de René Thomas

Comme nous 'avons déja souligné, les résultats d’expériences réalisées sur les systémes de
régulation génétiques restent majoritairement qualitatifs, et sont souvent représentés sous la
forme d’un graphe d’interactions [17]. Ce graphe est alors pris comme point de départ pour
réaliser des modeles dynamiques dans 1’objectif de comprendre le fonctionnement global du
systéme.

La méthode logique de René Thomas emprunte cette démarche. Sommairement, elle permet
d’associer a un graphe d’interactions G, o1, en plus d’un signe, chaque interaction est étiquetée
par un seuil, un ensemble fini D de dynamiques asynchrones (cf. chapitre 2) qui s’expriment
a l'aide de parameétres logiques. Cet ensemble s’interpréte comme ’ensemble des dynamiques
qu'un systéme de régulation est susceptible de décrire lorsque son graphe d’interactions est G.

Dans ce chapitre, nous présentons une formalisation de la méthode de Thomas en s’inspirant
principalement des références [81, 6]. On montre ensuite que ce formalisme est tout a fait
cohérent avec la notion de dérivée discréte. On interpréte finalement les résultats du chapitre 3
dans le contexte de la méthode de Thomas.

4.1 Deéfinitions

4.1.1 Rappels

Les entités du systéme de régulation biologique considéré sont notées de 1 & n; I’ensemble
des niveaux de concentration possibles pour l'entité i étant un intervalle fini X; = {0,1,...,b;}.
L’ensemble des états possibles du réseau est donc Uensemble X =[] ;| X;. On appelle un tel
ensemble un espace fini a n dimensions.

On modélise la dynamique par Uintermédiaire d’une application f = (f1,...,fn) : X —
X. Chaque application f; : X — X, donne le niveau cible de i en fonction de I’état = =
(x1,...,2y) € X du réseau : si z; < fij(z) le niveau de i est en «augmentationy ; si x; > fi(z)

le niveau de i est en «diminution» ; et si z; = f;(z) le niveau de concentration de i est «stabley.
Plus précisément, la dynamique est décrite par le graphe de transitions asynchrone associé a f,
noté GTA(f). L’ensemble des sommets de ce graphe est X, et il existe un arc (ou une transition)
d’un état x & un état y s’il existe une entité 7 telle que :

y:xlﬁf{(l) d:ef(xh7xl+le($)auxn) ou fll(x)d:ﬂnsllgne(fl(I)_xl) #O
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Ainsi, a létat z, pour chaque entité i telle que f/(x) # 0, il existe une transition qui permet
d’atteindre I’état que 1'on obtient en ajoutant f/(z) a la iéme composante de x; et en laissant
inchangées les autres composantes. Lors de chaque transition, il y a donc une unique entité dont
le niveau de concentration évolue d’une unité en direction de son niveau cible. De nombreux
exemples de dynamiques asynchrones sont donnés dans le chapitre 2.

4.1.2 Graphe d’interactions a seuils

En pratique, le graphe d’interactions du systéme étudié est souvent connu. Les sommets de
ce graphe correspondent aux n entités du systéme, et il y a un arc d’une entité j & une entité ¢
si la premieére régule la seconde, c’est & dire, si I’évolution du niveau de ¢ dépend du niveau de
j. De plus, chaque interaction de j & ¢ est muni d’un signe. Celui-ci est positif (resp. négatif)
si une augmentation du niveau de concentration de j permet, dans certaines situations, une
augmentation (resp. une diminution) du niveau cible de 7. Dans la méthode de René Thomas,
on ajoute aussi un seuil sur chaque interaction. Ceci tient au fait qu’en biologie (et dans bien
d’autres domaines) un régulateur est le plus souvent inefficace en dessous d’une concentration
«seuily, son effet saturant rapidement aux concentrations supérieures [37, 46, 87, 28, 77, 17].
Le point de départ sera donc un graphe d’interactions a sewils :

Définition 19 (Graphe d’interactions a seuils)

Un n-graphe d’interactions & seuils est un couple G = (V,€) ou V = {1,...,n} et ou £ est
un sous-ensemble fini de V- x N x {—1,41} x V. Si (j,s,a,1) € &, on dit que G contient une
interaction de j a i de seuil s et de signe o. On dit aussi que (j,s) est une entrée de i dans G.
Pour tout sommet i, on notera G; l’ensemble des entrées de i dans G et, pour o € {—1,+1},
on notera G l'ensemble des entrées (j,s) € G; telles que (j,s,a,i) € € et (j,s,—a,i) € E.

On rappelle qu’afin d’alléger les notations, +1 et —1 sont souvent abrégés par + et —.

Exemple 23 L’ensemble des sommets de G est {1,2,3} et ’ensemble des arcs de G est :
{(17 1’ +7 1)7 (17 2’ ) 2)? (17 27 +> 2)7 (27 17 +> 3)7 (37 17 ) 1)7 (37 27 +7 1)}

On représente G par le diagramme suivant :

2—

/\A
@—»@

RN

Les entrées des trois sommets sont les suivantes :

gl - {(Ll)v( ) )7( ) )} G2 = {(1a2)} g3 = {(271)
1 _{(17 )a( ’ )} g;r:@ 3 —{(2,1
g ={B, D} G, =0 Gy =0

SN—
—
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4.1.3 Fonction a seuils

Pour décrire qualitativement la dynamique du systéme & partir d’'un graphe d’interactions
a seuils G, on se donne un espace des états fini & n dimension X = Xj x - x X,,, et, de
fagon naturelle, lorsque le systéme se trouve a ’état = € X, on considere qu'une interaction
(4,8,0,1), ou une entrée (j,s) de i, est effective si le niveau de concentration x; est supérieur
ou égal au seuil s de linteraction. Afin que chaque interaction puisse étre ou ne pas étre
effective en fonction de I’état du systéme, on choisit X de sorte que le couple (G, X) forme un
réseau d’interactions & seuils.

Définition 20 (Réseau d’interactions a seuils)

Un n-réseau d’interactions a seuils est un couple (G,X) ot G est un n-graphe d’interactions
a seuils et ou X = Xy x --- x X, est un espace fini a n dimensions tel que min(X;) < s <
max(X;) pour toute interaction (j,s,c,i) de G. La fonction a seuils du réseau est l'application
w=(w1,...,wy) définie sur X par :

Vo € X, wi(x) ={(j,s)/ (J,s) € G; et x; > s} (i=1,...,n).
On appelle wi(x) l'ensemble des entrées effectives de ¢ a I’état x.

Remarque 28 Si (j,s) € w;(x), alors toutes les entrées (j,s’) de i telles que s’ < s appar-
tiennent aussi & w;(x). Par conséquent, si G; contient des entrées ayant la méme origine, alors
wi(X) € {w;(x) /x € X}, i.e. 'ensemble des combinaisons d’entrées effectives possibles pour i,
est un strict sous-ensemble de I'ensemble des parties de G;.

Exemple 24 n =2, X ={0,1,2} x {0,1,2} et G est donné par le diagramme suivant :
2—
T
(e
v

1+

Les fonctions & seuils wy et wo du réseau sont données par la table suivante :

8
—

8
~—
V]
—~

8]
~—

—
N
)

S—

—

A A P A A A A A S E
alsnisnisnl b ek kS
—~ o~~~

e e e
NN == OO0
N = ON - ON O
N~~~ o~~~ —~

NN N NN N NN N
— = = = NN

e e e

Ainsi, il y a 6 combinaisons possibles d’entrées effectives pour la premiére entité, et 4 pour la
seconde :

SN—
—
—
—
—
—~
[N}
—
N—
—
—
—
—
—_
SN—
—~
—
[\
SN—
—
—
—
—
—
SN—
—~
—
)
S~—
—
[\
—_
S~—
—
——
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4.1.4 Paramétres logiques

Etant donné un réseau d’interactions & seuils (G, X) et sa fonction a seuils w, on considére
ensuite que le niveau cible f;(x) d’une entité i a l’état x ne dépend que de l’ensemble w;(x) des
entrées effectives de i. Plus précisément, on considére que 'application f; : X — X; qui donne
le niveau cible de ¢ en fonction de I’état = a la forme suivante :

fi = ki ow; avec kit wi(X) — X.

L’application k; associe donc un niveau de concentration x;(FE) a chaque combinaison FE €
w;(X) d’entrées effectives possible pour i. Dans la littérature, on appelle les k;(E) les para-
meétres logiques associés a i [64, 78, 66].

La forme donnée & f; en fonction de G par la composition k; o w; ne tient pour l'instant
pas comptent du signe des interactions qui régule le niveau de i. Intuitivement, ces signes se
traduisent par des contraintes sur la valeur des parameétres logiques associés a 1.

Par exemple, supposons que (7, s) soit une entrée de i dans G, et supposons que 1’évolution
du systeme soit telle que ’ensemble des entrées effectives de @ passe de F a EU{(j,s)}. Iy a
donc eu une augmentation du niveau de j permettant au niveau cible de i de passer de x;(E)
a ki (EU{(4,s)}). Cest & ce moment la que les signes sont pris en compte :

1. Si (j,s) € G, i.e. si (j,s,+,i) est I'unique interaction de j a i de seuil s, alors on
considére que l'ajout de (j,s) dans les entrées effectives de i ne peut pas induire une
diminution du niveau cible de ¢ : on impose ;(E) < k;(EU{(j,5)}).

2. Si (j,s) € G, i.e. si (j,s,—,i) est 'unique interaction de j a i de seuil s, alors on
considére que 'ajout de (j,s) dans les entrées effectives de i ne peut pas induire une
augmentation du niveau cible de 7 : on impose k;(E) > k;(EU{(j,s)})-

3. Finalement, si (j,s) & gj Ug,, e si(j,s,—,1) et (j,s,+,i) sont des interactions de
G, alors aucune inégalité entre k;(E) et x;(E U {(j,s)}) n’est imposée. L’ajout de (7, s)
dans ’ensemble d’entrées effectives F peut donc avoir un effet positif ou négatif sur le
niveau cible de .

Résumons ceci formellement.

Remarque 29 Lorsque le contexte sera clair, on abrégera {(j,s)} par (j,s).

Définition 21 (Paramétrage)
Soient un n-réseau d’interactions a seuils (G,X) de fonction & seuils w et i € {1,...,n}. Une
application k; de w;(X) dans X; est un paramétrage de i dans (G, X) si pour tout « € {—1,+1} -

ki(E) <rki(EU(j,8) sia=+1

v(j,8) € Gy VE € wi(X) tels que EU (j,5) € wi(X), {n(E) > ri(EU(j,s)) sta=-1

Un paramétrage de (G, X) est une application k = (K1,...,ky) de w(X) dans X ou chaque k;
est un paramétrage de i dans (G,X).

Chaque paramétrage k de (G,X) permet donc de définir une application f = rkow : X — X
qui tient compte des seuils des interactions de G au travers de w et des signes des interactions
de G au travers des contraintes imposées a k. On considére alors que le graphe de transitions
asynchrone de f est une dynamique possible pour le réseau (G, X).
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Définition 22 (Dynamiques d’un réseau d’interactions a seuils)
Soient un n-réseau d’interactions a sewils (G, X) de fonction & seuils w et K [’ensemble de ses
paramétrages. L’ensemble des dynamiques possibles pour (G, X) est {GTA(kow) /k € K}.
Exemple 25 n =2, X ={0,1,2} x {0,1,2} et G est donné par la diagramme suivant :
2
/2 TN
H(,© @
N

1—

Les entrées des sommets 1 et 2 sont les suivantes :

G1 :{(171)a(271)a(272)} Gy = {(1,2)}
gf_ = (1a 1)7 (2a 2)} g;_ = (Z)
g ={2 1} G, =0

On déduit du réseau les fonctions & seuils wy et wy suivantes :

T wi(x) wa ()
(0,0) | 0 0
(0,1) [ {(2,1)} 0
(0,2) [ {(2,1),(2,2)} 0
(1,0) [ {(1,1)} 0
(L,1) | {(1,1),(2,1)} 0
(1,2) | {(1,1),(2,1),(2,2)} | 0
(2,0) [ {(1,1)} {(1,2)}
(2,1) [ {(1,1),(2,1)} {(1,2)}
(2,2) | {(1,1),(2,1),(2,2)} | {(1,2)}

Soit k1 @ w1(X) — X;. Comme (1,1) est une entrée «strictement positive» de la premiére
entité, i.e. comme (1,1) € G, un ajout de (1,1) dans les entrées effectives de 1 ne peut pas
induire une diminution du niveau cible de 1. Ainsi, pour que k1 soit un paramétrage de 1, les
inégalités suivantes doivent étre vérifiées :

r1(0) < ri({(1,1)})
({2, < s({(1,1),(2,1)})
Hl({(2a1)7(2a2)}) < "{1({(171))(271%(272)})

Comme (2,2) est une entrée «strictement positive» de la premiére entité, x; doit également

vérifier :
s1({(2,1)}) < m
/‘?1({(1,1)7(2@)}) < "{1({( )

Enfin, comme (2,1) est une entrée «strictement négative» de la premiére entité, i.e. comme
(2,1) € G;, un ajout de (2,1) dans les entrées effectives de 1 ne peut induire une diminution
du niveau cible de 1. Pour que k1 soit un paramétrage on doit donc avoir :

( {2, 1)})
1,1

K1 @) K1
r({(1,1)}) r({(1,1),(2,1)})

AVAY
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Ainsi, k1 est un paramétrage de 1 si les 7 inégalités précédentes sont vérifiées. On peut visualiser
ces contraintes sur les parameétres associés a 1 avec le diagramme suivant :

{2,1),(2,2)}) —— {(1,1),(2.1),(2,2)}

u

{2

a

+
R

1)}

+
e

{(LD)}

Sur ce diagramme, il y a un arc positif (resp. négatif) d’une combinaison d’entrée a une autre si
le paramétre associé & la premiére combinaison se doit d’étre plus petit ou égal (plus grand ou
égal) au parametre associé a la seconde. Il est alors facile de voir que ’application k1 suivante
est un paramétrage de 1 :

E Kll(E)
0 1
{2, 1)} 0
{(2,1),(2,2)} 0
{(1, 1)} 2
{(1,1),(2, 1)} 0
{(1L1),(2,1),(2,2)] 2

\+

%

_—_— o — o
\+
v — O — N

Comme G, et Q; sont vides, aucune contrainte sur les deux paramétres associés a la seconde
entité n’est imposée. Prenons le paramétrage ko tel que ko() = 2 et ko({(1,2)}) = 0. Alors,
k= (K1, k2) : w(X) — X est un paramétrage de (G, X). Il permet de définir la fonction f = kow

suivante :
| wi(z) Ki(wi(z)) [wa(z)  ka(wa(x)) | flz) | filz) | fo(x)
(0,0) | 0 1 0 2 (1,2) | + +
(0,1) | {(2,1)} 0 0 2 0,2)] 0 +
0,2) | {(2,1),(2,2)} 0 1] 2 (0,2) 0 0
(1,0) | {(1,1)} 2 0 2 (2,2) | + +
(1,1) | {(1,1),(2,1)} 0 0 2 0,2) | - +
(1,2) | {(1,1),(2,1),(2,2)} 2 0 2 (2,2) | + 0
(2,0) | {(1,1)} 2 {(1,2)} 0 (2,00 0 0
(271) {(1a1)7(2a1)} 0 {(172)} 0 (070) - -
(2,2) | {(1,1),(2,1),(2,2)} 2 {(1,2)} 0 (2,00] 0 -

Le graphe de transitions asynchrone de f, dont l'illustration suit, est une dynamique possible

pour le réseau :

(0,2)

(1,2) —» (2,2)

l

(0,1) «—— (1,1) «—— (2,1)

l

(0,0) — (1,0) — (2,0)

Il contient deux états stables et un cycle instable de longueur 4.
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4.1.5 Remarque

Dans la méthodes originale de Thomas, il n’est pas possible d’avoir plusieurs interactions
d’un sommet & un autre : si (4, s, ,i) et (j,s',,i) sont des interactions de G alors s = s et
a = . Sous cette hypotheése, on retrouve, aux notations pres, la méthode originale de Thomas
[81, 6].

L’hypothése suivant laquelle il existe au plus une interaction d’un sommet & un autre
est assez forte car, dans la réalité, il n’est pas rare qu’'un régulateur agisse de facon positive
ou négative sur une cible en fonction du contexte. Un exemple bien connu est celui de la
régulation de 'opéron arabinose chez E. coli [48, 13]. Cet opéron, qui code pour trois enzymes
impliquées dans le métabolisme de ’arabinose, est régulé par la protéine araC. Sous sa forme
monomérique, araC inhibe I'expression de 'opéron et sous sa forme dimérique, araC active
I’expression de 'opéron. Comme la présence d’arabinose induit la dimérisation de araC, on
peut donc considérer que araC est un inhibiteur de 'opéron en ’abscence d’arabinose et un
activateur de I'opéron en présence d’arabinose. Un autre exemple est celui de la protéine cl qui
intervient dans le systéme de régulation génétique contrdlant I'immunité chez le bactériophage
A. Cette protéine favorise sa propre expression & partir d’'un premier seuil puis 'inhibe & partir
d’un second seuil plus élevé [71].

4.2 Equivalence de modéles et réseau minimal

Dans le chapitre 2, nous sommes parti d’'un graphe de transitions asynchrone GTA(f),
f: X — X, et nous avons introduit une dérivée discréte Jf permettant d’associer a cette dy-
namique un graphe d’interactions (sans seuils) G(f). On rappelle que cette dérivée est évaluée
a l'état z € X en utilisant un vecteur de variations élémentaires ¢ € Vx(z). Si a = 0f;;(z,¢)
est non nul, alors (4, @, ) est une interaction de G(f).

Dans la section précédente, nous avons emprunté la démarche inverse. Nous sommes parti
d’un réseau d’interactions & seuils (G, X) et nous lui avons associé un ensemble de dynamiques
asynchrones en utilisant la méthode de Thomas.

Nous avons donc une premiére approche permettant d’associer un graphe d’interactions
(sans seuil) & une dynamique asynchrone, et une seconde approche permettant d’associer un
ensemble de dynamiques asynchrones & un graphe d’interactions (a seuils). Dans cette section,
on montre que les deux approches ne sont pas contradictoires.

On commence par établir un premier lien entre la dérivée df d’une application f = kow
associée a un réseau (G, X) et les interactions de G :

Proposition 3 Soient un n-réseau d’interactions a seuils (G,X) de fonction a seuils w et
f = Kkow avec kK un paramétrage de (G,X). Soit x € X, € € Vx(x), 1,7 € {1,...,n} et soit
a € {—1,41}. On pose s = max(zj,xz; +¢;) et s = max(z;, x; + ;). Alors, Ofij(v,e) = a si
et seulement si (J,s,q, 1) est une interaction de G et
Ri(wi(z)\ (J,9)) < & < ki(wix)U (4,8)) sia=+1 (4.1)
Ri(wi(z)\ (4,8)) > &' > Ri(wi(z) U (4,8)) sia=-1
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Preuve. On se bornera au cas oi a = +1 et £; = +1, les autres cas étant symétriques.

(=) Par définition, si 9f;j(x,e) = +1 alors :
ri(wi(z)) <z + /2 < 5 < ry(wi(z? ). (4.2)
Donc w;(z) # wi(z7<+1). On en déduit :
wi(@? ) = wi(2) U (j, 25 + 1) = wilz) U (j, 5).

Donc (j,s) est une entrée de ¢ dans G. De plus, si (j, s, +,7) n’est pas une interaction de G
alors (j,s) € G, et comme & est un paramétrage de (G,X) on a

ri(wi(x)) = ki(wi(z) U (4, 5))

ce qui contredit (4.2). Donc (j,s,4+,%) est bien une interaction de G.

(<) On suppose que (j,s,+,4) est une interaction de G et on suppose (4.1). Puisque
gj =+1, on a x; = s — 1. Donc, par définition :

wi (2T = wi(z) U (4, 8) # wila).
Comme s’ — 1 < z; +£;/2 < s’ et comme on suppose (4.1), on en déduit :
Ri(wi(x)) < @i +€;/2 < Hi(wi(quﬂ)).

Donc 0f;j(x,e) = +1. O

Remarque 30 Comme 9Jf ne dépend que de GTA(f) (cf. proposition 1), la proposition est
vraie pour toute application g : X — X équivalente & f i.e. telle que GTA(g) = GTA(f).

Supposons que GTA(f) soit une dynamique associée a (G, X). D’aprés cette proposition et
la remarque précédente, si (j,«,7) est une interaction de G(f) alors il existe au moins une
interaction de j a ¢ de signe o dans G. Plus précisément, si (4, «, ) est une interaction de G(f)
qui peut étre «détectée» par la dérivée Of en réalisant une variation du niveau de j de s — 1
asoudesas—1,alors (j,s, a,i) est une interaction de G. Donc, la dérivée df nous permet
de «détecter» un graphe partiel de G, et plus généralement, un ensemble d’interactions qui se
retrouve dans tous les réseaux qui admettent GTA(f) dans leur ensemble de dynamiques. On
appellera le graphe partiel commun & tous les réseaux auxquels GTA(f) est associé, le graphe
d’interactions a seuils de f.

Définition 23 (Graphe d’interactions a seuils de f)

Soit f: X — X avec X un espace fini a n dimensions. On appelle graphe d’interactions & seuils
de f, et on note G(f), le n-graphe d’interactions a seuils qui contient un arc (j,s, o, 1) si et
seulement s’il existe x € X et € € Vx(z) tels que s = max(xj,x; +¢;) et Ofij(x,e) = a.

Notons que (G(f),X) est un n-réseau d’interactions a seuils.

Notation 4 Etant donnés deuz n-graphes d’interactions o sewils G et G, la notation abusive
G C G indiquera que G est un graphe partiel de G’ i.e. que toute interaction de G est une
interaction de G'.
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Proposition 4 Soit un n-réseau d’interactions a seuils (G,X) et f : X — X. Si GTA(f) est
une dynamique associée a (G,X) alors G(f) C G.

Preuve. Immédiat d’apres la proposition 3 et la remarque 30. U

Cette proposition met bien en évidence que la présence des interactions de G(f) dans un
réseau (G,X) est une condition nécessaire pour que GTA(f) soit une dynamique associée a
ce réseau. Nous allons maintenant montrer que cette condition est suffisante. Le probléeme
principal consiste & montrer que GTA(f) est une dynamique associée a (G(f), X).

Théoréme 4 Soit f: X — X avec X un espace fini a n dimensions. GTA(f) est une dynamique
asynchrone associée a (G(f),X).

Preuve. La preuve relativement fastidieuse de ce théoréme est donnée dans 'annexe A. [

Corollaire 4 (Equivalence de modéles)
Soient un réseau d’interactions a seuils (G,X) et f : X — X. Pour que GTA(f) soit une
dynamique associée a (G,X) il faut et il suffit que G(f) C G.

Preuve. La condition nécessaire est donnée par la proposition 4. Pour la condition suffisante,
on suppose G(f) € G et on montre que GTA(f) est une dynamique associée a (G, X). Soit w
la fonction a seuils de (G,X) et w’ la fonction a seuils de (G(f),X). D’apres le théoréme 4,
GTA(f) est une dynamique associée a (G(f),X). Donc, il existe un paramétrage ' de (G(f), X)
tel que GTA(f) = GTA(K ow’). Comme f et £’ ow’ ont la méme dérivée, on a: G(f) = G(k'ow').

/

Soient un quelconque i € {1,...,n} et z,y € X. Si wj(x) # wi(y) alors G(f) contient une

interaction (j,s,a, 1) telle que z; < s < y; ou y; < s < x;. Comme (j,s,,) est aussi une
interaction de G, dans le premier cas on a (j,s) € wi(z) et (j,s) € w;(y), et dans le second cas
on a (j,s) € wi(x) et (4,5) & wi(y). Donc :

Yo,y €X, wilr) = wily) = wi(z) = wily) = Kiwi)) = Ki(wi(y).

Ainsi, il existe une unique application &; : w;(X) — X; telle que k; ow; = K} ow]. Afin d’obtenir
une contradiction, supposons que k; ne soit pas un paramétrage de ¢ dans (G, X). Alors, il
existe a € {—1,+1}, (4,s) € G¥ et E € w;(X) tels que :

EU(j,s) €wi(X) et a-ri(E)>a-ri(EU(],Ss)).

Comme E U (j,s) € wi(X), il existe z € X tel que w;(z) = E et w;(27 ) = EU (4,5). Or

ri(wi(z)) = miwi(@) et miwi(2! ) = Kiwi(2? <)

donc : '
o ki(wi(T)) > a - ri(wi(2?<T).

Donc wi(x) # wi(z7 <) = wl(x) U (4,5). Ainsi (4,5) € [G(f)];- On en déduit
a - Ki(wi(@)) > a - kj(wi(r) U (4, 5))

Par conséquent, comme s/ est un paramétrage de ¢ dans (G(f),X), (j,s,,7) n’est pas une
interaction de G(f). Puisque (j,s) € [G(f)]i, on en déduit que (j,s, —a,4) est une interaction
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de G(f) et donc de G. On arrive alors & une contradiction car (j,s) € G. Ainsi ; est un
paramétrage de i dans (G, X). On en déduit qu’il existe un paramétrage s de (G,X) tel que
kow =K ow'. Alors, GTA(f) = GTA(k o w) est une dynamique associée a (G, X). O

Commentons ce résultat. Soit un réseau d’interactions a seuils (G, X). On rappelle que
dans la méthode de Thomas, 'ensemble D des dynamiques asynchrones associées au réseau
est défini par

DY {gra(kow) /K € K},

K étant 'ensemble des paramétrages de (G, X).

Le corollaire 4 nous permet de donner une formulation de l’ensemble des dynamiques as-
sociées 4 (G,X) qui est entierement basée sur la notion de dérivée discréte : cet ensemble D
est l'ensemble des dynamiques asynchrones GTA(f), f: X — X, a partir desquelles on infére
un graphe partiel de G. Formellement :

D={GTa(f)/ [ : X — X et G(f) C G}

En pratique, calculer ’ensemble D en calculant le graphe d’interactions a seuils G(f) de chaque
application f de X dans lui-méme est tout a fait irréaliste. Pour accomplir cette tache, la
méthode de Thomas est bien plus adaptée. Elle permet, par l'intermédiaire de la notion pa-
rameétrage, de ne considérer qu’un sous-ensemble trés réduit d’applications f : X — X (bien
entendu, le graphe d’interactions & seuils G(f) associé a chacune de ses applications est, par
construction, un graphe partiel de G). Cependant, la formulation de D en terme de dérivée
met en évidence une propriété intéressante.

Si lon considére qu’un réseau (G,X) est plus petit qu’un réseau (G',X) si et seulement
G’ C G alors, étant donnée une dynamique asynchrone GTA(f), f: X — X, le réseau d’interac-
tions a seuils (G(f),X) est le plus petit réseau permettant d’obtenir GTA(f). En effet, GTA(f)
est bien une dynamique associée a (G(f),X), et si elle est associée a un autre réseau (G, X)
alors G(f) C G. Les deux réseaux sont comparables, le premier étant plus petit que le second.

En pratique, cette notion de réseau minimal est utile. Par exemple, si ’on considére que
GTA(f) est une dynamique réaliste pour le réseau (G, X), il est intéressant de savoir si cette
dynamique peut étre obtenue avec un plus petit réseau. Il suffit alors de calculer G(f) et
de vérifier que toutes les interactions de G se retrouve dans G(f). Si ce n’est pas le cas,
alors (G(f),X) est un plus petit réseau permettant d’obtenir la dynamique. Cela veut dire que
certaines interactions de G ne sont pas nécessaires pour obtenir cette dynamique et donc décrire
le phénomeéne étudié. Généralement, on suppose que toutes les interactions de G participent aux
phénomeénes observés. Sous cette hypothése, ’ensemble des dynamiques & considérer est bien
plus petit, puisqu’il est 'ensemble des dynamiques associées & (G, X) qu'il n’est pas possible
d’obtenir avec une partie de (G, X). Formellement, cet ensemble est défini par :

{era(f)/f: X —Xet G(f) =G},
ou, de maniére équivalente, par :
{GTA(kow) /K € K et G(kow) =G},

avec K l’ensemble des paramétrages de (G, X). Dans le chapitre suivant, nous présenterons une
méthode naive permettant de calculer cet ensemble.
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Remarque 31 Dans [52], étant donné un réseau d’interactions a seuils (G, X) tel qu’il existe
au plus une interaction d’un sommet & un autre dans G, et étant donné un paramétrage x, une
interaction (j, s, «,4) de G est dite fonctionnelle si :

JE € w;i(X) tel que EU (4, 5) € wi(X) et {m(E) <mi(BU (‘7’ s)) S? a=7

ki(E) > ki(EU(j,s)) sia=—.
Cette définition est assez naturelle. Cependant, d’aprés la proposition 3, I'existence d’un tel
E est une condition nécessaire pour que (7, s, «, 1) soit une interaction de G(k ow) qui n’est
pas suffisante : il se peut que l'interaction (j, s, «, ) soit fonctionnelle au sens de [52] et qu’elle
ne soit pas présente dans G(k o w). On peut alors obtenir la méme dynamique & partir d'un
graphe qui ne contient pas cette interaction. Dans ce cas, & mon sens, il est difficile de qualifier
I'interaction de fonctionnelle. C’est pourquoi il me semble raisonnable de proposer la définition
générale suivante de la fonctionnalité d’une interaction : étant donné un quelconque résequ
(G,X) et un paramétrage k, une interaction de G est fonctionnelle si c’est une interaction de
G(kow). Ainsi définies, les interactions fonctionnelles sont les interactions indispensables pour
obtenir la dynamique GTA(k o w).

4.3 Circuits positifs et négatifs

Le lien entre la dérivée discrete et la méthode de Thomas ayant été explicité, il suffit de
préciser quels sont les circuits d’un graphe d’interactions a seuils pour obtenir une formulation
des conjectures de Thomas dans le formalisme qui les lui a inspiré.

Définition 24 (Circuit positif et négatif d’un graphe d’interactions a seuils)

Soit un n-graphe d’interactions a seuils G. Un circuit C de G de longueur » € N* est une
séquence ((i1,81,01), ..., (ir, Sy, o)) telle que (ix, Sk, g, igp1+1) est un arc de G pourk =1,...,r
0t ip41 est identifié a iy par convention. Le signe de C est [[;_, ay. Le circuit C est élémentaire
st les sommets i1, . ..,1,. sont tous distincts.

Supposons alors que le graphe d’interactions de (G, X) soit sans circuit positif élémentaire.
Soit une quelconque dynamique GTA(f) associée a (G, X). D’apres la proposition 4, G(f) est
un graphe partiel de G. Donc, G(f) est sans circuit positif élémentaire. On en déduit que
G(f), la «version sans seuil» de G(f), est sans circuit positif élémentaire. Donc, d’aprés la
version discréte de la conjecture de Thomas (cf. remarque 18 page 40), GTA(f) ne peut pas
admettre plusieurs composantes fortement connexes stables. On montre de méme, en utili-
sant le version discréte de la seconde conjecture de Thomas (cf. remarque 26 page 54), que
si G est sans circuit négatif alors aucune dynamique associée (G, X) ne contient un cycle stable.

En résumé, étant donné un n-réseau d’interactions a seuils (G, X) :

1. La présence d’un circuit positif dans G est une condition nécessaire pour qu’une dyna-
mique associée o (G,X) contienne plusieurs composantes fortement connexes stables et,
en particulier, plusieurs états stables.

2. La présence d’un circuit négatif dans G est une condition nécessaire pour qu’une dyna-
mique associée o (G,X) contienne un cycle stable.
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Elisabeth Remy et ses coauteurs [54] ont démontré ces deux régles de facon indépendante
dans le cas ou G contient aux plus un arc d’'un sommet & un autre (en utilisant une méthode
de projection permettant de se ramener au cas booléen).

4.4 Contraintes de fonctionnalité

La présence d’un circuit positif (resp. négatif) dans (G, X) n’est pas une condition suffisante
pour que toutes les dynamiques associées a (G, X) contiennent plusieurs composantes fortement
connexes stables (resp. des cycles stables). Peu de paramétrages x permettent généralement
d’obtenir de telles propriétés dynamiques. Se pose alors la question de savoir quelles sont les
contraintes a utiliser pour obtenir de tels paramétrages.

4.4.1 Etats caractéristiques

Dans la littérature, certaines contraintes sur les paramétres associés & un circuit on été
empiriquement reconnues pour permettre au circuit sur lequel elles sont appliquées d’étre
«fonctionnely, c’est & dire, de «générer» plusieurs attracteurs s’il est positif ou des comporte-
ments périodiques stables s'il est négatif [66, 83, 81, 21]. En pratique, ces contraintes ont été
souvent utilisées afin de faciliter la détermination de la valeur des paramétres permettant d’ob-
tenir des dynamiques en accord avec les observations expérimentales [71, 60, 45, 58|. Dans cette
sous-section, on présente succinctement ces contraintes, généralement appelées contraintes de
fonctionnalité.

Soit un n-réseau d’interactions a seuils (G,X). Les contraintes de fonctionnalité ont été
introduites dans le cas o G contient au plus un arc d’'un sommet & un autre. On suppo-
sera donc que G vérifie cette hypothése. On supposera également que G contient un circuit
C = ((i1,s1,1, ), ., (ir, Sr,p)). Enfin, on identifiera le sommet i, (resp. ip) au sommet i;
(resp. ir).

Les contraintes permettant & C d’étre fonctionnel font intervenir la notion d’état caracté-
ristique [66]. Intuitivement, un état caractéristique de C est un état, qui n’appartient pas a X,
et dans lequel, pour kK = 1,...,r, on ne sait pas si Uinteraction de iy & ixy1 est effective ou
ineffective car le niveau de 7j, est «entre» s —1 et si. On représentera les états caractéristiques
de C par les n-uplets ¢ = (¢q,...,¢,) ou :

Ciy, :Sk—l/Q Vk € {1,...,7“}

¢ eX; Vie{1,...,n}\{i1,...,’i7_}.
Les états caractéristiques, et plus généralement les états ot le niveau de certaines entités ¢ est
«entre» deux entiers de X; sont appelés états singuliers [66]. Ils permettent de représenter les
discontinuités présentes dans les systémes d’équations différentielles linéaires par morceaux et
notamment tous les états stationnaires de ces systémes [66, 21]. Notons que leur introduction

dans la dynamique asynchrone nécessite une abstraction non triviale des systémes d’inclusions
différentielles sous-jacents aux systémes linéaires par morceaux [31, 19, 8|.

Les contraintes de fonctionnalité font ensuite intervenir la notion de stationnarité d’un état
caractéristique. Soit f = kow avec k un paramétrage du réseau (G, X) et w la fonction & seuils
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de ce réseau. Soit C ’ensemble des états de X adjacents a un état caractéristique ¢ de C :

Ci ={spy— 1,8} Vke{l,...,r}
Ci = {a} Vie {1,...,n}\ {it,... i ).

Intuitivement, lorsque le systéme se trouve dans 1’état ¢, le niveau de chaque entité i évolue
en direction d’un niveau cible compris entre la plus petite et la plus grande valeur prise par f;
a lintérieur du cube C. Si 7 est une entité du circuit alors ¢; est un niveau de concentration
singulier (compris entre deux entiers) et on considére que le niveau de i est «stationnaire» si :

C:C1XC2X“'XCn, {

min f;(r) < ¢; < max f;(x).
xE(CfZ( )< xe(sz( )
Si toutes les entités du circuit ont un niveau stationnaire & 1’état ¢, on dira que la partie
singuliére de ¢ est stationnaire. Si une entité i n’est pas dans le circuit, alors ¢; est un niveau
de concentration régulier (¢; € X;) et on considére que le niveau de i est «stationnaire» si :
min f;(x) = ¢; = max f;(x).
zeC fz( ) ! zeC fl( )
Si la partie singuliére de ¢ est stationnaire, et si le niveau de chaque entité hors du circuit est
stationnaire a l’état c, alors, l’état caractéristique c est stationnaire |66]|. Dans ce cas, le circuit
C est dit fonctionnel [66, 70, 83, 81|. Les contraintes permettant a C d’étre fonctionnel sont
donc celles qui permettent a un état caractéristique ¢ du circuit d’étre stationnaire.

4.4.2 Etats caractéristiques stationnaires et circuits locaux

Dans le chapitre 3, nous avons démontré que la présence d’un circuit positif dans au moins
une Jacobienne Of (x,€) est une condition nécessaire pour la présence de plusieurs composantes
fortement connexes stables dans la dynamique GTA(f) (cf. corollaire 2 page 39). Dans cette
sous-section, on montre que la présence d’un circuit dans une Jacobienne de f implique la
stationnarité de la partie singuliére d’un état caractéristique associé au circuit.

On suppose toujours que (G, X) est un réseau ou il existe au plus un arc d’un sommet & un
autre dans G. On suppose également que f = Kow, k et w étant respectivement un paramétrage

et la fonction a seuils du réseau. Si C' = ((i1,1),. .., (ir,a,)) est un circuit d’une Jacobienne
Of (x,¢), d’apres la proposition 3, G contient un circuit C = ((41, s1, a1,), .- ., (ir, Sy, ) avec :
s = max(z;, , T, + €i,) (k=1,...,7).

Ainsi, x est un état adjacent & I'état caractéristique ¢ de C défini par :

¢, =i, +€,/2 Vee{l,...,r}
i =T Vie{l,...,n}\ {i1,... i}

De plus, comme C' est un circuit de 9f (z, ), par définition, pour k =1,...,7:
o) < iy < fo (@™ 0o1)ou fy (@) > ey > fy (@),

Or,pour k =1,...,7, %11 est un état adjacent a c. On en déduit que la partie singuliére
de c est stationnaire.
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Ainsi, la stationnarité de la partie singuliere d’un état caractéristique associé a un cir-
cuit positif est une condition nécessaire pour la présence de plusieurs composantes fortement
connexes stables. Nous avons ici une premiére preuve formelle du lien entre la stationnarité
d’un état caractéristique associé a un circuit positif (qui permet la fonctionnalité de ce circuit)
et la présence de plusieurs attracteurs.

Notons que la stationnarité de la partie singuliére d’un état caractéristique associé a un
circuit positif est une condition nécessaire pour la présence de plusieurs attracteurs qui est
plus faible que la présence d’un circuit positif dans une Jacobienne de f. Autrement dit,
la stationnarité de la partie singuliére d’un état caractéristique associé a un circuit positif
n’implique pas nécessairement la présence d’un circuit positif dans une Jacobienne de f.

4.4.3 Contraintes pour la présence de circuits locaux

Dans le cas général, i.e. lorsque plusieurs interactions d'un sommet & un autre sont auto-
risées, la présence d’un circuit positif dans une Jacobienne de f est une condition nécessaire
forte pour la présence de plusieurs attracteurs. La présence d’un circuit négatif dans une Jaco-
bienne est peut-étre également nécessaire pour la présence de cycles stables (cf. remarque 27
page 54). C’est pourquoi je propose de voir les contraintes de fonctionnalité d’un circuit comme
celles qui permettent a ce circuit de se retrouver localement dans une Jacobienne de f. Plus
précisément :

Définition 25 Soit un quelconque n-réseau d’interactions a seuils (G, X) contenant un circuit

C = ((i1,81,a1, ), -+, (ir, Spyap)). Soit w la fonction a seuils de ce réseau. Soit un état v € X
associé au circuit, c’est a dire, tel que x;, € {sx — 1, s} pour k=1,...,r. Un paramétrage r
de (G,X) permet au circuit d’étre z-fonctionnel si pour k=1,...,r :

Kiy, (wik (x) \ (ikflv Skfl)) <sp < Kiy, (wik (.1‘) U (ikfl’ Skfl)) st Qi = +1
Kiy, (wik (x) \ (ikflv Skfl)) > S > Ky, (wik (.1‘) U (ikfl’ Skfl)) st Ay —1

(ig est identifié a i, ).

En utilisant les notations de cette définition, on pose f = k ow. D’aprés la proposition 3,
il est clair que si & permet au circuit C d’étre xz-fonctionnel alors, pour tout € € Vx(x) tels

que z;, + ¢, € {skx —1,sk}, ((i1,01,),...,(ir,0p)) est un circuit de Of(x,¢). Inversement,
toujours d’apres la proposition 3, si 9f (x,€) contient un circuit ((i1, a1,),..., (ir, o)) alors G
contient un circuit ((i1,s1,a1,),..., (ir, Sy, 0p)), T est un état associé a ce circuit et k permet

a ce circuit d’étre z-fonctionnel. Les conditions pour la x-fonctionnalité d’un circuit sont donc
nécessaires et suffisantes pour retrouver le circuit en question dans une Jacobienne évaluée a
I’état . Autrement dit, ces conditions expriment la présence d’un circuit dans une Jacobienne
en utilisant uniquement le langage de la méthode de Thomas.

Bien entendu, d’aprés ce qui vient d’étre dit, la x-fonctionnalité d’un circuit positif est une
condition nécessaire pour la présence de plusieurs attracteurs. De plus, si aucun circuit n’est
z-fonctionnel alors toutes les Jacobiennes de f sont sans circuit. Donc, d’aprés le théoréme 2
(page 43), f admet un point fixe unique £, et d’aprés le lemme du plus court chemin (page 37),
pour tout x € X, il existe un plus court chemin de x & £ dans GTA(f).



4.5. Conclusion 73

Remarque 32 En étendant de facon naturelle la définition des états caractéristiques d’un
circuit au cas général, des circuits différents peuvent admettre les mémes états caractéristiques.
En effet, si G contient un circuit positif ((i1,s1, a1, ),..., (ir,Sr,q,)) et un circuit négatif
((i1,81,04,),. ., (i, 87, ) alors, comme les deux circuits admettent les mémes sommets et
les mémes seuils, les deux circuits admettent les mémes états caractéristiques. C’est pourquoi
la définition de la fonctionnalité d’un circuit dans le cas général doit explicitement prendre en
compte les signes des interactions du circuit.

Remarque 33 Supposons que G contienne au plus un arc d’un sommet & un autre. D’apreés
la section 4.4.2, si un circuit est x-fonctionnel alors la partie singuliére de 1’état caractéristique
¢ du circuit tel que z est adjacent a ¢ est stationnaire, mais la réciproque est généralement
fausse. Toutefois, les conditions pour la fonctionnalité d’un circuit passant par la notion d’état
caractéristique ont été initialement introduites en 1993 par Snoussi et Thomas [66] dans un
cadre ou un régulateur ne peut pas agir sur différentes cibles avec le méme seuil :

Vi,ke{l,...,n},  (4;8) €Gi = (j,s) & Gr- (4.3)

Sous cette hypothéses supplémentaire, il est possible de montrer que si la partie singuliére d’un
état caractéristique ¢ d’un circuit est stationnaire alors le circuit est z-fonctionnel pour tous
les états = adjacents a c. L’hypothése (4.3) est souvent utilisée [78, 76, 66, 21]. C’est pourtant
une hypothese forte. Par exemple, si X = {0,1}", elle impose a chaque sommet de G d’avoir
au plus un successeur.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une formalisation de la méthode de René Thomas
dans laquelle un régulateur peut activer et/ou inhiber une cible suivant plusieurs seuils. La
prise en compte de ce type de régulation rend la méthode de Thomas plus expressive en ce
sens que toute dynamique asynchrone GTA(f), f : X — X peut étre obtenue & partir d’un
réseau d’interactions a seuils (G,X). Plus précisément, nous avons montré que pour toute
dynamique GTA(f), f: X — X| il existe un plus petit réseau (G(f),X) permettant d’obtenir
cette dynamique; le graphe d’interactions a seuils G(f) de ce réseau étant défini de maniére
naturelle en utilisant la dérivée non usuelle de f. Nous avons ensuite formulé les conjectures
de Thomas, que nous avions démontré dans le chapitre 3, dans ce nouveau contexte. Enfin,
nous avons montré qu’il est nécessaire d’appliquer une partie des contraintes de fonctionnalité
sur un circuit positif pour obtenir une dynamique contenant plusieurs attracteurs, et proposé
une définition de la fonctionnalité d’un circuit dans le cas général.
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Chapitre 5

Recherche de modéles par élagage

En pratique, lorsque I'on modélise la dynamique d’un réseau de régulation biologique sui-
vant la méthode de Thomas, on commence par le représenter sous la forme d'un n-réseau
d’interactions a seuils (G, X). On recherche ensuite un modéle valide, c’est & dire, une dyna-
mique associée au réseau qui ne contredit pas les observations expérimentales. La tache n’est
pas simple. En effet, les comportements observées peuvent étre relativement complexes, et il
existe généralement un trés grand nombre de dynamiques possibles.

Cependant, la plupart des propriétés observées peuvent s’exprimer formellement & 'aide
d’une logique temporelle telle que la « Computational Tree Logicy (CTL). La formule temporelle
obtenue peut alors étre vérifiée efficacement sur une dynamique donnée a ’aide des algorithmes
de «model checking». L’étape de la validation d’'une dynamique peut donc étre automatisée.
Ceci nous a amené a développer un prototype de logiciel, appelé SMBioNet [6, 33|, qui prend
en argument un réseau (G,X), une formule de CTL, et retourne ’ensemble des dynamiques
associées au réseau validant cette formule.

Cette recherche automatique de ’ensemble des dynamiques valides présente plusieurs inté-
réts. Premiérement, si I’ensemble retourné est vide, cela veut dire que toutes les dynamiques
associées a (G, X) contredisent les observations biologiques. Il faut alors revoir le graphe d’in-
teractions G en se demandant, par exemple, qu’elles sont les interactions ou entités biologiques
additionnelles qui pourraient permettre d’obtenir les comportements observés. Deuxiémement,
si ’ensemble des modéles sélectionnés est non vide, alors les propriétés communes a toutes les
dynamiques, et ne correspondant pas aux propriétés connues traduite en CTL, peuvent étre
prises comme des prédictions. Enfin, les propriétés qui ne sont pas communes aux dynamiques
sélectionnées peuvent suggérer des schémas d’expériences qui, si elles étaient réalisées, permet-
traient de réduire le nombre de modeéles valides.

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode utilisée par SMBioNet pour sélectionner
I’ensemble des dynamiques associées a un réseau qui vérifient une formule de CTL. Cette
méthode est de type «brute force» car toutes les dynamiques associées au réseau sont testées.
Ensuite, nous utilisons SMBioNet pour modéliser la dynamique du systéme de régulation
génétique controlant 'immunité aprés une infection par le bactériophage \. Ce systéme a été
modélisé par Denis Thieffry et René Thomas [71], et, en partant du méme réseau (G, X), nous
montrons qu’il est possible de sélectionner automatiquement un ensemble de 40 dynamiques
satisfaisant les critéres de validation utilisés par Thieffry et Thomas. Nous verrons que cet
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ensemble contient la dynamique proposée par ces auteurs, ainsi d’'une dynamique qui peut
étre obtenue a partir d’'un graphe d’interactions ne contenant que deux circuits, alors que sept
circuits sont présents dans le graphe d’interactions G initialement considéré.

5.1 Génération des dynamiques

Soit n-réseau d’interactions a seuils (G, X) et soit w la fonction a seuils de ce réseau. La
méthode utilisée pour énumérer toutes les dynamiques associées a (G, X) est aussi de type
«brute force». Grossiérement, elle consiste & énumérer tous les paramétrages génériques de
(G,X), i.e. toutes les applications

k= (Kiy...,kp) w(X) =X ki wi(X) = X, (it=1,...,n),

pour ne retenir que les paramétrages génériques k tels que GTA(k o w) est une dynamique
associée a (G,X). Un paramétrage générique x permettant de définir une dynamique associée
a (G,X) sera appelé un paramétrage cohérent.

Pour vérifier qu’un paramétrage générique x est un paramétrage cohérent, il y a deux
possibilités. La premiére consiste & vérifier si le paramétrage générique s est un paramétrage
de (G,X) au sens de la définition 21 page 62. La seconde consiste & vérifier si le graphe
d’interactions a seuils G(k o w) est un graphe partiel de G (cf. corollaire 4 page 67). Nous
verrons qu’en terme de complexité, les deux méthodes sont identiques. Cependant, avec la
seconde méthode, il est possible de gérer de maniére simple le probléme provenant du fait que
de nombreux paramétrages génériques peuvent définir la méme dynamique.

5.1.1 Gestion des redondances

En terme d’efficacité, une telle «redondance» est problématique puisque c¢’est I’énumération
des dynamiques qui nous préoccupe. Afin d’éviter cette redondance, nous allons réduire le
domaine de variation de certains parameétres.

Notation 5 Etant donné un n-réseau d’interactions (G,X) de fonction a seuils w, pour chaque
i€ {l,...,n} et E € w;(X), on notera N;(E) le sous-ensemble de X; définie par :

Ni(E) ={z; /v € X et wi(z) = E}.

N;(E) est 'ensemble des niveaux de concentration susceptibles d’étre pris par l'entité 4
lorsque F est ’ensemble de ses entrées effectives. C’est un intervalle de X;. Pour s’en convaincre,
supposons que le systéme soit dans un état = tel que w;(z) = F qui minimise le niveau de 4
(x; = min(V;(E))). Alors, jusqu’a atteindre le seuil s d’une interaction de ¢ sur lui-méme, on
peut augmenter progressivement le niveau de ¢ sans changer ’ensemble de ses entrées effectives.

Si ce seuil hypothétique s n’est jamais rencontré alors on a N;(E) = {z;,z; +1,...,max(X;)},
et si ce seuil s existe, on a N;(F) = {x;,z; +1,...,s — 1}.
Afin de comprendre l'origine de la «redondance», supposons N;(E) = {a,a+1,...,b} avec
min(X;) < a—1et b+ 1 < max(X;). On représente la situation comme suit :
Ni(E)
—

,.......,...,...........,...,.......,...>nivea.udez'
min(X;) a—1 a b b+1 max(X;)
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Considérons un paramétrage générique s tel que k;(F) = b+ 1. Lorsque E est I'ensemble
des entrées effectives de 4, le niveau de i est strictement inférieur au parameétre x;(E). Par
conséquent, le niveau de ¢ est en augmentation :

Si on augmente d’une unité k;(F) en laissant inchangée la valeur des autres parameétres, la
dynamique n’est pas modifiée. En effet, le niveau de ¢ est toujours en augmentation des lors
que ’ensemble de ses entrées effectives est E :

Plus généralement, une variation du seul paramétre x;(E) entre b + 1 et max(X;) ne change
pas la dynamique. Pour les mémes raisons, une variation de x;(E) entre a — 1 et min(X;) laisse
également la dynamique inchangée. Par contre, une variation de x;(E) entre a—1 et b+1 induit
nécessairement une modification de la dynamique comme l'illustre la figure 5.1. Sur la base de
ces observations, nous allons associer & chaque paramétre x;(FE) un domaine de variation qui
ne contient que les niveaux de X; compris entre min(N;(E)) — 1 et max(N;(E)) + 1.

Définition 26 (ensemble minimal de paramétrages génériques)
Soit un n-réseau d’interactions & sewils (G,X) de fonction a seuils w. L’ensemble minimal de
paramétrages génériques de (G, X) est l’ensemble des paramétrages génériques k tels que :

Vie{l,...,n}, VE e€wi(X), min(N;(E)) — 1 < g;(F) < max(N;(E)) + 1.

Proposition 5 Soit un n-réseau d’interactions (G, X) de fonction a seuils w. Soit K l’ensemble
minimal de paramétrages génériques du réseau.

1. Pour tout paramétrage générique k, il existe k' € K tel que GTA(k ow) = GTA(K ow).

2. Sik, k' € K et k# K alors GTA(k ow) # GTA(K ow).

Notons D l'ensemble des dynamiques obtenues & partir des paramétrages génériques de
(G,X). L’ensemble minimal de paramétrages génériques K permet de définir toutes les dyna-
miques de D, et, il est de cardinalité |D|. C’est en ce sens qu’il est minimal. De plus, pour

énumérer les paramétrages de K, il suffit de faire varier chaque paramétre x;(E) dans l'inter-
valle X; N {min(N;(E)) — 1,...,max(N;(E)) + 1}.

Exemple 26 n =2, X = {0,1,2}? et G est donné par le diagramme suivant :
2:!:

H:C@ Q 24
1
Dans cette illustration, une fleche de j a i étiquetée par s+ indique que (4, s,+,1%) et (j,s, —, 1)

sont des interactions de G. Sans ambiguité possible, notons simplement 1 et 2 les entrées (1,1) et
(2,1) (resp. (1,2) et (2,2)) du sommet 1 (resp. 2). On a w1 (X) = wo(X) = {0, {1}, {2}, {1, 2} }.
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N;i(E)
—
¢ --®---9---9---0---0---@9---9---0---9-->niveau de ¢
min(X;) a—1 a b b+1 max(X;)
Ki(E)
600 0> 0> o> e P> o b -0 >
a b
wi(E)
00 PO POo> e b -0 0>
a b
HZ(E)
e - 0--0 ¢ POPO> g 0 - 0 -0 >
a b
ki (E)
-0 00> 0> bep -0 -0 -0 >
a b
wi(E)
-0 -0 PP o etcO e O -0 -0 >
a b
ki (E)
-0 0 P etOtO P O -0 -0 >
a b
Ki (E)
60 b 4P et <o ep 0 0 -0 >
a b
HZ(E)
bt etP O tcO e 0 -0 -0 >
a b

F1G. 5.1 — Une variation de ;(E) entre a — 1 et b + 1 est nécessaire et suffisante pour modifier
P’évolution du niveau de ¢ (voir texte).
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Il y a donc 8 paramétres. Comme 3 valeurs sont possibles pour chaque paramétre, on en déduit
que 3% = 6561 paramétrages génériques sont associés au réseau. Du fait de la présence de
circuits de longueur 1, de nombreux paramétrages génériques définissent la méme dynamique.
En effet :

N1(0) = {0} No(0) = {0,1}
Ni({1}) = {1,2} No({1}) = {0,1}
Ni({2) = {0} N2({2}) = {2}
Ni({1,2}) = {1,2} N2({1,2}) = {2}

Donc, dans ’ensemble minimal de paramétrages génériques de (G, X), 2 valeurs sont possibles
pour les parametres x1(0), £1({2}), k2({2}) et k2({1,2}), et 3 valeurs sont possibles pour
les autres paramétres. On en déduit que les 3% paramétrages génériques ne définissent que
24 . 3% = 1296 dynamiques différentes.

Remarque 34 Supposons qu’un réseau (G, X) soit «pleinement signé», c’est a dire, que chaque
interaction de j a ¢ de seuil s soit a la fois positive et négative dans G (comme c’est le cas pour
le réseau de l’exemple précédent). Plus précisément, supposons :

vie{l,...,n}, Grug; =0.

Soit K l’ensemble minimal de paramétrages génériques de (G, X). Comme il n’y a pas d’entrée
«strictement positivey» ou «strictement négative», chaque paramétrage de K définit une dyna-
mique associée a (G, X). Donc, |K| dynamiques sont associées au réseau, et celles-ci peuvent
étre énumérées en O(|K|).

5.1.2 Gestion des signes

Soit K l’ensemble minimal de paramétrages génériques d’'un réseau (G,X). Comme nous
I’avons dit au début de cette section, pour vérifier si un paramétrage x € K est un paramé-
trage cohérent, on peut soit vérifier si k respecte les contraintes imposées par les signes des
interactions de G, soit vérifier si G(k o w) est un graphe partiel de G (cf. corollaire 4 page 67).
Cependant, il est possible que k soit un paramétrage cohérent sans pour autant étre un para-
métrage de (G, X). Ainsi, pour vérifier qu’un paramétrage générique k € K est cohérent, nous
allons vérifier que G(kow) est un graphe partiel de G. Nous utiliserons pour cela la proposition
suivante :

Proposition 6 Soit un n-réseau d’interactions a seuils (G,X) de fonction & seuils w. Soient
K l’ensemble minimal de paramétrages génériques de (G,X) et k € K. G(k ow) contient une
interaction (j,s,a,1) si et seulement si (j,s) € G; et, pour au moins un E € w;(X) tel que
EU(j,s) € wi(X), on a :
1. sij=1:
ki(E) <s<ki(EU(is) sia=-+1
{KZ(E) >s>ki(EU(i,s) sia=-—1

2. sij#i:
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Preuve. On pose f = kow. (=) Supposons que (7, s, a, 7) soit une interaction de G(f). Alors,
il existe x € X et € € Vx(z) tels que Of;j(x,e) = a. Donc, d’apres la proposition 3, (j,s, a, 1)
est une interaction de G de seuil s = max(x;,z; + ¢;) et

S

{Hi(wi(x) \ (U8)) < 8" < kifwiz) U (G 5))
ki(wi(x) \ (7,8)) 2 8" > ki(wi(z) U (4, 9))
(

avec s’ = max(x;,z; + &;). Il suffit de poser E = w;(z) \ {(J,s)} pour obtenir les inégalités
de la proposition. (<) Supposons (i,s) € G; et, pour E € w;(X) tel que E U (7,s) € w;(X),
supposons :

siao = +1

sita=—1

ki(E) <s < ki(EU(i,s)).
Soit un état x tel que z; = s — 1 et w;j(x) = E (il en existe forcement un). Alors, d’apres
la proposition 3, Jfii(z,e) = +1 pour tout ¢ € Vx(z) tel que ¢ = +1 donc (4,s,+,7) est
une interaction de G(f). On montre de méme que (i,s,—,%7) est une interaction de G(f) si
ki(E) > s > ki(E U (i,s)). Finalement, supposons (j,s) € G;, j # 1, et, pour E € w;(X) tel
que E U (i,s) € w;(X), supposons :

Hz(E) < HZ‘(E U (], 8))

Comme j # i on a N;(E) = N;(E U (j,s)). Comme k € K, on en déduit x;(E) € N;(E) ou
ki(EU(j,s)) € Ni(E). Supposons k;(E) € N;(E). Alors, il existe nécessairement un état z tel
que wi(z) = E, x; = k;(E) et x; = s—1. Donc, on a k;(E) < z;+1 < k;(EU(J, s)). On déduit
alors de la proposition 3 que Of;;(z,e) = +1 pour tout € € Vx(z) tel que g = ¢; = +1. De
meéme, si k;(EU(J,s)) € N;(E) alors, il existe nécessairement un état x tel que w;(z) = EU(j, s),
x; = Ki(EU (j,s)) et z; =s. Donc, on a k;(F) < z; < k;(E U (4,s)) et d’apres la proposition
3, Ofij(x,e) = +1 pour tout € € Vx(z) tel que & = ¢; = —1. Dans les deux cas, (j,s,+,1)
est une interaction de G(f). On montre de méme que (j, s, —,7) est une interaction de G(f) si
5i(E) > 5i(E U (), 5)). 0

Remarque 35 Soit une entrée (j,s) € G;, j # i, et un paramétrage générique « de (G, X). En
régle générale, l'existence d'un F € w;(X) tel que EU(j, ) € w;(X) et a-k;(E) < a-k;(EU(F, 5)),
a € {—1,4+1}, n’est pas une condition suffisante pour que (j, s, «,i) soit une interaction de
G(k ow) (cf. remarque 31 page 69). Cette condition devient suffisante si x;(E) € N;(E) ou
ki(E U (j,s)) € N;(E), comme c’est le cas si k est dans I’ensemble minimal de paramétrages
génériques de (G, X).

Du point de vue de la complexité, pour vérifier qu'un paramétrage générique x € K est un
paramétrage de (G, X) (cf. définition 21), il faut, pour tout i € {1,...,n}, (j,s) € GF UG, et
E € w;(X) tel que E'U (j,s) € w;(X), comparer k;(E) et x;(E U (j,s)). D’apres la proposition
précédente, pour calculer G(k o w), il suffit, pour tout i € {1,...,n}, (j,s) € G; et E € w;(X)
tel que EU (j,s) € w;(X), de comparer x;(FE) et x;(E U (j,s)). Donc, si G;F UG, = G; pour
1=1,...,n, il y a autant de comparaisons a faire dans les deux cas. Notons qu’en calculant
G(kow), on vérifie que GTA(kow) est une dynamique de (G, X), et on dispose en méme temps
du plus petit réseau susceptible de produire cette dynamique (cf. corollaire 4 page 67).

Dans le pire des cas, le nombre de comparaisons & faire pour vérifier si k € K est un
paramétrage de (G, X) ou pour calculer G(k o w) est :

%Z 1Gil - |wi(X)] (|ws (X)] < 2191,
=1
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En effet, supposons (j,s) € G;. S’il n’existe pas d’entrée de la forme (j,s") avec s’ # s, alors
pour tout E € w;(X) tel que (j,s) € E, on a EU (j,s) € w;(X). Donc, pour l'entrée (j,s),
|wi(X)|/2 comparaisons sont a faire. Par contre, s'il existe (j,s") € G; avec, par exemple, s’ < s,
alors le nombre de comparaisons pour (j,s) diminue. En effet, pour que E U (5, s) € w;(X), il
est nécessaire d’avoir (j,s’) € E ce qui n’est pas toujours le cas.

5.2 Logique temporelle et model checking

Nous disposons d’une méthode naive permettant d’énumérer ’ensemble des dynamiques
associées & un réseau d’interactions a seuils. Généralement, cet ensemble est trés grand et
peu de dynamiques s’accordent avec les faits biologiques connus. L’usage des logiques tempo-
relles et du model checking permet d’automatiser la sélection de ces dynamiques valides [6].
Sommairement, les logiques temporelles permettent au modélisateur de traduire formellement
les observations expérimentales portant sur le comportement du systéme. Les algorithmes de
model checking, particuliérement optimisés |22, 44, 36|, sont alors employés afin de vérifier
automatiquement si une dynamique vérifie les propriétés spécifiées par le modélisateur.

De nombreuses logiques temporelles ont été proposées [22]. Nous nous concentrerons sur
la Computational Tree Logic (CTL) [15, 22, 36|, qui est certainement 'une des plus utilisées.
C’est une logique simple et particuliérement bien adaptée & la formalisation des propriétés dy-
namiques des systémes de transitions finis indéterministes tels que les graphes de transitions
asynchrones associés & un réseau. Elle permet notamment d’exprimer des propriétés du type
«depuis cet état, il est possible que le systéme passe par un état possédant telle propriétés.
Dans le contexte biologique qui est le notre, nous verrons qu’il est essentiel de pouvoir expri-
mer des «possibilités dans le futur», notamment lorsque des phénomeénes de différenciation sont
modélisés. Les logiques dites linéaires, comme la Linear Temporal Logic (LTL) [23], ne per-
mettent pas d’exprimer ces possibilités et sont mieux adaptées a la formulation des propriétés
des systémes de transitions déterministes.

5.2.1 Syntaxe et sémantique de la Computational Tree Logic

Les systémes de transitions finis considérés en CTL sont des structures de Kripke. Une
telle structure est un triplet (S,—, L) ou S est un ensemble fini d’états, on —C S x S est
une relation de transition totale (i.e. dans le graphe orienté (S,—), chaque sommet a au
moins un successeur), et o £ est une application qui associe a chaque état s € S, ’ensemble
L(s) des propositions atomiques vraies dans ’état s. On note généralement AP l’ensemble
des propositions vraies dans au moins un état. La sémantique de la structure est donnée par
I’ensemble de ses trajectoires (parfois appelées chemins ou exécutions) i.e. ’ensemble des sé-
quences (So, s1,...) telles que s; — s;41 pour tout ¢ € N.

A partir des propositions atomiques, les opérateurs logiques de CTL permettent d’élaborer
des formules qui s’interprétent sur Pensemble des trajectoires p(s) partant d’un état s € S 1.
On distingue les opérateurs logiques habituels, les quantificateurs de chemins universels et
existentiels, notés respectivement A et E, et les opérateurs temporels X, F, G et U. Précisément,
la syntaxe des formules de CTL est définie de facon inductive par :

1On représente généralement p(s) par un arbre de racine s, d’ou 'appellation Computational Tree Logic.
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1. les propositions atomiques de AP sont des formules de CTL;
2. si ¢ et ¢ sont des formules de CTL alors —¢, ¢ A, ¢V b, ¢ = 1, AXp, EX¢p, AF¢, EF ¢,
AGo, EGo, A[pUy] et E[pUy] le sont également.

La sémantique de CTL, i.e. la relation de satisfaction |= entre un état s € S et les formules
de CTL, est inductivement définie par :

skEp < peL(s)

s = ¢ = sFEN

SEGAY > skoetskE

SEoVY > skdousky

sy <> siEdousky

s = AXo < V(s0,51,...) € p(s), si=¢

s = EX¢ <~  (s0,81,...) €p(s), s1E¢

s E AF¢ <~ V(sp,81,...) € p(s), J >0, s; =¢

s = EF¢ <~ 3(s0,51,...) €p(s), F1 >0, s; =¢

s = AGo <~  V(s0,81,...) € p(s), Vi>0, s; =¢

s = EGo <~  J(s0,51,...) €p(s), Vi>0, s; =¢

s =AU <= V(so,51,...) €p(s), Fj >0, sj = ets = Vi<y
s EE[pU)] <= 3(s0,51,...) €p(s), 7 >0, sj = et s = Vi<y

Si s = ¢, on dit que s satisfait (valide, ou vérifie) la formule ¢, et si s = ¢ pour tout s € S,
on dit que la structure de Kripke considérée satisfait la formule ¢.

Intuitivement, X est Popérateur «neXt» : la formule AX¢ (resp. EX¢1) est vérifiée par s si ¢
est vérifiée par tout (resp. au moins un) successeur de s. F est Popérateur «Futury : la formule
AF¢ (resp. EF¢q) est vérifiée par s si tout (resp. au moins un) chemin partant de s améne a un
état ou ¢ est vérifice. G est 'opérateur «Globaly» : la formule AG¢p (resp. EG¢;) est vérifiée par
s si tout (resp. au moins un) chemin partant de s ne passe que par des états ou ¢ est vérifiée. U
est I'opérateur «Until» : la formule A[¢1Ugps| (resp. E[¢p1Upg]) est vérifiée par s si tout (resp. au
moins un) chemin partant de s ne passe que par des états ol ¢ est vérifiée avant d’atteindre
un état ot ¢ ’est. Nous donnerons des exemples de formules de CTL dans la section suivante.

5.2.2 Exemples

Bien entendu, dans notre cas, I’ensemble des états S est un espace fini & n dimensions X et
I’ensemble des trajectoires possibles est donné par le graphe de transitions asynchrone GTA(f)
d’une application f : X — X. Cependant I’ensemble TA(f) des transitions du graphe n’est pas
identifiable & une relation de transition totale : les points fixes de f (et eux seuls) n’ont pas
de successeur dans GTA(f). Toutefois, en ajoutant & TA(f) 'ensemble des couples (z,x) tels
que x est un point fixe de f, on obtient, sans changer la dynamique, une relation totale. Pour
faire d’'un graphe de transitions asynchrone une structure de Kripke, il suffit donc de prendre
en compte cette subtilité et d’associer a chaque état z € X un ensemble £(x) de propositions
atomiques vraies dans cet état. Pour tout « € X, on se contentera des propositions atomiques
suivantes :

L(x) = {xi~1 Jie{l,...,n}, ~e{=,<,>, <, >}, leX;et x; ~}U

{xi~xj/i,5e{l,...,n}, ~e{=<,> <, >} etay~a; U
{XiNfi/iE{la"'an}a ~E {:7<7>7§72} et $le’L(x) }
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L’interprétation de L est évidente. Par exemple, la proposition atomique x; = [ est vraie dans
tous les états ou le niveau de ’entité ¢ est [, et la proposition atomique x; = £; est vraie dans
tous les états ou le niveau de i est stable.

Nous pouvons maintenant donner des exemples de formules CTL. Pour tout = € X, on
notera state(x) la formule
X1 =21 N\ - NXp =2,

qui n’est vérifiée que par I’état x. On notera aussi steady la formule
x1=H1 AN Ax, =1,

qui n’est vérifite que par les états stables. Les propriétés fréquemment traduites en CTL
concernent 'atteignabilité d’un état ou d’une propriété. On utilise pour cela 'opérateur EF.
Par exemple, la formule

state(x) = (EF(steady A x; < 1) A EF(steady A x; > 1))

se traduit par «depuis I’état x, il est possible d’atteindre un état stable ol le niveau de 7 est
strictement inférieur & 1 et un autre état stable ou le niveau de 7 est strictement supérieur a 1».
Ce type de formule permet de décrire les phénomeénes de différenciation ot depuis un état initial
représentant le systéme non différencié, plusieurs états stables sont généralement atteignables
[83, 45]. L'opérateur AF permet d’exprimer des propriétés inévitables. Par exemple :

state(x) = AF((state(y) V state(z)) A AF(state(z))).

est vraie si toutes les trajectoires qui partent de ’état x passent par I’état y ou I'état z avant
de revenir en z. De telles «étapes obligatoires» peuvent constituer des cibles privilégiées pour
éventuellement modifier le comportement du systéme. L’opérateur AG permet d’exprimer des
invariants. La formule

state(r) = AG(x; < x;)

est vraie si, depuis ’état z, quoi qu’il arrive, le niveau de 7 sera inférieur au niveau de j. Les
opérateurs EU et AU permettent de décrire des enchainements de propriétés. Par exemple,

state(x) = E[(x; < £;)U(E[(x; = £,)U(x; > £;)])]

se traduit par «depuis I’état x, il existe un futur ou le niveau de ¢ augmente puis diminuey.
La formule
(Xj = 0) = A[(Xj =0Ax; > fi)U(XZ‘ = 0)]

indique que lorsque le niveau de j est nul, celui de ¢ finira par ’étre aussi, et tant qu’il ne
lest pas, le niveau de j reste nul et celui de i diminue (ou, plus précisément, ne peut pas
augmenter). Ce type de formule peut étre utilisée pour décrire qualitativement des données
cinétiques obtenues par des techniques de puces & ADN [5, 1].

De maniére générale, la CTL est une logique permettant d’exprimer naturellement des
propriétés dynamiques tres diverses. Les données biologiques concernant le comportement des
systemes de régulation étant généralement qualitatives, la CTL semble parfaitement bien adap-
tée a leurs formalisations. Indiquons ’existence de logiques plus expressives, comme le p-calcul
[42], aussi utilisé dans le contexte des réseaux de régulation [1], dont I'usage est cependant plus
délicat.
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5.3 SMBioNet

Nous avons développé un prototype de logiciel en java, appelé SMBioNet 23 [6, 33], qui
prend en entrée un n-réseau d’interactions a seuils (G, X), une formule de CTL, et retourne
I’ensemble des dynamiques associées au réseau qui vérifient la formule. L’énumération des dy-
namiques est faite suivant ’approche de la section 5.1 et la confrontation systématique des
dynamiques avec la formule de CTL est réalisée avec le model checker NuSMV [12, 11].

Une restriction cependant : dans le graphe d’interactions a seuils G, un régulateur ne peut
pas agir sur une méme cible suivant différents seuils : on ne peut pas avoir une interaction
(4,8,a,1) et une interaction (j,s',a/,7) avec s # s'. Le formalisme implanté reste néanmoins
légerement plus général que celui de Thomas en ce sens qu’un régulateur peut agir positivement
ou négativement sur une méme cible suivant le contexte (l'importance de la prise en compte de
ce type d’interaction a été soulignée dans la section 4.1.5 page 65). Une réécriture trés partielle
du logiciel devrait permettre de traiter tout type de réseau (G, X).

5.3.1 Entrée

SMBioNet prend en argument un fichier contenant la description d’un réseau (G,X). La
syntaxe est simple. Par exemple :

1. l'expression a =1=7 b indique qu’il existe une interaction positive et négative de seuil 1
de D’entité a & l'entité b. La premiére entité peut réguler positivement ou négativement
la seconde entité.

2. 'expression b =2=> b indique qu’il existe une unique interaction de b sur lui-méme et
que celle-ci est positive et de seuil 2. L’entité b peut avoir une influence positive sur
elle-méme mais ne peut pas avoir une influence négative sur elle méme.

3. l'expression b =1=]| a indique qu’il existe une unique interaction de b & a et que celle-ci
est négative et de seuil 1. L’entité b peut avoir une influence négative sur a et ne peut
pas avoir une influence positive sur a.

Avec ces trois expressions, nous avons défini le graphe d’interactions & seuils suivant :

NET{ 1+

a=1=7 b /1_\‘

b =2=> b = @—’@3 2+
b =1=| a \

} 1=

Par défaut, le niveau de chaque entité est compris entre le plus petit «seuil sortant» de cette
entité diminué d’une unité et le plus grand seuil sortant de cette entité. Ainsi, avec le fichier
précédent, le niveau de a est compris entre 0 et 1, et celui de b entre 0 et 2. Pour indiquer que
le niveau de a est, par exemple, compris entre 0 et 2 il suffit d’ajouter a:0..2.

Conformément & ce qui a été dit dans la section 5.1, pour énumérer les dynamiques as-
sociées au réseau, SMBioNet calcule, pour chaque paramétrage x de I’ensemble minimal de
paramétrages associé au réseau, le graphe d’interactions minimal G(kow) permettant d’obtenir

% «Selection of Models of Biological Networks».
*http ://smbionet.lami.univ-evry.fr
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la dynamique GTA(kow) (w est la fonction & seuils du réseau). Si G(kow) est un graphe partiel
de G alors la dynamique est associée au réseau.

Cette approche permet & 'utilisateur d’indiquer les interactions «fonctionnelles» du réseau
(G,X), i.e. les interactions qu’il pense indispensables pour expliquer le phénomeéne observé et
qui doivent donc se retrouver dans les graphes d’interactions minimaux calculés. Plus précisé-
ment, I’ensemble des interactions «fonctionnellesy spécifiées par 'utilisateur forme un second
graphe d’interactions G’ qui est un graphe partiel de G. Alors, une dynamique GTA(k ow) sera
effectivement confrontée a la formule de CTL si G’ C G(k ow) C G. Bien entendu, si toutes
les interactions de G sont spécifices «fonctionnellesy alors G’ = G et les dynamiques considé-
rées sont celles qui ne peuvent pas étre obtenues avec une partie de (G, X) (cf. section 4.2 page
68). Chaque dynamique confrontée a la formule de CTL refléte alors la totalité du réseau (G, X).

Ainsi, en plus des trois expressions précédentes permettant de définir G, d’autres sont

possibles et permettent de définir G’ et G en méme temps :

1. Pexpression a =1=>|* b indique qu’il existe une interaction positive et négative de seuil
1 de a sur b et que ces deux interactions sont «fonctionnellesy (i.e. appartiennent a G').
Dans les dynamiques considérées la premiére entité a effectivement un effet positif ou
négatif sur la seconde entité suivant le contexte.

2. expression a =1=>*x b (resp. a =1=|* b) a le méme sens que I'expression précédente
si ce n’est que seule l'interaction positive (resp. négative) est spécifiée fonctionnelle.
Dans les dynamiques considérées la premiére entité a effectivement un effet positif (resp.
négatif) sur la seconde entité et peut avoir un effet négatif (resp.positif) sur cette entité.

3. 'expression a =1=>>* b (resp. a =1=||* b) indique qu’il existe une unique interaction
de a sur b et que celle-ci est positive (resp. négative), de seuil 1 et fonctionnelle. La
premiére entité a effectivement un effet positif (resp. négatif) sur la seconde et ne peut
pas avoir un effet négatif (resp. négatif) sur cette entité.

Ainsi, pour indiquer que toutes les interactions du réseau donné en exemple ci-dessus sont
fonctionnelles, il suffit d’écrire :

NET{

a =1=>|* b
b =2=>>% b
b =1=|[* a
}

Notons également que l'utilisateur peut réduire «a la main» le domaine de variation des para-
métres du réseaux, ou fixer la valeur de certains parameétres. Par exemple, en ajoutant :

PARA{

K_,a: O
K_b+ta : 0..1
}

l'utilisateur indique que le parameétre £, (() est nul et que le parameétre sy, ({(a,1)}) est compris
entre 0 et 1. Enfin, 'utilisateur peut écrire une formule CTL avec la syntaxe NuSMV. Par
exemple, si 'on veut sélectionner les dynamiques pour lesquels le niveau de b peut rester
définitivement a 2 lorsque qu’il est égal a 2, il faut compléter le fichier d’entrée avec :

CTLA{

"b=2 -> EF(AG(b=2))"
}




86 Chapitre 5. Recherche de modéles par élagage

Les propositions atomiques qu’il est possible d’utiliser sont celles données dans la section 5.2.2.

5.3.2 Export vers NuSMV

Comme le formalisme utilisé est relativement simple, il se traduit trés bien dans le lan-
gage du model checker NuSMV, si bien que pour chaque paramétrage générique x tel que
G C G(kow) C G, le calcul du graphe de transitions asynchrone est réalisé par le logiciel
NuSMV et non par SMBioNet. Autrement dit, on ne donne & NuSMV que les régles d’évolu-
tion du systéme et non le graphe de transitions asynchrone. Ceci permet de profiter de toute
la puissance des diagrammes de décisions binaires utilisés par NuSMYV pour lutter contre I'ex-
plosion du nombre d’états. Il est donc possible de vérifier des propriétés sur des systémes de
taille trés importante bien que dans ce cas, comme l’énumération de toutes les dynamique
est impossible, une grande majorité des paramétres doivent étre fixés par l'utilisateur. Par
exemple, pour un circuit comprenant 100 variables booléennes, la vérification d’une formule
telle que EF(steady) sur une dynamique associée au circuit, et comprenant donc 2!%0 états, ne
prend que 2 ou 3 secondes *.

Le logiciel GNA ° développé par Hidde de Jong et ses coauteurs [18, 19, 2, 3, 4, 5, 1],
est également dédié a la simulation et a ’analyse de la dynamique qualitative des réseaux de
régulation génétique, et offre la possibilité de vérifier des formules temporelles exprimées en
CTL ou en p-calcul. Le formalisme utilisé est basé sur une abstraction des systémes d’inclusions
différentielles (ces systémes permettent de résoudre certains problémes dus aux discontinuités
présentes dans les systémes linéaires par morceaux). Ce formalisme est plus sophistiqué que
celui que nous utilisons, mais il est aussi bien plus difficile & traduire dans le langage NuSMV.
C’est pourquoi le fichier transmis & NuSMV par GNA contient la description compléte de
la dynamique [1]. Si 2!% états sont possibles alors le fichier doit contenir aux moins 209
instructions ce qui rend la vérification impossible.

5.3.3 Sortie

Pour chaque paramétrage générique k tel que G’ C G(k ow) C G et définissant une dy-
namique qui vérifie la formule de CTL, l'utilisateur peut disposer du graphe de transitions
asynchrone GTA(k o w) (qui est calculé par SMBioNet aprés la veérification par model che-
cking), et du graphe d’interactions minimal G(k o w) permettant d’obtenir cette dynamique.
Dans 'annexe B, un exemple de fichier d’entrée, de fichier transmis & NuSMV, et de fichier de
sortie est donné.

5.4 Exemple : contréole de I'immunité chez le phage \

Les mécanismes de régulation de la réplication du virus A, qui est un bactériophage tempéré,
sont sans doutes les mieux connus & l’heure actuelle. Une synthese des données disponibles
sur ces mécanismes est donnée dans [50]. C’est d’ailleurs en étudiant le réseau controlant
la réplication du phage A que René Thomas mit au point son approche logique [72, 84, 79,
74, 73|. Dans cette section, on reprend un modeéle du controle de 'immunité chez le phage
lambda proposé par Denis Thieffry et René Thomas [71]. En partant du méme réseau (G, X),

4avec un processeur a 1,7Ghz et 256Mo de mémoire vive.
% «Genetic Network Analyser.
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nous montrons qu’il est possible de sélectionner automatiquement un ensemble de dynamiques
satisfaisant les critéres de validation utilisés par Thieffry et Thomas.

5.4.1 Bréve introduction biologique

Lorsque qu’un phage A, ou plus généralement un phage tempéré, infecte une bactérie,
deux mécanismes de réplication sont possibles. Le premier est le cycle lytique et le second
le cycle lysogénique (voir figure 5.2). Le cycle lytique aboutit & la mort de la cellule hote et
a la libération des phages fabriqués a l'intérieur de celle-ci. Chacun des phages peut alors
infecter une cellule saine, de sorte que quelques cycles lytiques pourraient en principe suffire &
détruire toute une population en quelques heures. La destruction de toutes les bactéries, dont
les virus sont dépendants, n’a pas lieu car certains virus, au lieu de détruire leurs cellules hotes,
coexistent avec elles en les protégeant : c’est ce qu’on appelle la lysogénisation. L’ADN viral
s’introduit dans le chromosome bactérien et exprime un répresseur, la protéine cl dans le cas
du phage A, qui bloque I'expression de tous les autres génes viraux (et par conséquent, bloque
le déroulement du cycle lytique). Comme le génome viral est répliqué en méme temps de le
génome bactérien a chaque division cellulaire, et comme ’expression du répresseur immunise
la bactérie envers d’autres infections par le méme virus, cette situation est profitable aux deux
espéces : on parle de symbiose. Lorsque ’ADN viral quitte le génome bactérien cette symbiose
s'interrompt : de nouveaux virus sont produits et la cellule bactérienne est détruite. C’est
habituellement un facteur environnemental, tel qu'une irradiation ou la présence de certaines
substances chimiques, qui est & l'origine de la reprise du cycle lytique.

5.4.2 Graphe d’interactions a seuils

Le «choix» entre le cycle lytique et lysogénique est trés similaire au phénoméne de dif-
férenciation, en ce sens qu’un virus, infectant des cellules apparemment identiques, peut se
comporter de deux maniéres totalement différentes. Ce choix dépend notamment de I'expres-
sion du gene cl, indispensable & ’établissement de 'immunité.

Les régulateurs principaux de cI sont cl lui-méme et trois autres protéines virales : cro,
cll et N. La dynamique qualitative du systéme de régulation formé par ces quatre entités a
été modélisée par Denis Thieffry et René Thomas [71] en utilisant comme point de départ le
réseau d’interactions a seuils (G, X) ot G est donné par la figure suivante :

R 80

2_ 1y

S

et ou X est défini par :

XCI = {0’ 17 2}
_ Xcro — {07 ]., 273}
X = XCI X Xcro X XCII X XN avec XcII _ {0’ 1}

Xy =40,1}
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La structure du réseau est relativement complexe. Par exemple, la protéine cI, dont le role est
capital, appartient a 2 circuits négatifs et 4 circuits positifs. Dés lors, il est trés difficile de se
faire une idée sur la facon dont le systéme évolue.

5.4.3 Formule temporelle

Pour modéliser la dynamique du réseau (G, X) nous allons utiliser 1’approche exhaustive
par model checking. Nous allons traduire en CTL les connaissances principales concernant
le comportement du systéme qui ont été utilisées par Thieffry et Thomas pour élaborer leur
modéle.

Lorsque ’ADN viral est injecté dans une cellule saine, les protéines virales n’existent pas
encore. On supposera donc que (0,0,0,0) est I’état initial. En CTL, cet état est caractérisé
par la formule init suivant :

it (%1 = 0 A Xero = 0A %1 = 0 A xNy = 0)

On interpréte ensuite le «choix» entre la réponse lytique et lysogénique, que 'on considére
irréversible sans changement des conditions environnementales, par la présence de deux «at-
tracteurs» atteignables depuis I’état initial.

La réponse lytique est caractérisée par une forte concentration en cro, I'inhibiteur principal
de cl, et par une absence des protéines cl, cII et N. Plus précisément, comme le suggére la
boucle négative sur cro de seuil 3, nous allons supposer que cro oscille de facon stable entre
le niveau 2 et 3 lors de la réponse lytique. Ainsi, cette réponse sera représentée par un cycle
stable passant par les états (0,2,0,0) et (0,3,0,0). En CTL, la présence de ce cycle stable
s’exprime par la formule att lytique suivante :

lytique™ : (%1 = 0 A Xepro = 2 A %1 = 0A xny = 0)
Iytique™ : (%1 = 0 A Xero = 3A Xerr = 0A xn = 0)
att _lytique : (Iytique~ = AX(lytique™)) A (lytique™ = AX(lytique™))

La réponse lysogénique est caractérisée par une forte concentration en cl et par une absence
des autres protéines. Nous allons donc supposer que ’attracteur correspondant a cette réponse
est I’état stable (2,0,0,0). En CTL, la stabilité de cet état s’exprime par la formule att lyso

suivante :
lyso : (Xel =2 A Xero = 0A %1 =0Axy =0)

att_lyso: lyso = AX(lyso)

Enfin, il faut préciser que les deux «attracteurs» sont atteignables depuis ’état initial avec la
formule choix suivante :

lytique : lytique™ V lytique™
choizx : init = (EF(lytique) A EF(lyso)).

En résumé, nous allons nous intéresser aux dynamiques associées au réseau (G, X) vérifiant la
formule obs suivante :

obs : choix A att_lytique A att_lyso
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Remarque 36 La formule att lyso est vérifiée par une dynamique GTA(k o w) associée au
réseau si et seulement si x = (2,0,0,0) est stable i.e. si et seulement si :

Ker(wer(7))  =rea({cl}) =
Rcro (Wcro (i)) = ﬁcro({CI}) =0
Kert(werr () = ke ({cl}) =0
rx(wn(z)) =rx({cd}) =

(Le seuil des entrées effectives n’est pas précisé puisqu’il existe au plus une interaction d’un
sommet & un autre dans le graphe G.) Il suffit donc de fixer la valeur de 4 paramétres pour
n’obtenir que des dynamiques vérifiant att lyso. D’une part, ceci diminue grandement le
nombre de paramétrages a générer et d’autre part, la vérification de att lyso par model
checking devient inutile. De méme, la formule att lytique est vérifiée par une dynamique
GTA(kow) associée au réseau si et seulement s’il existe un cycle stable passant par z = (0, 2,0, 0)
et y = (0,3,0,0) i.e. si et seulement si :

fer(wer()) = re({cro}) =

0 Ker(wer(y)) = ker({cro})
Rcro (wcro (x)) = "'fcro( ) =3 (

0

0

Rcro (Wcro y)) = Hcro({cro})
Kerr(werr(y)) = Ken({cro})

kn(wn(y)) =rn({cro}) =

Les valeurs possibles pour ke ({cro}) dans l’ensemble minimal de paramétrages génériques
associé au réseau sont 2 et 3. Il suffit donc de fixer la valeur de 6 paramétres pour n’obtenir
que des dynamiques vérifiant att lytique. Il y a donc 10 paramétres & fixer pour que toutes
les dynamiques vérifient att lytique A att _lyso. Cependant, pour emprunter cette démarche,
il faut étre familier avec les notions de fonction & seuils et de parameétre logique. Ces notions
ne sont pas nécessaires avec l'approche utilisant la logique temporelle et le model checking.
Notre but étant de mettre en évidence la convivialité de cette approche, aucun parameétre ne
sera fixé.

Al
cowwo

Ker(wert () =ke1(0) = et

kn(wn(z))  =rn({cro}) =

5.4.4 Paramétrages sélectionnés

Dans un premier temps, nous allons sélectionner 1’ensemble des dynamiques GTA(k o w)
associées aux réseaux qui vérifient obs et qui refletent toutes les interactions du réseau (i.e.
telles que G(k o w) = G). Sous cette hypothése, en transmettant (G,X) et la formule obs a
SMBioNet :

1. plus de 339 millions de paramétrages génériques x sont énumérés,

2. 151200 paramétrages définissent une dynamique associée au réseau,

3. 3600 paramétrages définissent une dynamique qui refléte la totalité du réseau,
4. et parmi les 3600 dynamiques testées, 38 vérifient la formule obs.

Cette sélection prend 6 minutes et 35 secondes 6

La table 5.1 donne les valeurs prises par les paramétres dans ’ensemble des 38 paramétrages
génériques retournés. Parmi les 24 paramétres associés au réseau, 18 ont une valeur constante
et sont donc entiérement déterminés par la confrontation avec la formule obs. Précisément,
10 paramétres sont fixés par la formule att lytique A att lyso (cf. remarque 36) et les 8

Savec un processeur a 1,7Ghz et 256Mo de mémoire vive.
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Ker (D) =0,1o0u2
rer({cl}) = [2]
rer({cro}) = 0] ero(0) = [3]
rer({cll}) = [2] Rero({cl}) = [0]
ker({cI, cro}) = (0), 1 ou 2 Kero({cro}) = (0), (1) ou [2]
ker({cl, cIT}) = [2] Kero({cI,cro}) = (0), (1) ou [2]
ke({cro,cll}) =0,10u2
ker({cl, cro, cIl}) = (0), 1 ou 2
Kt (0) = [0]
rerr({cl}) = [0]

Kerr({cro}) = [0]
Kt ({N}) =[1

U

(

E ) = [1]
ker({cl,cro}) =0

(

(

(

rn (0

an({cl}) — =10]
kN ({cro}) (0]
rn({cl, cro}) = [0]

Rcll {CI N}) =0
Rell {CI‘O N}) =0
Kerr({cl, cro,N}) = [0

TAB. 5.1 — Valeurs prises par les paramétres dans ’ensemble des 38 paramétrages génériques sélec-
tionnés. Les valeurs entre crochets simples sont déterminées par la formule att lytique A att_lyso.
Les valeurs entre crochets doubles sont déterminées par la formule choiz. Les valeurs avec une typo-
graphie épaisse sont celles du paramétrage proposé par Thieffry et Thomas. Enfin, les valeurs entre
parenthéses sont celles qui n’appartiennent pas au domaine de variation du paramétre correspondant
dans I’ensemble minimal de paramétrages génériques. Par exemple, dans le paramétrage de Thieffry et
Thomas on a Kero({cl, cro}) = 0 mais on peut obtenir la méme dynamique avec kero({cI,cro}) =1 ou
Kero({cl, cro}) = 2.

autres sont fixés par la formule choiz. On remarquera que la sélection suivant la formule obs
permet de fixer la valeur de tous les paramétres associés a cro et N. Remarquons également que
pour chaque paramétre, la valeur proposée par Thieffry et Thomas est retrouvée. Cependant, le
paramétrage de Thieffry et Thomas, que ’on notera £*, définit une dynamique qui n’appartient
pas a ’ensemble des dynamiques sélectionnées. En effet, I'interaction de cI sur lui-méme n’est
pas présente dans G(k* ow) :

ra(0) = fg({cl}) =2
ra({ero}) ra({clero}) =0
re ({cll}) =k} ({cl, cIl}) =2
ki ({cro, cll}) = kX ({cl, cro,cll}) = 2

Nous reviendrons sur les dynamiques que ’on peut obtenir avec une partie de (G,X) a la fin
de cette section.

Chemins

La figure 5.3 donne ’ensemble des chemins partant de ’état (0,0,0,0) qui peuvent étre
déduits des 18 parameétres fixés. Ces chemins sont donc présents dans les 38 dynamiques sélec-
tionnées ainsi quand dans la dynamique proposée par Thieffry et Thomas. Les chemins menant
a ’état lysogénique ou aux états lytiques, mis en évidence par Thieffry et Thomas du fait de
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FiG. 5.3 — Ensemble des chemins partant de I’état (0,0,0,0) communs aux 38 dynamiques sélec-
tionnées. Ces chemins sont également présents dans la dynamique proposée par Thieffry et Thomas.
Les chemins composés des fleches épaisses sont les chemins «biologiquement réalistesy présentés par
Thieffry et Thomas.

leur réalisme, sont présents dans les 38 dynamiques. Bien entendu, les deux «attracteurs»
attendus sont aussi présents. Il est plus étonnant de constater que malgré la présence de 4
circuits positifs dans le graphe G, toutes les dynamiques sélectionnées ne contiennent que ces
deux «attracteurs». En effet, la formule

EF(lytique V lyso)
est vérifice par les 38 dynamiques 8. Cette formule est également vérifiée par la dynamique
proposée par Thieffry et Thomas.

Mutants

Afin d’éprouver leur modeéle, Thieffry et Thomas ont «simulé» la présence de mutations
«knockout» sur certains génes et confronté les résultats obtenus avec des résultats expérimen-
taux déja publiés. La concordance entre les prédictions théoriques réalisées avec leur modele
et les observations expérimentales est qualitativement trés bonne [71].

TCette vérification est réalisée par SMBioNet & partir du fichier de sortie contenant les 38 paramétrages
sélectionnés (il n’est pas nécessaire d’énumérer de nouveau les 339 millions de paramétrages génériques).

8Si la formule est fausse alors il existe un état & partir duquel il n’est pas possible d’atteindre un des états
lytiques ou I’état lysogénique. Comme depuis tout état il existe un chemin menant & un attracteur, cela veut
dire qu’il existe un troisiéme attracteur.
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mutations | composantes fortement connexes stables
cl™ {(0,2,0,0),(0,3,0,0)}
cro~ {(2,0,0,0)}
cll™ {(2,0,0,0)} et {(0,2,0,0),(0,3,0,0)}
N~ {(2,0,0,0)} et {(0,2,0,0),(0,3,0,0)}
cIl”’ N~ {(2,0,0,0)} et {(0,2,0,0),(0,3,0,0)}
cro N~ {(2,0,0,0)}
cro—cll™ {(2,0,0,0)}
cro- cII"N™ {(2,0,0,0)}

TAB. 5.2 — Composantes fortement, connexes stables dans les dynamiques obtenues, a partir du modeéle
de Thieffry et Thomas, en reproduisant certaines mutations [71].

La dynamique du systéme lorsque certains génes sont mutés est modélisée par la dyna-
mique décrite & l'intérieur du plan ol le niveau de concentration des protéines synthétisées par
les génes mutés est nul. Suivant cette hypothese, il est possible de prédire les «attracteurs»
vers lesquels le systéme peut évoluer lorsque certains génes sont mutés.

Les résultats obtenus par Thieffry et Thomas avec leur modéle sont donnés dans la table
5.2. Pour chaque mutation, les «attracteursy présents correspondent au cycle stable p =
[(0,2,0,0),(0,3,0,0)] ou a l’état stable & = (2,0,0,0) (ce qui n’est pas évident a priori).
De plus, les attracteurs présents sont toujours atteignables depuis I'état initial (0,0, 0,0). Ceci
permet d’interpréter la table 5.2 comme suit :

1. pour le mutant cI™, seule la réponse lytique est possible;

2. pour les mutants cro™, cro” N7, cro~cl™ et cro”cl” N7, seule la réponse lysogénique est
possible;

3. pour les mutants cII”, N7 et cI” N7, les deux réponses sont possibles.

Toujours en utilisant la logique temporelle, nous allons vérifier si les dynamiques sélectionnées
permettent de faire les mémes prédictions.

Pour le mutant cI™, d’aprés le modéle de Thieffry et Thomas, 'unique «attracteur» est
le cycle stable p. Comme ce cycle stable est présent dans les 38 dynamiques et qu’il est
contenu dans le plan z, = 0, p est un cycle stable dans les 38 dynamiques cI™. Comme
les 38 dynamiques vérifient la formule

(%1 = 0) = E[(xe1 = 0)U(Iytique)]

on en déduit que p est I'unique «attracteury dans les 38 dynamiques cI™. En effet, lorsque
I’état du systéme et dans le plan z.; = 0, il existe toujours un chemin permettant d’atteindre
le cycle stable p sans quitter le plan. En particulier, dans les 38 dynamiques clI™, il existe un
chemin de I’état initial au cycle p.

Pour le mutant cro™, 'unique «attracteur» attendu est I’état stable £ = (2,0,0,0). Comme
¢ appartient au plan x.,, = 0, et comme ¢ est stable dans 38 dynamiques, £ est un état stable
dans les 38 dynamiques cro~. Pour vérifier qu’il n’existe pas d’autre attracteur, il suffit de
tester la formule

(Xcro = 0) = E[(Xcro = O)U(lyso)]
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sur les 38 dynamiques. Seules 22 dynamiques vérifient cette formule. On les obtient & partir
des paramétrages pour lesquels k() = 0 ou k(D) = 2. Ceci peut se voir avec la figure
5.3. D’aprés cette figure, les chemins communs aux 38 dynamiques partant de 1’état initial et
contenus dans le plan x., = 0 sont les suivants :
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Aletat & = (1,0,0,0), le niveau cible de cI est donné par le parametre xcr(0)). Dans I’ensemble
des paramétrages sélectionnés, ce parameétre peut prendre les valeurs 0, 1 et 2 (cf. table 5.1).
Comme &, = 1, Pétat & est un état stable de toutes les dynamiques cro™ obtenues & partir
d’un paramétrages ou k() = 1. Pour ces dynamiques, la formule précédente n’est donc
pas vérifiée. Notons que pour toutes les dynamiques obtenues & partir des paramétrages ou
ker(0) # 1, il existe bien un chemin de £’ & £ = (2,0,0,0) ne passant que par des états du plan
Zero = 0
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Egalement, notons que dans le paramétrage de Thieffry et Thomas on a k() = 2.

Suivant le méme principe, pour vérifier si £ est I'unique état stable dans les 38 dynamiques
cro” N7, cro~cl™ et cro”cI” N7 il suffit de tester les formules suivantes :

cro” N7 : (Xero =0AxN =0) = E[(xero = 0Axx = 0)U(lyso)]
cro—cl™ : (Xero =0A %1 =0) = E[(Xero = 0 A xcr = 0)U(lyso)]
cro cI "N : (Xero =0AX1=0AxN=0) = E[(Xcro =0Axr =0Axx = 0)U(lyso)]

Il s’avére que parmi les 38 dynamiques, 8 vérifient les trois formules alors que les 30 autres
ne vérifient aucune des trois formules. Les 8 dynamiques sont obtenues & partir des 8 para-
métrages tels que k() = 2. Notons que (0,0,0,0) — (1,0,0,0) — (2,0,0,0) est un chemin
(contenu dans le plan x¢;o = 2 = 2 = 0) si et seulement si k() = 2.

Intéressons nous finalement aux mutants cII™, N™ et cII” N~ pour lesquels les deux «at-
tracteurs» attendus sont le cycle stable p et ’état stable &. Pour vérifier si £ et p sont les
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seuls «attracteursy présents dans les 38 dynamiques cII™, N7 et cII” N7, il suffit de tester les
formules :

cll™: (xer1 =0) = E[(xerr = 0)U(lytique V lyso)]
N7 (xx =0) = E[(xx = 0)U(lytique V lyso)]
cII"N™: (1 =0Axx=0) = E[(xer = 0Axn = 0)U(lytique V lyso)]

Celles-ci sont vérifices par les 38 dynamiques. Cependant, il faut aussi vérifier que p et & sont
atteignables depuis 1’état initial avec les formules suivantes :

cll™ : init = (E[(xc1 = 0)U(lytique)] A E[(xcr = 0)U(lyso)])
N~ init = (E[(xn = 0)U(lytique)] A E[(xnx = 0)U(lyso)])
clI"N™: init = (E[(xe1 = 0 A xx = 0)U(lytique)] A E[(xcrr = 0 A xx = 0)U(lyso)])

De nouveau, les 8 dynamiques issues des paramétrages ol k() = 2 sont les seules qui véri-
fient les trois formules.

On en déduit qu’a partir de ces 8 dynamiques, on obtient, pour toutes les combinaisons
de mutations considérées, les mémes prédictions que celles obtenues & partir de la dynamique
proposée par Thieffry et Thomas.

5.4.5 Modéle minimal

Le modéle de Thieffry et Thomas a été élaboré en traduisant certaines connaissances bio-
logiques en termes de contraintes sur les paramétres, en utilisant certaines hypothéses, et, en
utilisant des contraintes permettant au circuit négatif sur cro et au circuit positif de longueur
2 passant par cl et cro d’étre «fonctionnel» (cf. [71, 83] et section 4.4).

Ici, en utilisant uniquement la logique temporelle, nous avons sélectionné 8 dynamiques
contenant les chemins «biologiquement réalistes» du modeéle de Thieffry et Thomas (cf. figure
5.3), et permettant de faire les mémes prédictions sur le comportement des mutants. D’autre
part, ces 8 dynamiques reflétent la totalité des interactions du réseau (G, X).

Dans le modéle de Thieffry et Thomas les interactions ne jouent pas toutes un role. Ceci
nous ameéne a nous demander qu’elles sont les interactions indispensables pour obtenir une
dynamique vérifiant ’ensemble des spécifications. Pour répondre & cette question, il suffit de
transmettre & SMBioNet le triplet (G, X) et la formule spec correspondant & la conjonction :

1. de la formule obs,

2. de la formule EF(lytique V lyso),

3. des 11 formules caractérisant le comportement des mutants,
4

. et de la formule path exprimant la présence des chemins «biologiquement réalistes» mis
en évidence dans la figure 5.3.

Alors, parmi les 151200 dynamiques associées a (G, X), 40 vérifient la formule spec. Bien évi-
dement, dans ces 40 dynamiques, on retrouve celle proposée par Thieffry et Thomas ainsi que
les 8 dynamiques précédemment sélectionnées.
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Le graphe d’interactions a seuils G’ ci-dessous est, pour chaque dynamique GTA(k o w)
parmi les 40 sélectionnées, un graphe partiel de G(k ow) :
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De plus, il existe une dynamique GTA(k o w) telle que G(k o w) = G'. Ainsi, (G',X) est la
plus petite partie de (G, X) permettant d’obtenir une dynamique vérifiant spec. On en déduit
que parmi les sept circuits initialement présents dans G, seuls deux circuits sont nécessaires
pour obtenir une dynamique vérifiant spec. Bien entendu, le circuit positif passant par cl et
cro permet d’obtenir les attracteurs correspondant aux réponses lytique et lysogénique, et le
circuit négatif sur cro permet ’oscillation de cro durant la réponse lytique.

Il est également remarquable que seulement une dynamique GTA(k o w) parmi les 40 sé-
lectionnées soit telle que GTA(k o w) = G'. Autrement dit, il existe une unique dynamique
associée a (G', X) vérifiant spec (dans 'ensemble des 1620 dynamiques possibles pour (G', X)).
Pour obtenir cette dynamique, il faut et il suffit que les parameétres associés a (G, X) vérifient
les contraintes suivantes :

Hcro(@) =3 K,N(@) =1

{ rer (D) =2 Kero ({cI}) =0 { ker(@) =0 kx ({cI}) =0
ker({cro}) =0 Kero({cro}) <2 kea1({N}) =1 rn({cro}) =

Kero({cl,cro}) <2 rn({clcro}) =0

Notons que le nombre de paramétres est, dans ce cas, deux fois moins important.
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Chapitre 6

Conclusion

Dans la premiére partie de cette thése, nous avons introduit un modele discret général pour
les réseaux de régulation génétique. L’ensemble X des états possibles d’un réseau regroupant
n génes est représenté par le produit de n intervalles finis d’entiers, et la dynamique du réseau
est décrite par le graphe de transitions asynchrone d’une application f de X dans lui-méme
(section 2.1). Afin de définir le graphe d’interactions du réseau a partir de sa dynamique, nous
avons ensuite introduit une dérivée (ou Jacobienne) discréte non usuelle 9f ne dépendant que
de la dynamique asynchrone de f (section 2.2). Alors, en représentant chaque Jacobienne de
f sous la forme d’un graphe d’interactions local, nous avons pu définir de facon naturelle le
graphe d’interactions (global) du réseau comme la superposition de tous les graphes locaux.
Jusqu’alors, ce modele discret, basé sur la notion de dérivée, n’avait été proposé que dans le
cas booléen [53].

Nous avons ensuite étudié le lien entre les graphes d’interactions locaux et les propriétés
dynamiques d’un réseau modélisé par f. Le premier résultat obtenu, le lemme du plus court
chemin, donne une condition suffisante pour la présence, dans la dynamique asynchrone de f,
d’un plus court chemin entre deux états donnés (cette condition porte, entre autre, sur 1’ab-
sence de circuit positif dans les graphes d’interactions évalués «entres» ces deux états) (section
3.3). Ce lemme nous a été fort utile. D’une part, il nous a permis de démontrer une version dis-
créte de la premiére conjecture de Thomas. Le résultat est le suivant : la présence d’un circuit
positif un au moins un graphe d’interactions local de f est une condition nécessaire pour que
la dynamique asynchrone de f contiennent plusieurs attracteurs, et en particulier, pour que f
admette plusieurs points fixes (section 3.4). D’autre part, le lemme du plus court chemin nous
a permis de généraliser au cas discret un théoréme de point fixe récemment démontré par Shih
et Dong dans le cas booléen [61] (et présenté par ces auteurs comme ’analogue booléen de la
conjecture Jacobienne) : ’absence de circuit dans tous les graphes locaux de f est une condi-
tion suffisante pour que f admette un point fixe unique (section 3.5). Nous avons enfin prouvé
une version discréte de la seconde conjecture de Thomas : la présence d’un circuit négatif dans
le graphe d’interactions global de f est une condition nécessaire pour la présence de cycles
stables dans la dynamique asynchrone de f (section 3.6). En établissant des versions discrétes
de trois conjectures récemment démontrées dans le cas booléen [53, 61|, nous avons ainsi mis
en évidence que la dérivée discréte non usuel que nous avons introduite est particuliérement
bien adaptée a la formulation et & I’étude des propriétés dynamiques d’un réseau modélisé

par f.
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Dans la seconde partie de cette thése, nous avons proposé une formalisation générale de la
méthode de Thomas (section 4.1). Celle-ci consiste & associer & un graphe d’interactions donné
un ensemble de parameétres modélisant les forces d’interactions et permettant de définir un en-
semble fini d’applications discrétes f. Ces applications décrivent les dynamiques asynchrones
possibles pour le graphe d’interactions considéré. La dérivée discréte non usuelle, utilisée pour
établir les résultats théoriques évoqués plus haut, c’est avérée étre tout & fait cohérente avec
la méthode de Thomas. En effet, nous avons démontré qu’une dynamique asynchrone donnée
peut étre obtenue avec un graphe d’interactions G pour certaines valeurs de paramétres si et
seulement si le graphe d’interactions que 'on infére avec la dérivée non usuel & partir de cette
dynamique est un graphe partiel de G (section 4.2). Nous avons alors pu interpréter les ver-
sions discretes des conjectures de Thomas dans le langage de la méthode de Thomas (section
4.3), et obtenir certains résultats concernant les contraintes pour la fonctionnalité d’un circuit
(ces contraintes ont été introduites par Snoussi et Thomas [66] et portent sur la valeur des
parametres associés aux interactions d’un circuit). Principalement, nous avons prouvé qu'il est
nécessaire d’appliquer une partie des contraintes de fonctionnalité sur un circuit positif pour
obtenir une dynamique contenant plusieurs attracteurs (section 4.4).

La notion de paramétre permet de calculer bien plus rapidement ’ensemble des dynamiques
associées & un graphe d’interactions donné que la notion de dérivée discréte. Ceci nous a amené
a proposer une méthode, implantée dans le logiciel SMBioNet, permettant la sélection auto-
matique de I’ensemble des dynamiques associées & un graphe d’interactions qui ne contredisent
pas les observations expérimentales (sections 5.1, 5.2 et 5.3). Nous avons pour cela utilisé des
techniques de model checking : les observations expérimentales sont traduites en une formule
de CTL qui est efficacement testée sur toutes les dynamiques associées au graphe. Nous avons
montré l'intérét de cette sélection automatique de ’ensemble des dynamiques valides sur un
exemple classique extrait de la littérature (section 5.4).

Plusieurs perspectives s’ouvrent & 'issue de ce travail de these.

Les résultats concernant la seconde conjecture de Thomas sont relativement faibles et
pourraient étre approfondis. Seule la présence d’un circuit négatif dans une union de graphes
d’interactions locaux a pu étre démontrée comme étant nécessaire pour la présence d’un cycle
stable dans la dynamique asynchrone de f. Bien que les conditions permettant la présence
d’un tel cycle soient trés fortes, nous n’avons pas pu démontré qu’elles impliquent la présence
d’un circuit négatif dans seulement un graphe local. Pourtant, I’absence de contre exemple et
les résultats obtenus sur la premiére conjecture pourraient le laisser supposer. D’autre part, il
serait intéressant de rechercher des conditions nécessaires pour la présence d’une composante
fortement connexe stable ne se réduisant pas & un point fixe ou & un cycle, car de telles com-
posantes permettent de décrire des comportements oscillatoires apériodiques. Un moyen d’y
parvenir pourrait consister & étudier 'union des graphes locaux évalués & l'intérieur d’une telle
composante. Par ailleurs, de nombreux théorémes de convergence (locale ou globale) vers un
point fixe ou un cycle stable ont été démontrés dans le cas booléen (synchrone ou asynchrone)
en utilisant la dérivée de Francois Robert, et notamment par cet auteur [56, 57|. Il serait in-
téressant de savoir si ces résultats peuvent se généraliser au cas discret grace a la dérivée que
nous avons introduite.

Le prototype de logiciel d’aide & la modélisation que nous avons développé laisse égale-
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ment entrevoir plusieurs perspectives. On rappelle que celui-ci prend en argument un réseau
d’interactions & seuils, une formule de CTL, et énumeére toutes les dynamiques associées au
réseau pour ne retourner que celles qui valident la formule. La méthode utilisée pour énumé-
rer les dynamiques est trés peu optimisée car, en général, les dynamiques énumérées ne sont
pas toutes associées au réseau. La mise aux points d’un algorithme permettant d’énumérer
uniquement les dynamiques associées a un réseau est une direction relativement évidente de
travail futur. Cependant, comme le nombre de dynamiques associées a un réseau augmente
exponentiellement avec la taille de celui-ci, I’énumération des dynamiques ne restera réalisable
que pour des réseaux de petite taille. Une alternative a cette énumération pourrait consister a
développer des méthodes permettant de déduire ’ensemble des dynamiques qui valident une
formule de CTL directement & partir de cette formule. Des résultats récents et prometteurs
ont été donnés dans cette direction par Corblin et al. [25, 16] en utilisant la programmation
logique par contraintes.
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Annexe A

Preuve du théoréme 4

Soit f : X — Xavec X un espace fini & n dimensions. Dans toute cette section, w désignera la
fonction & seuils du réseau d’interactions a seuils (G(f), X). Nous voulons montrer que GTA(f)
est une dynamique de (G(f),X) c’est a dire, qu'il existe un paramétrage x de (G(f), X) tel que
GTA(f) = GTA(k o w). Ceci revient a dire qu’il existe un paramétrage x de (G(f),X) tel que
les applications f et k ow sont équivalentes, ou encore, tel que :

VeeX, Vie{l,...,n}, fl(x) ¥ signe(fi(x) — x;) = signe(r;(wi(z)) — ;). (A1)

Ainsi, le probléme se décompose : il suffit de montrer que pour chaque i € {1,...,n} il existe
un paramétrage x; de ¢ dans (G(f),X) qui vérifie I’égalité ci-dessus.

Soit un quelconque i € {1,...,n}. On notera K; I’ensemble des applications x; : w;(X) —
X; veérifiant (A.1). Nous commencerons par montrer que K; est non vide et nous montrerons
ensuite qu’il contient un paramétrage de i dans (G(f), X).

A.1 Premiére étape

Pour montrer que K; est non vide, il suffit de se donner une quelconque combinaison
d’entrées effectives E € w;(X), de poser

E={zx/zeXetw(zx)=FE}
et de montrer qu’il existe nécessairement un niveau de concentration x;(E) € X tel que :
Vx € E, signe(fi(x) — z;) = signe(k;(E) — z;).

Cette égalité indique que lorsque I'état x du systéme est dans E, et donc lorsque E est 'en-
semble des entrées effectives de 4, le niveau de ¢ «converge» vers k;(E) : il existe une transition
de x a 2'9F! si et seulement si x; < k;(FE), et il existe une transition de z a x*<7! si et
seulement si z; > k;(E).

Notons que ’ensemble E des antécédents de E par w; est un pavé de X. En effet, pour tout
j€{l,...,n}, posons E; = {z; /= € E}. Supposons que le systéme soit dans un état z de E
qui minimise le niveau de j, c’est & dire tel que z; = min(E;). Alors, jusqu’a atteindre le seuil
s d’une interaction de j sur 4, on peut augmenter progressivement le niveau de j sans changer
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I’ensemble des entrées effectives de 4. Si ce seuil hypothétique s n’est jamais rencontré alors
onal; ={z;,z; +1,...,max(X;)}, et si ce seuil s existe, on a E; = {x;,z; +1,...,s — 1}.
Ainsi, chaque E; est un intervalle de X; et E=FE; x --- x E,,.

A Vintérieur de E, Iexistence d’une constante r;(F) vers laquelle le niveau de i évolue
découle du fait que la iéme ligne des Jacobiennes de f évaluées a l'intérieur de E est nulle.
Plus précisément :

Ve e X, Vje{l,...,n}, Ve e Vx(x) tel que z; +¢; € E;, Ofij(x,e) = 0. (A.2)

En effet, comme z; +¢; € Ej, 2/ € E donc w;(x) = w;(27<%) donc il n’existe pas d’interac-
tion de j & ¢ de seuil s = max(z;,x;+¢;) dans G(f) et d’apres la proposition 3, 0f;j(x,e) = 0.
Ainsi, ’évolution du niveau de i ne dépend pas du niveau des autres entités lorsque le systéme
est dans E.

Lemme 10 Pour tout z,y € E, si x; = y; alors fl(x) = f/(y).

Preuve. On raisonne par induction sur la distance Manhattan d :
n
Vo,y €B,  d(z,y) = |z -yl
j=1

Soient x,y € E tels que x; = y;. Si d(z,y) = 0 alors il n’y a rien & démontrer. Si d(x,y) =r > 0,
on suppose que le lemme est vrai pour tout ',y € E tel que d(2',y") < r. Comme d(z,y) > 0
et x; = y;, il existe j # i tel que x; # y;. Sans perte de généralité, on supposera x; < y;. Soit
z =29t Comme z € P et d(z,y) = r — 1, par hypothése d’induction, f/(z) = f/(y). Ainsi, il
suffit de montrer que f/(z) = f/(z). Supposons par contradiction f/(x) # f!(z). Si f/(z) # 0,
alors

[i@ Y = fiz) < zi=ai < filz)  ou  fi(zx) <wi=2z < fi(2) = fi(a? .

Donc, pour tout € € Vx(x) tel que e; = +1 et g; = f{(x), on a 9f;;j(x,e) # 0 ce qui contredit
(A.2). Si fl(z) =0 alors

filz) <zi=wm = filz) = (@) ou i) = filx) =@ =z < fil2).

Donc, pour tout ¢ € Vx(z) tel que e; = —1 et &; = f/(2), on a Jfi;j(z,€) # 0 ce qui contredit
de nouveau (A.2). Donc, f/(x) = fl(z) = fl(y). 0

Lemme 11 II eziste k;(E) € X tel que Yo € E, f/(z) = signe(k;(E) — x;).
Preuve. Soit z € E et :
E={z}x-x{zi1} xEx{zig1} x - x {z.}.
E est un pavé inclus dans E dont la seule dimension est 4. Pour tout = € E et ¢ € Vx(z) tel
que z; + & € E;, d’aprés (A.2), on a Jfji(z,e) = 0. Donc, d’aprés du lemme 7 page 45, E

contient un unique état  qui est E-stable, et d’aprés le lemme du plus court chemin (page
37), depuis tout x € E il existe un plus court chemin de x & & dans GTA(f). Donc, pour tout



A.2. Seconde étape 105

z €K, sia; <& alors (z, 2" € ma(f) done fl(z) = signe(& — x;) et, si & < x;, alors
(z,2°971) € TA(f) donc f/(z) = signe(&; — x;). En résumé :

Ve e E\{¢},  fi(x) = signe(&; — z:). (A.3)

Supposons & < fi(€). Alors, (£, ¢ TA(f) et comme ¢ est E-stable, &<t ¢ E. On en
déduit & = max(E;). Donc, pour tout x € E \ {¢}, z; < &. On montre de méme que si
fi(§) < & alors & < x; pour tout = € E\ {¢}. On déduit de ce qui précede et de (A.3) :

Vee R,  fl(x) = signe(fi(€) — x;). (A.4)

Soit un quelconque x € E. Par définition de IE, il existe y € E tel que x; = y;. Donc, en utilisant
le lemme 10 et (A.4), on a :

fix) = fi(y) = signe(fi(§) — i) = signe(fi(§) — xi).

Il suffit donc de poser k;(F) = f;(£) pour obtenir le lemme. O

A.2 Seconde étape

Nous avons montré que K; est non vide. Cependant, pour qu'une application x; de K; soit
un paramétrage de i dans (G(f),X), il faut que x; respecte les contraintes imposées par les
signes des interactions de sommet final ¢ dans G(f) (cf. définition 21 page 62).

Pour chaque k; € K;, on note err(x;) ’ensemble des quadruples (j, s, o, E) tels que :
(4,s) €GN, Fewi(X), EU(j,s) €wi(X) et a-ri(E)>a-ki(EU(],Ss)).
Par définition, x; est un paramétrage de i dans (G(f),X) si et seulement si err(x;) = (). Dans
le lemme suivant, on montre que les «erreurs» de x; ne peuvent venir que des auto-interactions
de i. Autrement dit, on montre que toutes les applications de K; respectent les contraintes
imposées par les interactions de sommet final ¢ et de sommet initial j # .

Lemme 12 Pour tout k; € K;, si (j,s,a, FE) € err(k;) alors j =1.

Preuve. Par contradiction, supposons (j, s,a, F) € err(k;) et i # j. Soit E=E; x --- x E,

le pavé formé par l'ensemble des antécédents de E par w; et soit E' = E] x -+ x E!, le pavé
formé par 'ensemble des antécédents de E' = E'U (4, s) par w;. Comme j # i, on a E; = E.
Supposons o = —1 la démonstration étant analogue dans la cas opposé. Alors :

HZ(E) < Hi(E,).

Comme j # i, si k;(E) € E; alors il existe z € E tel que x; = 1;(E) et 27971 € E'. Avec un
tel o :
ki(w(@)) < 2 = (7 < k(w27 ). (A.5)

Comme k; € K;, on en déduit :

fz(i) <z < fi(Iqurl).
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Donc, pour tout € € Vx(x) tel que g; = €; = +1, on a Jf;j(x,e) = +1. Comme z; + 1 = s,
on déduit que (j,s,+,4) est une interaction de G(f) ce qui est faux (car (j,s) € [G(f)]; ). On
obtient la méme contradiction dans le cas ou k;(E’) € E. = E;. Finalement, si x;(E) € E; et
ki(E') ¢ E; alors,

ki(E) < min(E;) < max(E;) < ;(E").

Par conséquent, pour tout z € E tel que 2/<t! € E’ on retrouve l'inégalité (A.5) qui est
contradictoire. On en déduit que i est bien égal a j. O

Donc, si ¢ n’a pas d’entrée (i,s) telle que (4,s) € [G(f)]%, o € {—1,+1}, alors toutes les
applications de K; sont des paramétrages de i dans (G(f), X). Afin de montrer que K; contient
un paramétrage dans le cas général, nous allons montrer qu’a partir d’une application x; € K;
telle que err(x;) # 0, il est toujours possible de trouver une application «; € K; pour laquelle
les «erreurs» sont moins nombreuses.

Lemme 13 Si k; € K; et err(k;) # 0 alors il existe x}, € K; telle que err(x}) C err(k;).

Preuve. On suppose donc k; € K; et err(k;) # (. D’apres le lemme 12, err(x;) contient un
éléement de la forme (i, s, a, E). On supposera a@ = +1, la démonstration étant similaire dans
le cas opposé. Alors :

ki(E') < ki(E) avec E' = FEU(i,s).

On commence par montrer qu’il n’est pas possible d’avoir k;(E’) < s < k;(E). Soit un état
r € X tel que wi(z) = F et ; = s — 1. Avec un tel z, on a w;(z*9*) = E’. Donc, si
ki(E') < s < ki(E) alors

fi(wi(z' ) <@y < (") < Riwile)
et comme k; € K;, on a : 4
fila"™ ) <@ < fi(2).

Donc pour tout € € Vix(z) tel que g, = +1, on a dfii(z,e) = —1. On en déduit que (i, s, —, 1)
est une interaction de G(f) ce qui est faux car nous avons supposé que o = +1 et donc que
(i,8) € [G(f)]]. Par conséquent, on a bien :

ki(E") < ki(E) < s ou s < ki(E') < ki(E).

Supposons s < k;(E’) < k;(E). Afin d’obtenir une application «; € K; tel que err(x}) C
err(k;) & partir de k;, nous allons modifier 'image de E par k; ainsi que I'image de certaines
combinaisons d’entrées effectives de w;(X). Notons I I'ensemble des entrées de ¢ dans G(f) de
sommet 7 :

I'={(i,s)/(i,s) € [G(f)]i}-
On pose :
N={U/UecwX), E\ICUCEFEetr(E")<ri(U) <ri(E)}
et on considére I'application & : w;(X) — X; définie par :

Hi(E/) siUeN

VU € wi(X), ri(U) = {,{.(U) sinon.
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Montrons que x; € K;. Si &} ¢ K; alors il existe z € X tel que :
signe(r,(wi(x)) — z;) # signe(ki(w;(z)) — ;) (A.6)
On en déduit w;(z) € N d’ou :
s < Ki(wi@)) = Ki(E') < ki(wi(z)).
Or, comme (i,5) ¢ F et w;(x) C E, on a x; < s. Donc :
i < ki(wi(z)) < ki(wi(z))
ce qui contredit (A.6). Donc, k] € K;. Montrons finalement err(x,) C err(x;). Comme E €
N, on a k[(E) = ki(E') et comme E' ¢ N, on a x/(E') = k;(E'). Donc k(E) = &j(E').
Par conséquent, (i,s,+, E), qui est une «erreur» pour s; n’est pas une «erreur» pour K :
(i,s8,+,E) & err(x;). 1l suffit donc de montrer err(x’) C err(x). Supposons (i,s',a/,U) €
err(k'). On pose U' = U U (i, s'). Comme «}(U) # k,(U') ona U ¢ N ou U" & N. On procéde
au cas par cas :
1. SiUE N et U ¢ N alors k,(U) = k;(U) et k,(U") = k;(U’) donc (i,s',a/,U) € err(k;).
2. Supposons U € N et U' € N. On a :
kiU = ki (E") < ki (U") < ki (E).
De plus, comme E\I CU CU CFEetU¢N :
ki(U) = Ky(U) < ki (E) ou ki(E) < ky(U) = ki (U).
Donc, si &;(U) < &5(U"), on a k;(U) < k;(U'), et si kL(U") < k,(U) on a k;(U") < k;i(U).
On en déduit (4,5, 0/,U) € err(k;).
3. Supposons finalement U € N et U' € N. Si U = E alors U’ = E' donc ,(U) = k;(E') =
ki(U’) ce qui est faux. Donc, E\ I C U C U’ C E et on montre comme dans le point
précédent que (i,s',a/,U) € err(k;).

Donc err(k}) est bien un strict sous-ensemble de err(k;).

Si k;(E') < k;(E) < s alors on pose
N={U/)U €ew(X), EFCUCFE UIetr(E)<r(U) <ri(E)}
et on considére l'application & : w;(X) — X; définie par
i(F ivUeN
WewX), ) =] ) s
ki(U) sinon.

En raisonnant comme précédemment, on montre k, € K; puis err(k}) C err(s;). O

Comme K; est non vide, on déduit de ce lemme qu’il existe une application x; € K; tel
que err(r;) = (. Cette application k; est alors un paramétrage de ¢ dans (G(f), X).

Ainsi, pour ¢ = 1,...,n, il existe un paramétrage ; de i dans (G(f),X) tel que :
Vo € X, fli(z) = signe(fi(z) — ;) = signe(ri(w;(z)) — ;).
Donc k = (ki1,...,Kn) est un paramétrage de (G,X) tel que GTA(f) = GTA(k ow). On en

déduit que GTA(f) est bien une dynamique de (G(f),X), d’ou le théoréme 4.
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Annexe B

Exemples de fichiers

On s’intéresse a la dynamique du 2-réseau d’interactions a seuils (G,X) ou X = {0,1} x
{0,1,2} et ou G est donné par :

1+

R
S

1—

Plus précisément, on voudrait savoir s’il existe une dynamique GTA(f) associée a ce réseau qui
reflete toutes les interactions du réseau (i.e. telle que G(f) = G) et telle que le niveau de b
puisse rester définitivement & 2 aprés avoir pris cette valeur 2. On écrit le fichier suivant :

NET{

a =1=>|* b

b =2=>>x b

b =1=||* a

}

CTL{

"b=2 -> EF(AG(b=2))"
}

Le fichier de sortie produit par SMBioNet est le suivant :

### SMBioNet OUTPUT GENERATED WITH THE COMMAND LINE
### SMBioNet -g -p -s smallEx.net

### NET AND SPECIFICATIONS

NET
{
#gene a and its targets
a: 0..1
a =1=>|* b
#gene b and its targets
b :0..2
b =1=|[|* a
b =2=>>% b
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PARA
{
#parameters of gene a
K_a : 0..1
K_at+b : 0..1
#parameters of gene b
K_b : 0..2
K_b+a 0..2
K_b+b 1.2
K_b+at+b : 1..2
X
CTL
{
"(b=2 -> EF(AG(b=2)))"
X

### SELECTION AMONG 144 GENERATED MODELS
MODEL "49"

#state transition graph

a b (id state) --> (id 1st next state) (id 2nd next state)
0+ 0 (0) -—> (1

1 0+ (1) --> (3)

0 1- (2) --> (0)

1- 1 3) -—> (2)

0 2 4) -->

1- 2- (B) --> (4) (3)

#parameters of gene a
K_a =1

K_atb =0
#parameters of gene b
K_b =
K_b+a
K_b+b
K_b+atb <

]
= N = O

#signs of the regulations from a

H HHF HH HEHHEHHEHEHEHHEHHEHEHEHHER

a ==>|*b
#signs of the regulations from b
b ==||* a
b ==>>% b

### 2/144 MODELS SELECTED FOR SIGNS
### 1/2 MODELS SELECTED FOR SIGNS + CTL
### TIME : Ols

La partie NET AND SPECIFICATIONS reprend les informations du fichier d’entrée et indique les
niveaux de concentrations associés aux entités par défaut. On y trouve également le domaine
de variation des parameétres dans l’ensemble minimal de paramétrages génériques. La partie
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SELECTION AMONG 144 GENERATED MODELS contient la description des dynamiques associées
aux réseaux qui vérifient les spécifications. Ici, il n’y en a qu’une. Elle est décrite sous la forme

d’une table. Graphiquement :

(0,1) «—— (1,1)

(0,0) — (1,0)

On voit que le niveau de b peut effectivement rester définitivement & 2 aprés avoir pris la
valeur 2. Les paramétrages génériques permettant d’obtenir cette dynamique sont ensuite in-
diqués. Le réseau d’interactions minimal pour la dynamique est finalement donné. Suivant nos
spécifications, il est bien égal au réseau d’entrée.

La fin du fichier nous informe que seuls deux paramétrages, parmi les 144 énumérés, dé-
finissent une dynamique qui refléte la totalité du réseau. Seules ces deux dynamiques ont été
confrontées a la formule de CTL. La dynamique qui a été rejetée par la formule est la suivante :

(0,2) «— (1,2)

(0,1) «— (1,1)

Voici le fichier qui a été transmis & NuSMV pour tester la premiére dynamique :
---- NuSMV input generated by SMBioNet ----

MODULE main

VAR
a: 0..1;
b:0..2;
DEFINE
F_a :=
case
b>1:0; --K_atb
1:1; -- K_a
esac ;
F_b :=
case
a>1&b>2:1; -- K_b+tatb
b>2:2; -- K_b+b
a>1:1; -- K_b+a

1:0; -- K_b
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esac ;
ASSIGN
next(a) :=

case
a=F_,a:a;

a>Fa:{a-1,a}t;
a<F,a:{a, a+1} ;
esac ;
next(b) :=
case
b=FDb:b;
b>Fb:{b-1, b} ;
b<Fb:4{b, Db+ 1} ;
esac ;
TRANS

(a=F_a&b=F_b) |
(a '= next(a) & b = next(b)) |
(a = next(a) & b !'= next(b))

SPEC
b=2 -> EF(AG(b=2))

Dans la partie VAR, on déclare les variables a et b. Dans la partie DEFINE, on définit le niveau
cible de a et b, respectivement F_a et F_b, en fonction de I’état du systéme et du paramétrage
considéré. Dans la partie ASSIGNE, on définit les régles d’évolution du systéme maintenant bien
connues : une variable peut augmenter (resp. peut diminuer, reste a la méme valeur) lorsqu’elle
est inférieure (resp. supérieure, égale) a son niveau cible. Enfin, on précise dans la partie TRANS
que : Soit le systéme est dans un état stable (a = F_a & b = F_b), soit il y a exactement une
variable qui évolue.
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