Théorie : la sémantique

Donner un sens aux symboles de la théorie

Soit la formule :
Vx p(x, x)

quelle est sa signification ?

Pour donner du sens a cette formule 1l faut:
* fixer un domaine dans lequel la variable x prend ses valeurs

e donner un sens au symbole de prédicat p comme une relation
entre les ¢léments de ce domaine
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Vx p(x, x)

1¢r sens :
domaine : les entiers
relation p : x est un diviseur de y

Vx p(x, X) a la signification : pour tout entier x, x est
un diviseur de x

2eme gapg ¢
domaine : les humains
relation p : x a peur de y

Vx p(x, x) a la signification : pour tout humain x a
peur de lui-méme



Interprétation

sémantique - syntaxe
Domaine D - affectation Variables V
Fonctions D" - D « Symbole fonction F

Relations D" — {vrai, faux} < calisation gympole prédicat P
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Interprétation

Soit L(F, R, V) un langage
F: symboles de fonction, R: symboles de prédicats,
V: symboles de variables

Une interprétation | de L(F, R, V) est constituée :

— d’un ensemble non vide : domaine D, valeurs pour V (et F, )
— de fonctions F, (de D", dans D, ) réalisation de F
— de relations R, (de D" dans <vrai,faux>) réalisation de R
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Exemple 1:

F = {a (0-aire), g (1-aire)}
R = {p (2-aire) }

Interprétation 11

D;; =N (les entiers naturels)

F,={—>0,x > x+1} (aest0,glafonction successeur)
R ={(x,y) > x <y} (pestlarelation <)
Interprétation 12

D, = Q (les rationnels )

Fhob={—>1,x—>1/x} (aestl,glafonction inverse)
Rp={(x,y) > x<y} (pestlarelation <)
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Types d’interprétation
e du 1¢F ordre MOD

 finiment engendrées FIN

S1 tout éléement de D, est dénoté par un terme clos
(i.e. terme sans variable) du langage L(F,R,V)

Y
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Exemple 1 (suite)

F = {a (0-aire), g (1-aire)}
R = {p (2-aire) }

Interprétation 11

D, =N

F,={a—>0,gx) >x+1}
Ry ={p(X,y) > x<Yyj

Tout ¢lément de N est dénot¢ par g(g(g(....(g(a))))))
ou g apparait n fois quand a est interprété par « 0 » et g par « x - x +1 »

I1 est une interprétation de FIN
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Types d’interprétation (exemples)

F = {a (0-aire), g (1-aire)}
R = {p (2-aire) }

Interprétation 12

D, =Q
Fpo={a—> l,g(x) > 1/x}

R, ={p(x,y) > x<yj
Les termes clos g(g(g(....(g(a)))))) dénotent uniquement 1’entier 1 !!!!

12 est une interprétation de MOD
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Exercice
F = {a (0-aire), g (1-aire)}
R = {p (2-aire) }

Interprétation 13

Di;=N

F={a—>0,gx) —>x+2}
Riz={p(x,y) > x<y;

I3 est une interprétation de ?
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Validité

Soient : L(F,R,V) un langage
I =<F, Ry, D; > une interprétation
¢ une formule du langage

Probleme :
Que peut-on dire de ¢ quand on passe au monde sémantique
correspondant a l’interprétation I ?

Etapes :
¢ est vraie pour une certaine interprétation et une certaine valuation

¢ est vraie pour une certaine interprétation et pour toute valuation

¢ est vraie pour toute interprétation
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Validité (suite)

* Une fonction d’affectation o associe a chaque variable
de V un élément de D,
(on note o x la valeur associée a x)

* Une valuation val d’'un terme t dans I par rapportac
est définie récursivement par :

vallt, o)=o0 x sit=xetxeV
val(t, o ) =f, (vallt, o), ..., val(t,, o)) sit=f(t, .., t,)
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Exemple :
F={ g (1l-aire), f (2-aire), L (0-aire)}
Soit le terme t = f ( g(g(x)), f(L, y)).

Avec | interprétation I1 : D, =N, F; = { g(x) > x + 1, fix,y) = x +y, L—>0}
et la fonction d’ affectation o : x — 3 ety — 8, en appliquant la
définition récursive de la valuation on obtient :

val(t,o)=((cx +1)+1)+(0+0cy)
=((3+1)+1)+((0+73)
=13



epour o =1 (t;, t,, ...,

*pour p=t, =t
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(¢

O est satisfiable dans I
t) ssi(val(t,c),...,val(t,c))er

lLe., ry(val(t,, o), ..., val(t,, o)) = vrai

ssi val(t,, o ) = val(t,, 6 )
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Exemple : F=O, R ={r (2-aire)}
interprétation | : domaine D,: {vert, noir, bleu, jaune}
relation r, : {(vert,vert),(noir,bleu)}
formule : ¢ = r(x,y)
valuation ¢, : x —> vert, y — vert
valuation o, : x — vert, y — noir
(val(x, o}), val(y, ;) ) = (vert, vert) e r, donc I

=
(val(x, 0,), val(y, o,) ) = (vert, noir) ¢ r,  donc | =

Donc ¢ = r (x,y) est satisfiable pour la valuation o,

25/09/2017 Sémantique 14



Exemple

F = { g (1-aire), f (2-aire), L (0-aire)}
[1:D, =N, F;={gx) —»>x+1fxy) >x+y L—>0}

tl = f(g(g(x)), y) 2 = 1(g(x), g(y))
G:XxX—>3,y—>2

[E tl=t2

Car val(t,c)=(3+D)+1)+2=7
et val(t,, o) =(B3+1)+ (2+1)=7
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* pour (
* pour (

* pour (
* pour (

I E

- ¢| (suite)

c satisfait ¢ dans I (ou ¢ est satisfiable dans I)

* pour (

D=0

D=0, vV O,
D=0 A O,
) = O = O,
=0, < O,

SS1
Ssi
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I E (
I E (
I £
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b, etl E o,
,oul £ ¢,

II:G(
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Exemple : F =, R = {r (2-aire)}

formules : O, = 1(X,y,), O, = 1(X,y)
interpretation I 1 domaine D,: {vert, noir, bleu, jaune}
relation 1, : {(vert,vert),(noir,bleu)}
valuation 6 : X — vert, y — vert, y; — jaune

I — 0,
| 0V o,

1Kl

Exercice

interpretation J : domaine Dy N
relation r; : <
valuationc : x > 8,y > 2,y;, > 5
I 7 =¢

J 7 ¢vo,
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IE ﬂ (suite)

Formules quantifiées

(I) = VX ¢1 - Si Pune des formules obtenues en substituant un

elément de D a toutes les occurrences libres de x dans ¢ ¢, est fausse
dans I, alors ¢ est fausse, sinon ¢ est satisfiable dans I pour la valuation
G

(I) =dx (I)l: Si I’une des formules obtenues en substituant un €lément

de D a toutes les occurrences libres de x dans ¢ ¢, est satisfiable dans I,

alors ¢ est satisfiable dans I pour la valuation G, sinon ¢ est fausse dans
|
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Exemple : F = {f (I-aire)}, R ={eq (2-aire)}

Interprétation I :
domaine : {0, 1, 2, 3} relation eq; : (x,y) > x=Yy
fonction f; : x = (x+1) mod 4
formule : ¢ = eq(x,f(y))
valuationc : y —> 2
I E dx¢  carx=3satisfait o ¢ dans I
I ¢ Vx¢ carx=2ne satisfait pas c ¢ dans I
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¢ est satisfiable dans I pour &

¢ est valide dans I ss1 Ik ¢ pour tout o

On dit alors que I est un modéle de ¢

¢ est fausse dansI ssi I £ ¢ pourtout o

On dit aussi que (I) est insatisfiable dans I

¢ est un théoréme (ou universellement valide)
ssi IE£ ¢ pour tout I

¢ est conséquence logique de la théorie T ssi

= Tt=0
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Exemples :

P=V X X+1>x
Interprétation |: domaine : les entiers, + addition, > supérieur

I[=o

G, =V X, x+1<x ¢, =3x, x+1<x
Interprétation | : les entiers, + addition, < inférieur

VAP NVAFS

¢ =V x, p(x) v —px)
= 0
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