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Informatique Théorique
TD5
SI3-MAMS3

Gammes

Soit & = abbcc un mot sur alphabet V' = {a, b, c}.

1.

B~ W

Quelle est la valeur de |z| ?

. Donner un mot de V3 qui n’est pas un facteur de x.
. Donner tous les facteurs de = qui appartiennent a V3.
. Donner I'ensemble Pref(z) des préfixes de x.

. Donner I'ensemble Suf f(x) des suffixes de x.

V]

5
aaa.
. {abb, bbe, bee}
. Pref(x) = {¢,a, ab, abb, abbc, abbcc}.

. Suf f(x) ={e, ¢, cc, bee, bbee, abbec} .

un peu, beaucoup, passionnément,.....

. Déterminez un mot de longueur 7 sur un alphabet a deux lettres ayant le plus petit nombre possible

de facteurs différents.

. Déterminez un mot de longueur 7 sur un alphabet & deux lettres ayant le plus grand nombre possible

de facteurs différents.

Supposons que alphabet soit ¥ = {a, b}

1.

2.

Il y en a deux, les deux mots de longueurs 7 n’utilisant qu’une lettre, c’est a dire ici aaaaaaa et
bbbbbbb. Ces mots ont un seul facteur de longueur k, pour toutes les longueurs possibles ( c’est a
dire 0 <k <7)

Par exemple aababbb. Il y a un seul facteur de longueur 0 (on ne peut pas faire mieux il n’y a
qu’un mot vide), deux facteurs de longueur 1 (on ne peut pas faire mieux il n’y a que deux lettres
dans lalphabet), quatre facteurs de longueur 2 (on ne peut pas faire mieux il n’y a que deux lettres
dans Palphabet), 5 facteurs de longeurs trois ( on ne peut pas faire mieux dans un mot de longeur
7 et cela assure la maximalité du nombre de facteurs de longueur k > 3, puisque deux facteurs de
longueurs k& ne commencant pas au méme endroit dans le mot commencent par deux facteurs de
longueur 3 ne commencant pas au méme endroit dans le mot, et sont donc différents).
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Distributivité

Soit ¥ un alphabet et L, M, N trois langages sur cet alphabet. Les égalités suivantes sont-elles vraies ou
fausses 7

1.
2.

L(MUN)=(L.M)U(LN

—~
~—

L(MNN)=(LM)N (LN

~—

1.

La concaténation est distributive par rapport a 'union:
L(MUN)=(L.M)U(L.N)

En effet soit m un mot de L.(M U N). Il existe donc un mot v dans L et un mot v dans M U N,
tel que m = ww. Si v appartient & M alors m € L.M donc m € L.(M U N), sinon v appartient
a Ne me LN doncm € L(MUN). Dans tous les cas, on a bien m € L.(M UN). Donc
L(MUN)C(LM)U(L.N)

De la définition de la concaténation des langages, il découle que si X C Y alors M.X C M.Y,on a
donc LM C L..UMUN) et LLN C L.(MUN), on a donc (L.M)U (L.N)C L.(MUN)

L.(MNN) # (L.M)N (L.N)

En fait L. .M NN) C (L.M)N(L.N). En effet, soit m un mot de L.(M N N). Il existe donc un mot
u dans L et un mot v dans M N N, tel que m = wv. Puisque v € M, m € L.M.Puisque v € N,
m € L.N. Donc m € (L.M)N (L.N).

En revanche on n’a pas toujours I'inclusion dans l'autre sens. Par exemple choisissons L = {a, ab},
M = {bc} et N={c}. Ona M NN =0, donc L.(M NN) =0, alors que (L.M) N (L.N) = {abc}

~ W

Union étoilée

. Montrer qu’il existe des langages Ly et Lo sur le méme alphabet V', tels que (L; U Lo)* # LT U L3.
. De fagon similaire, trouver des langages Ly et Lo tels que (Li.Lo)* # Ly.L3.

. L étant un langage quelconque, L* est-il toujours un langage infini ?

. Peut-on avoir L* = M* quand L # M ?

. Avec L = {00,01,10,11}, montrer que L* est I’ensemble des mots de longueur paire. Peut-on

trouver un langage X tel que X* soit I’ensemble des mots de longueur impaire ?

1-2

Par exemple pour V' = {a, b}, on peut choisir L; = {a}* et Ly = {b}*. Le mot abab appartient a
(L1 U Ly)*, mais pas & L} U L3, de méme, il appartient a (L;.L2)* mais pas a Ly.L}.

On peut aussi choisir V = {a}, L; = {aa} et Ly = {aaa}. Le mot aaaaa appartient & (L; U L2)*,
mais pas & LT U L5 . Ce méme mot aaaaa appartient & (L1.L2)* et & L7.L5. En revanche, le mot
aaaa appartient & L] et donc a L7.L3, mais il n’appartient pas a (L1.Lo)*.

Les seuls cas ou L* n’est pas un langage infini sont les cas L = () et L = {e}. En effet dés que L
contient un mot m non vide, si la longueur de ce mot est k, L* contient un mot de longueur kp
(obtenu en concaténant m avec lui méme suffisamment de fois), pour tout entier k, donc c’est un
ensemble infini.

oui, par exemple si L = {b} et M = {bb,b}, on a L* = M* = {b}*
Clairement L* ne contient que les mots de longueurs pairs. Il les contient tous, car L contient tous
les mots de longueur deux.

Il est impossible d’obtenir ’ensemble des mots de longueur impair comme 1’étoile d’un langage X.
En effet X doit contenir doit contenir au moins un mot non vide, et le carré de ce mot ( de longueur
pair le carré) est dans X*.




5 Simplification & gauche

On considére un alphabet A, deux mots m et m’ de A* et deux langages L et M sur 'alphabet A
1. Si{m}.L = {m}.M alors a-t-on L=M ?
2. Si {m,m'}.L = {m,m’}.M alors a-t-on L = M ?

1. oui, soit ! un mot de L, puisque {a}.L = {a}.M, il existe m un mot de M tel que al = am, mais
alors on a forcement [ = m et donc [ € M, on a donc L C M. La réciproque se montre de maniére
symétrique.

2. non pas forcement, par exemple on a {a,aa}.{a®}* = {a,aa}.{a}*

6 Triminos

On suppose que n est un entier non nul. Soit un échiquier ayant 2™ cases par coté. Un trimino est un
morceau d’échiquier de 3 cases non alignées.

1. Prouvez que l'on peut recouvrir par des triminos, un échiquier ayant 2" cases par coté et auquel on
a enlevé une case de coin.

2. Prouvez que le recouvrement est possible quel que soit 'emplacement de la case que I'on enl éve a
léchiquier. En déduire que Vn € N 22" — 1 est divisible par 3.

3. Conclure que la condition de divisibilité est une condition nécessaire mais pas suffisante.

Preuve par induction structurelle sur la structure des échiquiers , un echiquiers s’obtenant & partir de
4 echiquiers

7 Libre ou pas

1. Donnez et prouvez une définition inductive pour I’ensemble des mots binaires palindromes. Est-ce
que la définition est libre ?

2. Donner un exemple de schéma inductif, ne comportant qu'une régle et qui cependant n’est pas libre.

3. Donner et prouver une définition inductive pour ’ensemble des mots sur l’alphabet ¥ = {a, b} ne
comportant pas deux a consécutifs. Votre schéma est-il libre 7

1. Une définition possible est

e Base {¢,0,1} C FE
e Reégles

— RO: me E=0m0eFk
— Rl:meFE=1mleF

Soit P I’ensemble des mots binaires palindromes.
Montrons ’égalité des deux ensembles.
e LCP
La preuve se fait trés simplement par induction structurelle

— Base: € ,0,1 sont bien des palindromes binaires.

— Propagation: Supposons que m est un palindrome binaire, alors il en est de méme de 1ml
et de OmO0.

e PCFE
La preuve se fait sur la longueur des mots de P

— Si cette longueur est 0 alors le mot est dans la base de F, donc dans F.



— Supposons que tout mot de P de longueur < k est aussi dans E.
— Soit alors m un mot de P de longueur k.
x Si |m| =1, il est dans la base, on peut donc le supposer de longueur au moins 2

% Si la derniére lettre de m est un 1 alors la premiére lettre doit aussi étre un 1 et ainsi
m = 1m'l et m' est lui aussi un mot de P. Comme |m/| < k, m’ est dans FE (par
hypothése de récurrence) et donc m = 1m'1 est aussi dansE (par définition de FE).

* Sinon, la derniére lettre de m est un 0, mais alors sa premiére lettre est aussi un 0 et
on a m=0m'0 et m' est lui aussi un mot de P. Comme |m’| < k, m’ est dans F (par
hypotheése de récurrence) et donc m = 0m/0 est aussi dans E (par définition de E).

Le schéma est libre, en effet :

e aucun mot ne peut étre dans la base (donc de longueur de un) et produit par une régle (donc
de longueur au moins deux)

e un mot se terminant (et commencant) soit par un un soit par un zéro, il ne peut étre produit
que par 'une des deux régles.

e Un seul antécédent est possible pour une régle donnée, car 1ml=1m'1 entraine m = m’ et de
méme 0m0 = 0m’0 entraine m = m/'.

2. e Base ¢, a est inclus dans F
e Régles

— R1 :Sim et m’ sont dans E, alors mm/ est dans F

3. Une définition possible est

e Base €, a est inclus dans F
e Régles

— R1 :Sim est dans F, alors mb est dans E
— R2 :Sim est dans F, alors mba est dans E

Soit M BS2AC Vensemble des mots de {a,b}* ne comportant pas deux a consécutifs

Montrons 1’égalité des deux ensembles

e FE est inclus dans M BS2AC
La preuve se fait trés simplement par induction structurelle

— Base: € et a sont bien des mots de {a,b}* et ne comportent pas deux a consécutifs
— Propagation: Supposons que m ne comporte pas deux a consécutifs, alors il en est de
méme de mb et de mba.
e M BS2AC est inclus dans F
La preuve se fait par récurrence sur la longueur des mots de M BS2AC

— Si cette longueur est 0 alors le mot est dans la base de F, donc dans E
— Supposons que tout mot de M BS2AC de longueur < k est aussi dans F
— Soit alors m un mot de M BS2AC' de longueur k.
Si |m| = 1, alors soit m = a et m est dans la base, soit m = b et il est produit par la régle
R1 a partir de e.
On peut donc supposer k au moins égal a deux.
x Si la derniére lettre de m est un b, alors m = m’b et m’ est lui aussi un mot de
MBS2AC. Comme |m/| < k, m’ est dans E (par hypothése de récurrence) et donc
m = m'b est aussi dans F (par définition de E).
% Sinon, la derniére lettre de m est un a, mais alors son avant derniére lettre est forcément
un b et m = m'ba, et m’ est lui aussi un mot de MBS2A0C. Comme |m/| < k, m’

est dans F (par hypothése de récurrence) et donc m = m'ba est aussi dans E (par
définition de F)

Le schéma est libre, en effet :

e aucun mot ne peut étre dans la base (donc de longueur un) et produit par une régle (donc de
longueur au moins deux)

e un mot se terminant soit par un b soit par un a, il ne peut étre produit que par I'une des deux
régles.



e un seul antécédent est possible pour une régle donnée, car mb = m’b entraine m = m’ et de
méme mba = m’ba entraine m = m/.

un autre schéma possible

e Base €, a sont dans F

e Régle m, m’ dans £ = mbm/ dans E

Mais ce schéma n’est pas libre

8 Pas de jaloux

Soit M le sous ensemble de {a, b}* constitué des mots ayant autant de a que de b.
Soit F l’ensemble défini de maniére inductive par

1.

- W

Base : B = {e}

Regles : Q = {wq,wq} avec wy(m) = amb et wq(m) = bma.
Le schéma définissant F est-il libre ?

A-t-on M C E?

Aton ECM?

Déterminez et prouvez une définition inductive pour M.

Donnez une définition non inductive de E.

Le schéma définissant E est libre, en effet
— aucun mot ne peut étre dans la base (donc de longueur nulle) et produit par une régle (donc
de longueur au moins deux)

— un mot se terminant soit par un a soit par un b, il ne peut étre produit que par I'une des deux
régles.

— Un seul antécédent est possible pour une régle donnée, car amb = am’b entraine m = m’ et
de méme bma = bm’a entraine m = m’.

M n’est pas inclus dans E. Par exemple, le mot abba appartient a M (il comporte autant de a que
de b), mais pas dans E ( il n’est pas dans la base et aucune régle ne peut le produire puisque sa
premiére et sa derniére lettre sont identiques).

F est inclus dans M. La preuve se fait facilement par induction structurelle

— Base : le mot vide contient autant de a que de b (zéro de chaque)

— Propagation : Supposons que m contienne autant de a que de b, alors clairement il en est de
méme de amb et de bma.

— Soit F' ’ensemble défini de maniére inductive par

* Base: e€ F

x Regles :
1. mm eF=mm eF
2. meF =bmacF
3. meF=ambeF

*

Montrons que M = F

*

Clairement par induction structurelle on a F' C M

*

Réciproquement, montrons par récurence sur la longueur des mots de M que M C F
- Base : Un mot de M de longueur nulle est le mot vide, il est donc dans F
- Supposons que tout mot de M de longueur au plus n est dans F



- Soit m un mot de M de longueur n + 1. Si m ne commence et ne termine pas par
la méme lettre, on peut supposer que 'on a m = am’b, m’ a autant de 'a’ que de
b, il est donc dans M il est de longueur n — 1 il est donc dans F. Donc m est dans
F. Sinon, c’est que m commence et termine par la méme lettre, disons un ’a’. On a
m = am’a. Soit prefize(i) le préfixe de m de longueur i. Calculons pour tout ¢, f(i)=
le nombre de ’a’ de prefize(i) moins le nombre de b’ de prefize(i).On a f(1) =1 et
f(n) = —1. Tl existe donc un entier k compris entre 1 et n tel que f(k) = 0. Posons
my = prefixze(k), et soit my tel que m = mymy. Les deux mots m; et mo sont tous
les deux dans M, ils sont tous les deux de longueur au plus n, ils sont donc tous les
deux dans F', et donc m est dans F'.

9 Maux de parenthéses

1. Soit LP le langage défini sur 'alphabet {(, )} par

e Base: B = {¢}
e Regle : Q = {w} avec w(u,v) = (u)v.

e Montrer par induction structurelle que les mots de LP ont exactement autant de ( que de ).

— Notons my = (¥)*. On montre facilement par récurrence sur k que tous les my, sont dans
LP. En effet on a mgy1 = (my)e

— On montre facilement par récurrence sur k que tous les d* sont dans LP. En effet on a
dFtl = (e)d*

- ())() = (m1)d est dans LP

— * tous les mots de la base de LP (c’est a dire €) ont autant parenthéses ouvrantes que

de fermantes
* Siful = [uly =k et [v| = |[v]y = K alors [(u)v] = [(u)v]y =k +k +1

e Le schéma est il libre ?

2. Considérons LBP ’ensemble des mots m sur I'alphabet ¥ = {(, )} tels que |m| = |m|) et dans
tout pr éfixe u de m, |u|¢ > |ul).

(a) Montrez que LBP = LP
(b) Montrez que le schéma définissant LP est libre

Notons P(m) la propriété :
m € {(,)}*, Vp, p préfixe de m |p[ > [p|) et [m| = |m]
Notons que m € LBP est équivalent & P(m).

e Montrons d’abord par induction structurelle que LP C LBP

— Base P(e) est vrai.
— Propagation : Montrons que P(u) et P(v) entrainent P((u)v).
Un préfixe de (u)v est soit
* €
* (py OU Py est un préfixe de u
* (u)p, ot p, est un préfixe de v
Dans tous les cas, ce préfixe comporte au moins autant d’ouvrantes que de fermantes. De
plus (u)v contient exactement autant d’ouvrantes que de fermantes.
Donc P((u)v) est bien vrai.
e Pour démontrer la réciproque on introduit la fonction suivante:
Soit altitude(m,i)= le nombre de ( - le nombre de ) dans le préfixe de longueur ¢ de m,
P(m) < Vi,0 < i < |m|, altitude(m, i) > 0 et altitude(m,|m|) =0
Proposition 1
Pour tout mot m de {(,)}*, Vi, 1 < i < |m|+ 1 altitude((m, i) = altitude(m,i — 1) + 1
Proposition 2



Pour tous les mots m, m’ de {(,)}*,

Vi,0 < i <|ml, altitude(mm’, i) = altitude(m, 1)

Vi, |m|+ 1 <i<|m|+|m/|, altitude(mm/, i) = altitude(m, |m|) + altitude(m’,i — |m])),
Montrons par récurrence sur n la propriété

H(n): tout mot m de longueur n vérifiant P(m) est dans LP

H(0) est vrai car € est le seul mot de longueur 0 et il appartient a LP;

Supposons H (p) vrai pour tout p<n;

Soit m un mot vérifiant P(m) et de longueur n. Notons m; la i-éme lettre de m.

Soit k le plus petit entier tel que altitude(m, k) = 0 (il existe car altitude (m,|m|)) = 0)

On a nécessairement altitude(m,k — 1) =1 donc my, =)

Posons u = mamg...mg_1, et v = My11..my,

On am = (u)v.

D’aprés la proposition 2 , on a altitude((u)v, i) = altitude((u,7) Vi,0 < i < |u| + 1.

D’aprés la proposition 1, on a altitude((u,i) = altitude(u,i — 1) +1 Vi, 1 <i < |u| +1

Donc Vi, 1 <1 < |u| altitude(u, i) = altitude((u,i+1) — 1 = altitude(m,i+1) —1 > 0 puisque
i <k, et altitude(u, |u|)) = altitude(m,k —1) —1=0

Le mot u appartient donc & LBP.

D’aprés la proposition 2, altitude(v,i) = altitude(m,i + |(uv)])) Vi,1 < i < |Jv]. On a donc
altitude(v,i) > 0, Vi, 1 <i < |v| et altitude(v, |v|) = 0 Le mot v appartient donc & LBP.

Les deux mots u et v sont de longueur strictement inférieure a n, donc par hypothése ils sont
dans LP.

Par définition de LP, m est donc aussi dans LP.

Montrez que le schéma définissant LP est libre

Clairement un mot ne peut pas étre a la fois dans la base et construit par les régles.
Supposons qu'il existe m = (u)v=(u')v’, avec u,v,u’,v" dans LP. Avec la méme fonction
altitude que pour la question précédente, on a altitude((u), |u|+2) = 0 = altitude((v'), |u'|+2).
Supposons que u et u’ soient différents, alors ils sont forcement de longueur différente. On
peut donc supposer que |u| < |u’|. Alors u) est un préfixe de v’ puisque (u)v = (v')v' mais u)
contient plus de ) que de (, en contradiction avec v’ dans LP. Donc v = v/, et donc v = v’.

3. LP2 est définit inductivement par

e Base: B ={¢}

Regles : Q = {w1, wa} avec wy(u) = (u) et wa(u,v) = uw.

Montrez que LP = LP2.
Le schéma définissant L P2 est-il libre ?

Montrons tout d’abord que LP est inclus dans LP2, par induction structurelle sur LP
Tout mot de la base de LP est dans LP2, car les deux ensembles ont la méme base.

Supposons que les mots u et v de LP soient aussi dans LP2, alors par définition de LP2, le
mot (u) est dans LP2 (Régle 2) et puisque (u) et v sont dans LP2, (u)v est dams LP2 (Regle
1), donc si u et v sont dans LP2, (u)v est dans LP2.

On vient de prouver que tous les mots de L P ont la propriété d’appartenir & L P2 par induction
structurelle sur LP2.

Montrons maintenant que LP2 est inclus dans LBP

A nouveau, faisons une induction structurelle sur LP = LBP cette fois.

Tout mot de la base de LP2 est dans LP

Si un mot u de LP2 est dans LP il en est de méme de u = (u)e.

Soient maintenant v et v mots de LP2 , supposons qu’ils sont dans LBP, il en est alors de
méme pour uv est lui aussi dans LBP (d’aprés la propriété 2, on vérifie que laltitude n’est
jamais négative)

Ce schéma n’est pas libre : par exemple le mot ()()() peut étre produit & partir de la premiére
régle avec u = () et v = ()() ou bien avec u = ()() et v = ()
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(mots

Soit A l'alphabet {(, )} et soit L le sous ensemble de A* formé des mots dont tous les préfixes contiennent
au moins autant de ( que de ).

1.
2.

Donnez une définition inductive de L et prouvez-la.

Montrez que L n’est pas égal a I’ensemble des mots bien parenthésés. Comment peut-on associer a
un mot de L, un mot bien parenthésé ?

Le schéma que vous avez donné a la premiére question est-il libre ou ambigu ?

Notons Q(m) la propriété :

m € {(,)}" , Vp, p prefixe de m |p|( > [p|) .

Notons que m € L est equivalent a Q(m).

En utilisant la fonction altitude définie & ’exercice précédent, on a aussi
Q(m) & Vi,0 <i < |m|, altitude(m,i) > 0

1.

Une définition possible est

e Base : € est dans M

e R égles :Sim et m/ sont dans M alors (m et (m)m’ sont dans M
M est inclus dans L par induction structurelle, en effet

e ¢ appartient & L
e Supposons Q(m), on vérifie que 'on a Q((m)

e Supposons Q(m) et Q(m’), on verifie que l'on a aussi Q((m)m’)

Réciproquement,montrons par récurrence sur n que tout mot de L de longueur n appartient a M.
Base Si n = 0,m = € et donc m appartient & M

Etape inductive

Supposons que tout mot de L de longueur strictement inférieure ? n appartient a M

Soit v un mot de L, de longueur n

Premier cas : altitude(u,i) > 0 pour tout 7, 1 <i<n

Si uw n'est pas le mot vide, alors u = (v/, et comme altitude(u,i) = altitude(v',i — 1) + 1,
altitude(u',j) > 0, pour tout j 1 < j < n — 1, et donc v’ appartient & L. Comme v’ est de
longueur n — 1, par hypothése de récurrence u’ appartient & M. Donc u appartient & M par
définition de M.

Deuxiéme cas : il existe k tel que altitude(u, k) =0

Soit j le plus petit entier tel que altitude(u,j) = 0. On a donc altitude(u,i) > 0, pour tout
i1<i<j-—1.

La jieme lettre de u est nécessairement un ).

Soit m tel que (m) est le prefixe de longueur j de w.

Comme altitude(u, k) = 1+ altitude(m, k — 1), m appartient a L, et par hypothése de récurrence
aM.

Soit m' le motéventuellement vide tel que uw = (m)m/, on a altitude(u, k) = altitude(m’, k — j), et

donc m' aussi appartient & L et par récurrence & M. On a donc u = (m)m/’, avec m et m’ dans M,
donc u appartient a M.

Une autre définition possible est

e Base : € et ( sont dans M

e Régles :Sim et m' sont dans M alors (m) et mm/' sont dans M
Les preuves sont similaires

Le mot ( est dans M mais n’est pas bien parenthésé. En fait pour tout mot de M, il suffit d’ajouter
en fin le nombre de ) nécessaires pour équilibrer le nombre de ) et de ( pour rendre ce mot bien
parenthésé.

Le premier schéma donné n’est pas libre, en effet le mot (() peut étre dérivé soit avec la régle (m
et m = (), soit avec la régle (m)m’ avec m = ( et m’ vide. Le second schéma n’est pas libre non
plus, le mot ((( peut étre dérivé par la régle mm’ avec m = ( m’ = ((, soit avec m’ = (, = ((.




