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1 Expression polonaise

Soient Var et Op deux alphabets disjoints.
On pose A= Var U Op.
On appelle langage des expressions polonaises préfixées le langage L sur A défini par le schéma:

e Base Var C L
e Reégle w € Op,u,v € L = wuv € L
1. Montrez qu'un mot w de A* appartient & L si et seulement si il vérifie les deux conditions suivantes:

e w contient une variable de plus que d’opérateurs

e tout préfixe propre p de w contient au moins autant d’opérateurs que de variables
2. Montrez que le schéma définissant L est libre.
3. Ecrire une méthode récursive pour calculer la valeur d’une expression polonaise

4. Ecrire une méthode récursive pour transformer une expression polonaise en expression complétement
parenthésée.

1. Montrons par induction structurelle sur L que tout mot m de L vérifie les 2 propriétés.

Pour la suite de I'exercice nous introduisons les notations suivantes :

e Pour un mot m, var(m) désignera le nombre de variables dans m.
e Pour un mot m, op(m) désignera le nombre d’opérateurs dans m.

e Pour un mot m, dif f(m) = op(m) - var(m).

Avec cette notation les deux propriétés deviennent:
iodif f(w)=-1
ii. pour tout préfixe propre p de w dif f(p) > 0.

Si m est dans la base, alors var(m) = 1 et op(m) = 0 et m n’a que le mot vide comme préfixe
propre, donc les deux propriétés sont vérifiées.

Supposons que u et v vérifient les deux propriétés, alors wuv vérifie aussi les deux propriétés. En
effet par hypothése : var(u) = op(u) + 1 et var(v) = op(v) + 1, donc var(wuv) = var(u) + var(v)
= op(u) + 1+ op(v) + 1 = op(wuv) + 1. Et donc uv vérifie la premiére propriété

Pour montrer que wuv vérifie la seconde propriété, examinons p un préfixe propre quelconque de
wuY

e Cas 1, p=w , alors p vérifie bien var(p) =0 < 1 = op(p).

e Cas 2 p = wp, ol p, est un préfixe propre de u. Par hypothése d’induction var(p,) < op(p.),
et donc var(p) < op(p).

e Cas 3 p = wup, ol p, est un préfixe de v (p, # v). Par hypothése d’induction var(u) =
op(u) + 1 et var(p,) < op(py), et donc var(p) < op(p).



Réciproquement, montrons par induction sur la longueur du mot que si un mot vérifie les deux
propriétés, alors il appartient & L.

Soit w un mot vérifiant les deux propriétés, c’est a dire tel que dif f(w) = —1 et dif f(p) > 0 pour
tout préfixe propre p de w.

Si w est de longueur 1, alors w est une variable (& cause de la propriété 1) et w appartient a L.

Sinon supposons que tout mot de longueur inférieure ou égale a n vérifiant les deux propriétés est
dans L.

Soit w un mot de longueur n+1, vérifiant les deux conditions, alors nécessairement ce mot commence
par un opérateur : w = ws (remarque : on ne peux pas dire ici que s vérifie les propriétés i et ii
parce que ce n’est pas vrai, on va chercher deux mots u et v qui vérifient les propriétés (et qui donc
par hypothése de récurrence seront dans L), tels que s =uv )

Appelons s; le préfixe de s comportant i lettres. Puisque ws; est un préfixe de w, dif f(ws;) > 0,
d’autre part puisque ws, =w, on a dif f(ws,) = —1. Puisque dif f(w) =1, il existe i, 1 <i<n-—1
tel que pour tout j<i, dif f(ws;)>0 et dif f(ws;) =0 (i est le plus petit entier tel que dif f(ws;)
=0). Puisque w est un opérateur, on a donc pour tout j<i, dif f(s;) > 0 et dif f(s;) = —1.

Donc s; vérifie les deux propriétés, comme il est de longueur strictement inférieure a n, il est donc
dans L.

Soit r tel que w = ws;r. Puisque dif f(ws;) = 0, r lui aussi vérifie les deux conditions. Comme 7
est de longueur strictement inférieure a n, il appartient a L, il en est donc de méme pour w.

2. Montrons que le schéma est libre

Soit w un mot de L, ayant n lettres, et supposons qu’il existe deux opérateurs wy et ws et quatre
mots de L uq, ug, v1,v9 tels que w = wiuiv; = wolig¥s .

Nécessairement w; = ws .

Si ug et ug sont de la méme longueur, alors ils doivent étre égaux. Sinon, supposons |u1| < |ug| .
Alors up étant un mot de L, dif f(u1) = -1, mais par ailleurs u; est un préfixe propre de ugy donc
dif f(uy) > 0, contradiction. Donc nécessairement u; et ug sont de la méme longueur. On a donc
U1 = uz et v1 = va.

3 et 4 [Voir fichier Postfixe.javal

2 Opérations

Donnez des définitions inductives des fonctions de N dans N:

e add m , fonction qui ajoute la constante m

e multiply by m, fonction qui multiplie par la constante m

En utilisant ce schéma inductif libre définissant N
e Base={0}
e Constructeurs {succ}

On peut définir la fonction Add,, par

Add,, (0)=m

Add,, (succ(n))=succ(Add,,(n))

Ce qui conduit & I’écriture de ce code récursif :

public int addM(int n){
if (n==0) return m
else return 1+addM(n-1)

}

La fonction Multiply by,, peut alors étre définie par
Multiply by, (0)=0
Multiply _bym(suce(n))= Add,(Multiply by, (n))
Ou

public int Multiply_by_m(int n){

if (n==0) return O

else return m+ Multiply_by_m (n-1)
}




3 Modulos

En vous appuyant sur une définition inductive de N, donnez une définition inductive des fonctions suiv-
antes :

e 1 modulo 2

e division entiére de n par 2

On peut aussi utiliser le schéma libre suivant pour définir N :
e Base {0,1}
e Constructeurs Q = {succa} succa(n) =n+2

On pourra alors définir la fonction modulo 2 par
Omod2=0

lmod2=1

succg(n) mod 2 = n mod 2

Ce qui pourrait se programmer sous la forme

public int mod2 (int n) {
(if n==0 | n==1) {return n}
else return (mod2(n-2))}

}
On pourra aussi définir la fonction division entiére par deux par
0/2 =0
1/2 =0

(sucea(n))/2 =n/2 +1
Ce qui pourrait se programmer sous la forme

public int div2 (int n) {
(if n==0 | n==1) {return 0}
else return (div(n-2)+1 )}

}

4 Les vraies maintenant

En vous appuyant sur une définition inductive de N x N, définir inductivement les fonction suivantes
e Addition de deux entiers
e Multiplication de deux entiers

e Calcul de m™.

En utilisant pour N x Nle schéma libre suivant :

e Base: {(0,0 )}

e Constructeurs Q = {wgy, w} avec wy((m,0)) = (succ(m),0) et w((m,n)) = (m, succ(n))
On peut définir la fonction Add par

o Add(0,0) =0

e Add(succ(m),0) = succ(m)

e Add(m, succ(n)) = succ(Add(m,n))

ou en java ou en C



public int add (int m, int n) {
if (n==0) return m
else return add (m,n-1)+1

}
int add(int n, int m)
{
if (n > 0)
return add(n - 1, m) + 1;
else
return m;
}

et la fonction Mult par

e Mult(0,0)=0

e Mult(succ(m),0)=0

e Mult(m,succ(n))=Add(Mult(m,n),m)
qui conduit au code récursif :

public int mult (int m, int n) {
if (n==0) return O
else return mult (m,n-1)+m

}
int mult(int n, int m)
{
if (n > 0)
return mult(n - 1, m) + m;
else
return O;
}

e Puiss(0,0)=0 — ou 1 c’est affaire de convention ici
e Puiss(succ(m),0)=1

e Puiss(m,succ(n))=Mult(Puiss(m,n),m)

et code récursif

public int puiss (int m, int n) {
if (n==0) {if (m==0) return O else return 1}
else return puiss (m,n-1)*m

}
ou

int puiss(int n, int m)
{
if (m > 0)
return puiss(n - 1, m) * m;
else
return 1;

5 Narcisse

Soit A un alphabet quelconque, définir inductivement la fonction miroir de A* — A* .

En utilisant pour A* le schéma libre suivant :

e c appartient a A*



e Si a appartient & A, et m appartient & A*, ma appartient a A*

miroir (€ ) =€
miroir(ma) = a miroir(m)

6 Ecritures Binaires

Definir inductivement ’ensemble EcrituresBin des écritures binaires des entiers, comme sous-ensemble
de 'ensemble des mots écrits sur I’alphabet binaire 0, 1.

Définir inductivement la fonction :

val : EcrituresBin — N

ol val(u) est Pentier représenté par u.

Définir inductivement la fonction :

EB: N — EcrituresBin

ot EB(n) est I'écriture binaire de n.

Un schéma inductif libre possible pour EcrituresBin est

e Base: {707,717}

e Constructeurs Q = {wp,w;} ot pour m # ”0” wo(m) =m.”0” et pour m # 0 wy(m) = m.”1” .
On peut alors définir la fonction val par

e val("0")=0 et val("1")=1

e Sim #70” val(m."0")=2%val(m) et val(m."1")=2*val(m)+1.

En utilisant pour N le schéma libre suivant

e Base {0,1}

e Constructeurs Q = {wp,w;} qui ne s’appliquent qu’a des n non nuls et tels que w,(n) = 2*n et
wi(n)=2xn+1

on peut définir EB par

e EB(0) = "0" et EB(1) = "1"

e Sin > 0, EB(2n) = EB(n)."0"

e Sin > 0, EB(2n+1) = EB(n)."1"

[Voir fichier Induction.javal pour un possible code java

7 Ajouter un

Définir inductivement la fonction AddUn :
AddUn : EcrituresBin — EcrituresBin, telle val(AddUn(m)) = val(m) + 1
sans utiliser les fonctions EB et val !!

En utilisant le méme schéma inductif libre de définition pour EcrituresBin qu’a ’exercice précédent
on peut définir la fonction AddUn par

° AddUn(HOH) — Hlll et AddUn(Ulll) — lllll-HOH
e Sim #70", AddUn(m.”0”) =m.”1”
e Sim #7707, AddUn(m.”1”) = AddUn(m).”0”




8 Addition sur les mots

Définir inductivement la fonction
S : EcrituresBin x EcrituresBin — EcrituresBin,
ot S(m,n) est ’écriture binaire de l'entier val(m) + val(n)
Ne pas utiliser les fonctions EB et val !!

Pour définir la fonction S , on a besoin d’une définition inductive libre de Ecritures Binx EcrituresBin
Une définition possible :

° BaSe {(77077 , 77077)’ (77077 , ” 177)7 (77 177 , 77077), (77 177’ ” 177)}
e Constructeurs Q = {wl, b€ {707,717}} U{wl, b e {707,717} } U{w™?, a,b € {"07,717}} avec

— Pour tout a € {707,717}, pour tout m’ # 70”7, n € EcrituresBin, wg(a,n) = (a,n.b)

— Pour tout b € {707,717}, pour tout m’ # ”0”, m € EcrituresBin, wg(m,b) = (m.a,b)
— Pour tout a et b € {707,717}, m # 70" ,;n # 70" w**(m,n) = (m.a,n.b)
On vérifie que ce schéma définit bien des couples d’écritures binaires (aucun des mots produits n’a de

zéro inutile en téte). Tous les couples d’écritures binaires sont produit par ce schéma. Il est libre, on
peut donc 'utiliser pour définir la fonction S:

° S(”O”,V?O”) — ”0777 S(”O”,?? 1”) — » 1”’ (’7 1777”077) — 7 1’7’ S(?? 1777” 177) — R 10”

o Sim# "0,

_ S(m.”On’”Ow) =m.”0”

_ S(m.”O”ﬂ’l”) = m.”1”

_ S(m.a7177777077) =m.1

_ S(m.” 1777aa177) — S(m, ”» 1”).”0”
e Sin # 770w7

_ S( 0777,”.770”) n.”0”

_ S(a 0” Tl.”l”) n’1”

_ S(wlw .”0”) =n21"

_ S(”l”7n.” 1”) — S(n’ ” 1’7).7707’
PY Si m # ” 077 et n # 7 077’
- 8(m.”0”,n.70”) = S(m,n).”0"
(m.”0777n.” 177) — S(m7 n).” 1”
- 8(m."1,n.”0”) = S(m,n).”1”
(m.”17,n.”1”) = AddUn(S(m,n)).”0”

Remarque, on se simplifierait grandement la vie en utilisant le mot vide . On pourrait s’appuyer sur
la définition libre suivante de {0,1}* x {0, 1}*

e Base {(e,¢)}

e Constructeurs Q = {wl,b € {707,717} } U{wf, b e {707,717} } U{w™?, a,b € {707,717} } avec
— Vb e {707,71"},wh(e,n) = (¢,nb)
= Va €{70",”1"}, wg(m,e€) = (ma,e)
— Va,b €{707,71"}, w®*(mn) = (ma,nb)

On pourrait alors définir une fonction ¥ de {0,1}* x {0,1}* dans {0,1}* par

ma, €) = X(m,€).a

%(
5(
(e, nb) = %(e,n).b
E(m

’7077 ”07’) p— Z(m7 n)'ﬁo”



e X(m.”0”,n."1") = X(m,n).”1”

e X(m.”1”,n.0") = X(m,n).”1”

e X(m.17,n.”1”) = PlusUn(X%(m,n)).”0”
ou encore

€,m) =

e X(m,e) =
. 2(m,n).”0”
PY E 77077 ” 177 Z(m7 n).” 1”

%(

(
E(m.”0”,n.70") =

(m )=

o X(m.”1”,n.”0”) = X(m,n).”1”
o X(m.”1”,n.”1”) = PlusUn(X(m,n))).”0"

et constater que la restriction de ¥ a EcrituresBinxFEcrituresBin renvoit bien un EcrituresBin
[Voir fichier Induction.javal pour un possible code java

9 Liste

Définir inductivement les fonctions
e longueur d’une liste
e concaténation de deux listes
e ajout _en_ fin d’un élément & une liste
e miroir d’une liste
e appartenance d’un élément & une liste

Donner aussi un code récursif.

longueur(liste vide)=0
longueur(ajoute(a,l))=longueur(l)+1

concat(liste _vide,l)=1
concat(ajoute(a,l’),l)=ajoute(a,concat(l’,1))
ajout_en_fin(liste_vide,e)= ajoute(e, liste vide)
ajout_en_fin(ajoute(a,l),e)=ajoute(a,ajout en fin(l,e)
miroir(liste_ vide)=liste vide
miroir(ajoute(a,l))=ajout _en fin(miroir(l),a))

10 Exercice

On suppose que les éléments de la liste sont des entiers.
Ecrire une fonction inductive qui a une liste associe

e la somme de ses éléments
e la sous liste de ses éléments pairs

e la liste ot tous les éléments ont été augmentés de un

somme(liste  vide)=0

somme(ajoute(a,l))=somme(l)+a

paire(liste_ vide)=liste vide

paire(ajoute(a,l))= paire (1) si a est impair et ajoute(a, paire(l)) si a est pair
add _un(liste vide)=liste vide

add _un(ajoute(a,l))=ajoute (a+1, add un(l))
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