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1 Arithmétique des Intervalles1.1 NotationsNous utilisons les notations suivantes, éventuellement indi
ées :� x, y, z représentent des variables dé�nies sur les réels ; X,Y,Z représen-tent des variables dé�nies sur les intervalles ;� u, v représentent des 
onstantes dans R ;� f, g représentent des fon
tions dé�nies sur les réels ; F,G représententdes fon
tions dé�nies sur les intervalles ;� c 
orrespond à une 
ontrainte dé�nie sur les réels ; C 
orrespond à unerelation dé�nie sur les intervalles ;� Φcstc(P ) est la fermeture (ou le �ltrage) par la 
onsistan
e cstc (où
cstc est 2B, Box, 3B, Bound) de P .

R∞ = R ∪ {−∞,+∞} est l'ensemble des réels étendu aux symbolesdes in�nis. IF est un sous-ensemble �ni de R∞ 
ontenant en parti
ulier
{−∞,+∞}. a, b représentent des 
onstantes dans IF . Con
rètement, IF 
or-respond à un ensemble de nombres �ottants utilisés dans une implémentationma
hine. a+ (resp. a−) 
orrespond au plus petit (resp. plus grand) nombrede IF stri
tement plus grand (resp. plus petit) que a.1.2 Bases du 
al
ul d'intervallesDé�nition 1.1 (Intervalle). Un intervalle [a, b] ave
 a, b ∈ IFest l'ensemble denombres réels {r ∈ R | a ≤ r ≤ b}.Soit r un nombre réel. r̃ 
orrespond au plus petit (w.r.t. in
lusion) in-tervalle de IF 
ontenant r. I 
orrespond à l'ensemble de tous les intervalleset est partiellement ordonné par l'in
lusion ensembliste. U(I) 
orrespond àl'ensemble de toutes les unions d'intervalles.Commentaire 1.1 (In
iden
e de la pré
ision des 
al
uls).Le terme plus petit (w.r.t. in
lusion) sous-ensemble doit être interprêté enfon
tion de la pré
ision des 
al
uls lors des opérations en virgule �ottante.Nous supposerons i
i que :1. tous les résultats des 
al
uls sont arrondis vers l'extérieur (i.e., vers

−∞ lors du 
al
ul de la borne inférieure d'un intervalle et vers +∞lors du 
al
ul de la borne supérieure d'un intervalle) ;2. l'erreur maximale lors du 
al
ul d'une borne de l'intervalle asso
ié àune variable du système de 
ontraintes intial est toujours inférieure àun �ottant.La deuxième hypothèse peut né
essiter de re
ourir à des "grands �ottants"(�ottants en pré
ision arbitraire ave
 une mantisse de taille variable)[5℄ etpeut don
 paraître un peu forte. Elle est toutefois requise pour une 
om-paraison pré
ise des �ltrages e�e
tués à l'aide des di�érentes te
hniques de3




onsistan
e partielle. En e�et, si les résultats des opérations élémentaires quine sont pas des �ottants sont arrondis aux �ottants pré
édents (ou suivants),les algorithmes de �ltrage basés sur une 
onsistan
e partielle ne 
al
ulent plusun point �xe unique[18℄.Dé�nition 1.2 (Extension ensembliste). Soit S un sous ensemble de R. l'ap-proximation de S �notée �S� est le plus petit intervalle I tel que S ⊆ I.Dé�nition 1.3 (Extension aux intervalles [24, 14℄).
• Une fon
tion sur les intervalles F : In → I est une extension aux inter-valles de f : Rn →R ssi :

∀I1, . . . , In ∈ I : r1 ∈ I1, . . . , rn ∈ In ⇒ f(r1, . . . , rn) ∈ F (I1, . . . , In).
• Une relation sur les intervalles C : In → Bool est une extension aux inter-valles de la relation c : Rn → Bool ssi :

∀I1, . . . , In ∈ I : r1 ∈ I1, . . . , rn ∈ In ⇒ [c(r1, . . . , rn)⇒ C(I1, . . . , In)]Par exemple, la relation sur les intervalles .
= de�nie 
omme I1

.
= I2 ⇔

(I1 ∩ I2) 6= ∅ est une extension aux intervalles de la relation d'égalité sur lesréels.Dé�nition 1.4 (Extension naturelle aux intervalles [24, 25℄).Une fon
tion sur les intervalles F : In → I est une extension naturelle auxintervalles de f : Rn → R ssi F est l'extension aux intervalles de f obtenueen remplaçant dans f , 
haque 
onstante k par son extension naturelle auxintervalles k̃, 
haque variable par une variable sur les intervalles et 
haqueopération arithmétique par son extension optimale aux intervalles [24℄. Demanière informelle, on peut dé�nir l'extension optimale 
omme le plus petitintervalle qui 
onserve l'ensemble des solutions d'une fon
tion 
ontinue.Les extensions optimales aux intervalles ont été introduites par Moore[24℄pour les opérations de base sur les intervalles.Par exemple, soit ⊙ un opérateur binaire parmi {+,−, ∗, /} et [a, b] ⊙
[c, d] = {x ⊙ y tel que a ≤ x ≤ b et c ≤ y ≤ d} alors l'extension optimaleaux intervalles pour les qautres opérations de base est dé�nie par :

• [a, b]⊖ [c, d] = [a− d, b− c]
• [a, b]⊕ [c, d] = [a + c, b + d]
• [a, b]⊗ [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd),max(ac, ad, bc, bd)]
• [a, b]⊘ [c, d] = [min(a

c
, a

d
, b

c
, b

d
),max(a

c
, a

d
, b

c
, b

d
)] if 0 6∈ [c, d]Dans la suite on notera ⊕,⊖,⊗,⊘ les extensions optimales aux inter-valles de +,−,×, /.Les extensions optimales aux intervalles peuvent être dé�nies de manièresimilaire pour quasiment toutes les fon
tions élémentaires [25℄.Exemple 1.1. Soit f(x) = x+x×y+3 une fon
tion sur les réels. Son extensionnaturelle aux intervalles est dé�nie par X ⊕X ⊗ Y ⊕ 3̃.4



Il est important de remarquer que la forme syntaxique d'une fon
tion aune très forte in�uen
e sur la pré
ision de l'extension naturelle aux intervallesqui lui sera asso
iée.Exemple 1.2. [31℄ Soit les fon
tions sur les réels dé�nies par :
• f1(x) : x2 − x ;
• f2(x) : x(x− 1).L'extension naturelle aux intervalles nous donne le résultat suivant :
• F1([0, 5]) = [−5, 25] ;
• F2([0, 5]) = [−5, 20].alors que la valeur de l'extension optimale aux intervalles de 
es deux fon
-tions sur l'intervalle [0, 5] 
orrespond à l'intervalle [−0.25, 20] : le domainede variation de f1 et f2 est [−0.25, 20] lorsque x varie entre [0, 5] (la dérivéede 
es deux fon
tions s'annullent pour x = 0.5).2 Propriétés fondamentales de l'arithmétique des intervallesLes opérateurs {+, ∗} sont 
ommutatifs et asso
iatifs mais la distributi-vité n'est pas véri�ée.Proposition 1. [24℄ Soit : F : In → I l'extension naturelle aux intervallesde : f : Rn → R et soit fsol = �{f(r1, . . . , rn) | r1 ∈ I1, . . . , rn ∈ In}.Si 
haque ri a une seule o

urren
e dans f alors fsol = F (I1, . . . , In) sinon

fsol ⊆ F (I1, . . . , In).Ce résultat peut aisément être étendu [6℄ aux relations k-aires sur Rn :Proposition 2. Soit C : In → Bool l'extension naturelle aux intervalles d'uneéquation c : Rn → Bool. Si 
haque xi a une seule o

urren
e dans 
, alors :
C(I1, . . . , In)⇔ (∃x1 ∈ D1, . . . ,∃xn ∈ Dn | c(x1, . . . , xn)).Exemple 2.1. Voi
i quelques exemples qui illustrent les limites de la sous-distributivité :a) [1, 2] ∗ ([1, 2] − [1, 2]) = [−2, 2]

[1, 2] ∗ [1, 2] − [1, 2] ∗ [1, 2] = [−3, 3]b) f1 : R→ R F1 : I → I
x→ x− x i→ i− iSi I0 = [10, 20] F1(I0) = [−10, 10]2.1 Système de 
ontraintes sur les intervallesDé�nition 2.1. Un CSP sur les domaines 
ontinus est un triplet :� (X ,D, C) où X = {x1, . . . , xn} est un ensemble de variables ;� D = {Dx1

, . . . ,Dxn} est un ensemble de domaines (Dxi
est le domaine
ontenant toutes les valeurs potentielles de la variable xi) ;5



� C = {c1, . . . , cm} est un ensemble de 
ontraintes.On note V ar(C) le sous ensemble de X des variables de C.Exemple 2.2. Voi
i quelques exemples de CSP sur les domaines 
ontinus :a) P0 = (V, {DU ,DR,DI}, {U = R× I})ave
 DR = [10.5, 11],DI = [1, 2],DU = (−∞,+∞)b) P1 = (V,D1, C) P2 = (V,D2, C) P3 = (V,D3, C)ave
 :
V = {x, y}
D1 = {Dx = [0, 100], Dy = [0, 100]}
D2 = {Dx =]0, 2], Dy = [0, 2[}
D3 = {Dx = [0.5, 1], Dy = [1, 1.5]}
C = {x + y = 2, y ≤ x + 1, y ≥ 1 + ln x}

Fig. 1 � Contraintes des CSP P1, P2 et P3On notera que les CSP P1, P2 et P3 ont le même ensemble de solutions(
f. �g. 1).
P∅ représente la 
lasse des CSP vides, i.e., l'ensemble des CSP dont aumoins un domaine est vide. D′ ⊆ D signi�e que D′xi

⊆ Dxi
pour tout i ∈ 1..n.On 
onsidère qu'un CSP P = (X ,D, C) est plus petit qu'un CSP P ′ =

(X ,D′, C) si D′ ⊆ D. On note P ≺ P ′ 
ette relation d'ordre. Par 
onvention
P∅ est le plus petit des CSP.2.2 Sémantique d'un CSPSoit le CSP P = (X ,D, C) ave
 X = {x1, . . . , xn}, D = {D1, . . . ,Dn} et
C = {c1, . . . , cm} où 
haque 
ontrainte est d'arité n. L'ensemble des solutionsdu CSP P est dé�ni par la relation ∩i=m

i=1 ci ∩ (Dxj1
× · · · ×Dxjk

).
6



2.3 Approximation d'un CSPComme il est en général impossible de 
al
uler toutes les solutions d'unCSP, on 
her
he à 
al
uler une approximation de 
et ensemble de solutions.Dé�nition 2.2 (domaine d'approximation). [3℄ Un domaine d'approximation
A sur R est un sous-ensemble des parties de R 
los par interse
tion, munid'une relation d'ordre bien fondée, et tel que R ∈ A.
I 
orrespond à l'ensemble des intervalles dont les bornes appartiennent à

IF , un sous ensemble �ni deR. I est partiellement ordonné par l'in
lusion en-sembliste et 
onstitue don
 un domaine d'approximation de R. Cet ensembleest un treillis 
omplet dont la borne inférieure est dé�nie par l'interse
tionensembliste et la borne supérieure par l'union ensembliste.Dé�nition 2.3 (opérateur de narrowing). Soit A un domaine d'approximationsurR, ρ une relation n-aire surR. La fon
tion N : An → An est un opérateurde narrowing pour la relation ρ ssi pour tout u, v ∈ An on a :1. N(u) ⊂ u,2. u ∩ ρ ⊂ N(u),3. u ⊂ v ⇒ N(u) ⊂ N(v)La première propriété 
orrespond à la 
ontra
tan
e, la deuxième à la
orre
tion et la troisième à la monotonie.2.4 Algorithme standard de narrowingUn algorithme standard d'approximation d'un CSP est dé�ni dans la �-gure 2. Cet algorithme est dérivé de l'algorithme AC3 utilisé pour 
aluler la
onsistan
e d'ar
 sur les domaines �nis. L'approximation qui sera e�e
tive-ment 
al
ulée est dé�nie par la 
onsistan
e lo
ale asso
iée à l'opérateur denarrowing.2.5 Consistan
es partiellesLes 
onsistan
es partielles utilisées au niveau des CSP sur les domaines
ontinus se divisent en deux grandes 
atégories :� les 
onsistan
es stri
tement lo
ales, i.e., qui ne travaillent que sur uneseule 
ontrainte ;� les 
onsistan
es partielles qui ne sont pas stri
tement lo
ales ,i.e., quivéri�ent 
ertaines propriétés sur l'ensemble (ou sur un sous-ensemble)du système de 
ontraintes lo
ales
7



1 IN�1 (in C, inout D)2 Q← {< xi, Cj > | Cj ∈ C and xi ∈ V ar(Cj)}3 while Q 6= ∅4 extra
t < xi, Cj > from Q5 D′ ← narrowing(D, xi, Cj)6 if D′ 6= D then7 D ← D′8 Q← Q ∪ {< xl, Ck > | Ck 6= Cj ∧ (xl, xi) ∈ V ar(Ck)}10 endif11 endwhileFig. 2 � Algorithme standard d'approximation d'un CSP3 2�B�Consistan
eIntuitivement, la 2�B�Consistan
e[26, 27, 18, 2, 28℄) est une approxima-tion de la 
onsistan
e d'ar
[22℄ et est don
 une 
onsistan
e stri
tement lo
ale.S
hématiquement, la 
ontrainte c est 2B�Consistante si pour toute variable
x de domaine Dx = [a, b] il existe des valeurs dans les domaines de toutesles autres variables qui satisfont c lorsque x est instan
ié ave
 a et lorsque
x est instan
ié ave
 b. En d'autres termes, si c peut s'é
rire sous la forme
f(x) = 0, alors a et b sont respe
tivement le plus petit et le plus grand zérode f(x) dans l'espa
e délimité par Dx1

× . . .×Dxn .Dé�nition 3.1 (2B�Consistan
e). Soit (X ,D, C) un CSP et c ∈ C une 
ontraintek-aire sur les variables (x1, . . . , xk). La 
ontrainte c est 2B�Consistante ssi :
∀i,Dxi

= �{vi ∈ Dxi
| ∃v1 ∈ Dx1

, . . . ,∃vi−1 ∈ Dxi−1,∃vi+1 ∈ Dxi+1, . . . ,
∃vk ∈ Dxk

tel que c(v1, . . . , vi−1, xi, vi+1 . . . , vk) est véri�ée }.Un CSP est 2B�Consistant ssi toutes ses 
ontraintes sont 2B�Consistantes.3.1 Consistan
e d'ar
 versus 2�B�Consistan
eLa 2B�Consistan
e est une 
onsistan
e plus faible que la 
onsistan
ed'ar
 :� La 
onsistan
e d'ar
 impose une 
ondition sur tous les éléments desdomaines ;� La 2�B�Consistan
e impose 
ette même 
ondition aux seules bornesde l'intervalle qui 
ontient les domaines.Exemple 3.1. P = {{x, y}, {Dx,Dy}, {x = y2}} ave
 Dx = [1, 4], Dy =
[−2,+2]
P est 2�B�Consistant, mais pas 
onsistant d'ar
 
ar la valeur 0 de Dy n'apas de support dans Dx. 8



La 2�B�Consistan
e ne garantit naturellement pas l'existen
e d'une so-lution.Exemple 3.2. P ′ = {{x, y}, {Dx,Dy}, {x2 = 4, y2 = 9, x ∗ y = 1}}ave
 Dx =]− 2, 2[, Dy = [−3,+3]
P ′ est 2�B�Consistant, mais n'a pas de solution.La propriété suivante expli
ite la relation entre la 2B�Consistan
e etl'extension aux intervalles d'une 
ontrainte.Proposition 3. Soit (X ,D, C) un CSP tel qu'au
une 
ontrainte de C ne
ontienne des o

urren
es multiples des variables de X , soit c ∈ C une
ontrainte d'arité k dé�nie sur (x1, . . . , xk). c est 2�B�Consistant ssi pourtout xi de {x1, . . . , xk} tel que Dxi

= [a, b] les relations 
i-dessous sont véri-�ées :� C(Dx1
, . . . ,Dxi−1

, [a, a+),Dxi+1
, . . . ,Dxk

),� C(Dx1
, . . . ,Dxi−1

, (b−, b],Dxi+1
, . . . ,Dxk

).où [a, a+) et (b−, b] sont des intervalles semi-ouverts.3.2 �ltrage par 2�B�Consistan
eDé�nition 3.2 (�ltrage par 2B�Consistan
e). Un �ltrage par 2�B�Consis-tan
e d'un CSP P = (X ,D, C) est un CSP P ′ = (X ,D, C) tel que :1. P ′ ≡ P , i.e. P et P ′ ont les mêmes solutions ;2. P ′ est 2�B�Consistant,3. P ′ � P ,4. D′ ⊂ D et les domaines de D′ sont les plus grands domaines tel que P ′soit un �ltrage par 2�B�Consistan
e de P .Le �ltrage par 2�B�Consistan
e existe toujours et est unique.On note P ′ = Φ2B(P). Ainsi, dans l'exemple 1 : P2 =Φ2B(P1).3.3 Cal
ul de la 2�B�Consistan
eLe 
al
ul de la 2�B�Consistan
e repose sur l'approximation des fon
tionsde proje
tion utilisées pour réduire le domaine des variables dans la fon
tionnarrowing(D, x, C) de IN-1 (
f. �gure 2).Soit c une 
ontrainte k-aire sur (x1, . . . , xk), et < I1, . . . , Ik >∈ Ik unensemble de domaines, πi(c, I1 × · · · × Ik) dénote la proje
tion sur xi del'ensemble des solutions de c dans l'espa
e délimité par I1 × · · · × Ik.Dé�nition 3.3 (proje
tion d'une 
ontrainte).
πi(c, I1 × · · · × Ik) : (C,Ik)→ U(I) est la proje
tion de c sur xi ssi :
πi(c, I1 × · · · × Ik) = {vi ∈ Ii | ∃ < v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk >∈ I1 × · · · ×
Ii−1 × Ii+1, . . .× Ik tel que c(v1, . . . , vi, . . . , vk) est vrai }9



La proje
tion d'une 
ontrainte sur une variable n'est en général pas unintervalle mais une union d'intervalles. Pour éviter de devoir gérer les unionsd'intervalles on approxime 
ette proje
tion par un intervalle.Dé�nition 3.4 (approximation de la proje
tion). APi(c, I1 × · · · × Ik) :
(C,Ik)→ I est une approximation de πi(c, I1 × · · · × Ik) ssi
APi(c, I1 × · · · × Ik) = � πi(c, I1 × · · · × Ik)

= [Min πi(c, I1 × · · · × Ik),Max πi(c, I1 × · · · × Ik)].En d'autres termes, APi(c, I1×· · ·× Ik) est le plus petit intervalle 
ontenantla proje
tion πi(c, I1 × · · · × Ik).Il resulte de 
es dé�nitions qu'une 
ontrainte c est 2B�Consistante sur
< I1, . . . , Ik > si pour tout i dans {1, . . . , k}, Ii = APi(c, I1 × · · · × Ik).Le 
al
ul de APi est immédiat pour les fon
tions monotones : il su�td'évaluer la fon
tion de proje
tion pour les bornes de l'intervalle asso
ié àla variable xi. Par 
ontre, un des problèmes majeurs de la 2�B�Consistan
eest que APi ne peut pas être 
al
ulée dire
tement dans le 
as général oùil est di�
ile de dé�nir les fon
tions Min et Max ; en parti
ulier si unevariable à des o

urren
es multiples. La solution 
onsiste alors à dé
omposerles 
ontraintes en fon
tions primitives pour lesquelles il est fa
ile d'identi�erles parties monotones.Exemple 3.3 (évaluation des fon
tions de proje
tion). Voi
i deux exemplesd'évaluation de fon
tions de proje
tion :(a) Soit x = y + z2 et Dx = [0, 6],Dy = [5, 9],Dz = [−2, 4].La fon
tion de proje
tion pour y est D′y ← (Dx −D2

z) ∩Dy.D'ou : D′y = ([0, 6] − [0, 16]) ∩ [5, 9] = [5, 6].On remarquera que pour 
al
uler D2
z on a utilisé l'extension optimaleaux intervalles de la fon
tion puissan
e et non le produit.(b) Soit x + y2 et D′y ←

√
Dx ∩DyL'évaluation de la fon
tion de proje
tion demande dans 
e 
as uneanalyse des parties monotones :Si Dx = [4, 9] et Dy = [−1, 5] alors D′y vaut [2, 3] et non [−1, 3] 
arau
une des valeurs entre −1 et √Dx n'a de support dans Dx. Par
ontre, si Dx = [4, 9] et Dy = [−2, 5] alors D′y vaut [−2, 3] 
ar −2 apour support −√4.En général on dé
ompose 
haque 
ontrainte en 
ontraintes binaires outernaires par l'introdu
tion de nouvelles variables. D'un point de vue théo-rique, il su�t toutefois d'introduire des nouvelles variables pour éliminer leso

urren
es multiples des variables.La dé
omposition d'un système de 
ontraintes C en un système de 
ontraintesprimitives decomp(C) ne 
hange pas la sémantique : C et decomp(C) ont lesmêmes solutions.Toutefois, pour une propriété lo
ale 
omme la 2B�Consis-tan
e, la portée des véri�
ations e�e
tuées par la 2B�Consistante est réduite10



par la dé
omposition. Ce
i n'est pas grave, si au
une variable n'a d'o

ur-ren
es multiples : dans 
e 
as la propagation garantit que les �ltrages par2B�Consistan
e de C et de decomp(C) sont identiques. Par 
ontre, si unevariable x possède des o

urren
es multiples dans une 
ontrainte c ∈ C, alorsles di�érentes o

urren
es de x dans decomp(c) pourront varier indépendam-ment les unes des autres et le �ltrage par 2B�Consistan
e de decomp(C) seraplus faible que 
elui de C.Exemple 3.4 (dé
omposition du système de 
ontraintes).Soit c : x1 + x2 − x1 = 0 une 
ontrainte Dx1
= [−1, 1], Dx2

= [0, 1] lesdomaines de x1 et x2. Puisque x1 apparait deux fois dans c, sa deuxièmeo

urren
e sera rempla
ée par une nouvelle variable x3 .On a don
 decomp(c) = {x1 + x2 − x3 = 0, x1 = x3}.Dans 
e nouveau système de 
ontraintes, 
haque fon
tion de proje
tion peutêtre évaluée aisément à l'aide des opérations du 
al
ul d'intervalle. Parexemple :
AP1(x1 + x2 − x3 = 0,Dx1

,Dx2
,Dx3

) est Dx1
∩ (Dx3

⊖Dx2
).Toutefois la dé
omposition a

entue les limites due à la lo
alité de la2�B�Consistan
e : la 
ontrainte initiale n'est pas 2�B�Consistante (au
unevaleur x1 ne permet de satisfaire la 
ontrainte lorsque x2 = 1) alors quele système dé
omposé est 2�B�Consistant (les valeurs x1 = −1 et x3 = 0satisfont x1 + x2 − x3 = 0 lorsque x2 = 1).3.4 Algorithme de 
al
ul de la 2�B�Consistan
eL'algorithme de 
al
ul de la 2�B�Consistan
e résulte dire
tement de l'ins-tan
iation de la fon
tion narrowing par le 
al
ul des fon
tions extremum (
f.�gure 3 ) dans l'algorithme IN-1.1 fun
tion narrow (D, xi, Cj) : set of domains2 m←Minxi

(C, Dxi
)3 M ←Maxxi

(C, Dxi
)4 return D[Dxi

← [m, M ]]Fig. 3 � Fon
tion narrowing pour le 
al
ul de la 2�B�Consistan
eExemple 3.5 (Mise en oeuvre du �ltrage par 2�B�Consistan
e). Soit c1 :
x + y = 1, c2 : y = 2 ∗ z, Dx = [−4, 5],Dy = [3,+∞),Dz = [1, 2]La �le des 
ouples <
ontrainte,variable> à traiter est Q = {a :< c1, x >
, b :< c1, y >, c :< c2, y >, d :< c2, z >}1. Séle
tion de a, Dx ← [−4,−2].Au
un élément n'est ajouté dans Q.11



2. Séle
tion de b, Dy ← [3, 5].Au
un élément n'est ajouté dans Q.3. Séle
tion de c, Dy ← [3, 4].
Q = {d :< c2, z >, a :< c1, x >}4. Séle
tion de d, Dz ← [1.5, 2].Au
un élément n'est ajouté dans Q.5. Séle
tion de a, Dx ← [−3,−2].Au
un élément n'est ajouté dans Q.6. Q = ∅Remarque : 
omme l'exemple est linéaire le même résultat aurait pu êtreobtenu en utilisant l'algorithme du simplexe, d'abord pour déterminer lasatis�abilité du système de 
ontraintes, ensuite pour 
al
uler l'optimum de
haque borne de 
haque variable.4 2�B(w)�Consistan
e4.1 Arrêt prématuré de l'algorithme de propagationLors de 
onvergen
es asymptotiques il est en général préférable d'arrêterla propagation avant d'atteindre le point �xe. En e�et, il n'est pas réalistedans 
e 
as de vouloir réduire tous les intervalles jusqu'à 
e qu'au
un élémentde IF (e.g., au
un �ottant) ne puisse être enlevé.Exemple 4.1. Soit :

X = 2× Y
Y = X
DX = [−10, 10],DY = [−10, 10]La 2B-
onsistan
e va opérer les rédu
tions suivantes :
DY = [−5, 5] DX = [−5, 5]
DY = [−2.5, 2.5, DX = [−2.5, 2.5]
DY = [−1.25, 1.25] DX = [−1.25, 1.25]
DY = [−0.625, 0.625] DX = [−0.625, 0.625]
......Pour des questions de performan
e, il est 
lair sur un tel exemple qu'ilest préférable d'arrêter la propagation avant d'atteindre le point �xe.On introduit de 
e fait une notion de �largeur� de borne (
f. �gure 4) eton se 
ontente de re
her
her une solution dans 
ette borne large. On appelle2B(w)�Consistan
e la 
onsistan
e obtenue lors d'un tel arrêt prématuré del'algorithme de �ltrage.Formellement, la 2B(w)�Consistan
e peut être dé�nie de la manière sui-vante : 12



Dé�nition 4.1. Soit (X ,D, C) un CSP, x ∈ X , Dx = [a, b], w un entier positif.
Dx est 2�B(w)�Consistant si pour toute 
ontrainte c(x, x1, . . . , xk) de C siles relations suivantes sont véri�ées :1) ∃v ∈ [a, a+w), ∃v1, . . . , vk ∈ Dx1

× · · · ×Dxk
| c(v, v1, . . . , vk)2) ∃v′ ∈ (b−w, b], ∃v′1, . . . , v′k ∈ Dx1

× · · · ×Dxk
| c(v′, v′1, . . . , v′k)où a+w (resp.a−w) dénote le (w + 1)ieme �oattant après (resp. avant) a.Un CSP est 2�B(w)�Consistant ssi tous ses domaines sont 2�B(w)�Consis-tants.On peut remarquer que la 2�B(0)�Consistan
e 
orrespond à la 2�B�Consistan
e.

+w -w bbaa
  Fig. 4 � illustration de la notion de borne �large�L'algorithme de �ltrage par 2B(w)�Consistan
e s'obtient en modi�antla fon
tion Narrow pour que la rédu
tion du domaine ne soit e�e
tuée quelorsqu'elle est supérieure à w.4.2 Problèmes de la 2B(w)�Consistan
eLe fait de ne plus réduire le plus possible les intervalles à 
haque étape faitperdre la notion de point �xe. En e�et, le �ltrage par 2�B(w)�Consistan
edépend de l'ordre d'évaluation des fon
tions de proje
tion.Exemple 4.2.Soit c1 : x = y, c2 : x = z, c3 : x2 = 4

Dx = [−10, 2],Dy = [−2, 2],Dz = [−1.5, 2] et w = 1.� Ordre 1 : < c1, c2, c3 >D'où Q = {< c1, x >,< c1, y >,< c2, x >,< c2, z >,< c3, x >1. Séle
tion de < c1, x >, Dx ← [−2,2]2. Séle
tion de < c1, y >, Dy ne 
hange pasAu
un élément n'est ajouté dans Q.3. Séle
tion de < c2, x >, Dx ne 
hange pas 
ar la rédu
tion estinférieure à w ;4. Séle
tions de < c2, z >,< c3, x > ne permettent d'e�e
tuer au-
une rédu
tion.� Ordre 2 : < c2, c1, c3 >D'où Q = {< c2, x >,< c2, z >,< c1, x >,< c1, y >,< c3, x >13



1. Séle
tion de < c2, x >, Dx ← [−1.5, 2].Au
un élément n'est ajouté dans Q.2. Séle
tion de < c2, z >,< c1, x >,< c1, y > ne permettent d'e�e
-tuer au
une rédu
tion.3. Séle
tion de < c3, x >, Dx ← [2,2]
< c1, y > et < c2, z > sont ajoutés dans Q.4. Séle
tion de < c1, y >, Dy ← [2,2]5. Séle
tion de < c2, z >, Dz ← [2,2]Remarques :� Soit Dx = [a, b] le domaine de x dans un CSP P , [a1, b1] le domaine de

x après �ltrage par 2B(w)�Consistan
e de P , et [a2, b2] le domaine de xaprès �ltrage par 2B�Consistan
e de P . Il est important de 
omprendrequ'il n'y a pas de rapport dire
t entre la valeur de w et la distan
e
|a1 − a2| ;� Soit Dx = [a, b] le domaine de x dans un CSP P , [a1, b1] le domainede x après �ltrage par 2B(w1)�Consistan
e de P , et [a2, b2] le domainede x après �ltrage par 2B(w2)�Consistan
e de P . w1 < w2 n'impliquepas [a1, b1] ⊂ [a2, b2].Ce
i est lié à l'en
hainement des propagations : un w plus grand peutempê
her la fon
tion de proje
tion d'une 
ontrainte cj de réduire ledomaine d'une variable x et permettre ainsi à la fon
tion de proje
tiond'une 
ontrainte ck d'e�e
tuer une rédu
tion plus signi�
ative sur ledomaine de 
ette même variable x.Exemple 4.3. Soit f1 : y ← 0.71 × x f2 : y ← 0.6× x + z
Dx = [0, 10] Dy = [−10, 20] DZ = [0, 0.9]Si w = 2, f1 peut réduire Dy à [0, 7.1] et f2 ne peut plus e�e
tuerau
une rédu
tion.Si w = 3, f1 ne peut e�e
tuer au
une rédu
tion et f2 peut réduire Dyà [0.8, 6.9]� Le mode de dé
omposition d'un système de 
ontraintes peut avoir unein�uen
e sur l'ordre d'évaluation des fon
tions de proje
tion et peutde 
e fait a�e
ter le résultat d'un �ltrage par 2B(w1)�Consistan
e ;� Si les nombres manipulés ont des valeurs très hétérogènes, il est in-dispensable d'utiliser une valeur relative pour w (e.g., un nombre de�ottants) 
ar une valeur absolue risque d'être plus petite que |f − f+|si f est un grand nombre.Il est aussi important de noter que 
es problèmes ne se posent pas lorsque

w = 1 
ar dans 
e 
as on e�e
tue à 
haque fois la rédu
tion maximale
14



5 3B�Consistan
eLa 2B�Consistan
e est uniquement une 
onsistan
e partielle et 
ommela 
onsistan
e d'ar
 elle est souvent trop faible pour permettre une approxi-mation �ne du domaine des variables. De même que des 
onsistan
es plusfortes, basées sur l'ar
 
onsistan
e (e.g., 
onsistan
e de 
hemin [22℄), ontété introduites dans les domaines �nis, des 
onsistan
es plus fortes ont étéproposées �au dessus� de la 2B�Consistan
e.5.1 3B�Consistan
e[18℄Le prin
ipe de la 3B�Consistan
e est de véri�er si le système de 
ontraintesne devient pas trivialement in
onsistant (i.e., la 2B�Consistan
e permet degénérer des domaines vides) lorsqu'une variable est instan
iée par la valeurd'une des bornes de l'intervalle qui lui est asso
iée.En d'autres termes, la 3B�Consistan
e 
her
he à véri�er si une borne peute�e
tivement être solution.Dé�nition 5.1 (3B�Consistan
e). Soit P = (X ,D, C) un CSP et x une va-riable de X de domaine [a, b]. Soit :� PD1
x←[a,a+) le CSP derivé de P en substituant Dx dans D par D1

x =
[a, a+) ;� PD2

x←(b−,b] le CSP derivé de P en substituant Dx dans D par D2
x =

(b−, b].
Dx est 3B�Consistant ssi Φ2B(PD1

x
) 6= P∅ et Φ2B(PD2

x
) 6= P∅.Un CSP est 3�B�Consistant ssi tous ses domaines sont 3�B�Consistants.Exemple 5.1. Dans l'exemple 2.2, P1 et P2 ne sont pas 3�B�Consistants mais

P3 est 3�B�Consistant : P3 = Φ3B(P1) = Φ3B(P2).Il résulte de la de�nition que tout CSP qui est 3B�Consistant est aussi2B�Consistant ([18℄). La généralisation de la 3�B�Consistan
e à la k�B�Consistan
e est immédiate [18, 21℄.Dé�nition 5.2 (�ltrage par 3B�Consistan
e). Un �ltrage par 3�B�Consis-tan
e de P est un CSP P ′ qui véri�e :1. P ′ ≡ P ,2. P ′ est 3�B�Consistant,3. P ′ � P ,4. ∀ P ′′ = (V,D′′, C), {P ′′ ≡ P ∧ (P ′′ est 3�B�Consistant) ∧ P ′′ �
P ∧ P ′ � P ′′} ⇒ D′′ = D′.L'algorithme de fermeture par 3�B�Consistan
e de P est donné par la�gure 5.Cet algorithme repose sur une suite de tentatives de refutation de 
er-taines portions des domaines sans 
réer de points de 
hoix. Soit Dx =15



fun
tion 3B��ltering(P )% Pré-
ondition : P = (V ,D, C) est un CSP% Post-
ondition : le résultat est un CSP P = (V ,D, C) 3B 
onsistant% S : Ve
teur des ∆ utilisés pour la rédu
tion des domaines% n : 
ardinal de V1 −−→
PF ← false % −−→PF : ve
teur de booléens qui indique si le point �xeest atteint pour 
haque domaine2 while ¬−−→PF do3 for i = 1 . . . n do4 if ¬PFxi

then Sxi
← min(Sxi

, size(Dxi
))/2% Valeur initiale des Sxi
: maxvalue5 if Sxi

≤ w then PFxi
← true6 Sxi
← w7 D ← 3B��xpoint(P, S)8 return Pfun
tion 3B��xpoint(P, S)% Pré-
ondition : P = (V ,D, C) est un CSP% Post-
ondition : le résultat est un CSP P = (V ,D, C) | P = Φ2(P )1 PF ← false % PF : booléen qui indique si le point �xe est atteint2 while ¬PF do3 PF ← true4 for i = 1 . . . n do % n : 
ardinal de V5 Pborne_inf = (V , {Dx1

, . . . , Dxi−1
, [a, a + Sxi

], Dxi+1
, . . . , Dxn

}, C)6 if 2B��ltering(Pborne_inf ) = P∅ then7 PF ← false8 Dxi
← Dxi

\ [a, a + Sxi
]9 D ← 2B��ltering(P )10 Pborne_sup = (V , {Dx1

, . . . , Dxi−1
, [b− Sxi

, b], Dxi+1
, . . . , Dxn

}, C)11 if 2B��ltering(Pborne_sup) = P∅ then12 PF ← false13 Dxi
← Dxi

\ [b− Sxi
, b]14 D ← 2B��ltering(P )15 return DFig. 5 � Algorithme de �ltrage par 3�B�Consistan
e

[a, b] dans un CSP P , si Φ3B(P
Dx←[a, a+b

2
]) = ∅, alors la portion [a, a+b

2 )de Dx est éliminé et le �ltrage se poursuit sur l'intervalle [a+b
2 , b] ; sinon le�ltrage se poursuit ave
 l'intervalle [a, a+b

4 ]. La �gure 6 présente les pre-mières étapes d'une rédu
tion d'un intervalle [a, b] à partir de la bornegau
he : Φ3B(PDx←[a,a′]) = ∅, Φ3B(PDx←[a′,c]) 6= ∅, Φ3B(PDx←[a′,d]) 6= ∅,
Φ3B(PDx←[a′,e]) = ∅,... 16



L'algorithme s'arrête lorsque le point �xe est atteint ou lorsque l'intervallequ'on essaye de refuter devient plus petit qu'une valeur absolue (ou relative)
w �xée. Dans 
e dernier 
as on parle de 3�B(w)�Consistan
e. Di�érentsréglages de l'algorithme sont possibles en 
hoisisant des w di�érents pourles 
ritères d'arrêt de l'algorithme de 3�B�Consistan
e et l'algorithme de2�B�Consistan
e que 
e dernier utilise : la 3�B(w1, w2)�Consistan
e utilise
w1 
omme 
ritère d'arrêt pour la division des domaines et w2 
omme 
ritèred'arrêt pour l'algorithme de 2�B�Consistan
e utilisé [21℄.

Fig. 6 � Exemple de rédu
tion de la borne gau
heL'exemple 
i-dessous montre 
lairement que la 3�B�Consistan
e permetd'e�e
tuer des rédu
tions qu'il n'était pas possible d'e�e
tuer lo
alement(i.e., au niveau d'une seule 
ontrainte).Exemple 5.2. Soit C = {x− y = 0, x + y = 100},Dx = Dy = [0, 100].Ce système est 2�B�Consistant mais non 3�B�Consistant : la 3�B�Consis-tan
e permet d'approximer ave
 pré
ision l'unique solution.Remarques :Il est fa
ile de voir que la 3�B�Consistan
e 
al
ule la 
onsistan
e totale si lesystème de 
ontraintes n'a que deux variables. De manière générale, on peutmontrer que la k�B�Consistan
e fournit une pro
édure pour dé
ider de lasatis�abilité d'un système de k − 1 variables.Une question intéressante est 
elle de la relation entre Φ2B(P) et Φ3B(Pdecomp) :les exemples 5.3 et 5.4 montrent respe
tivement que ni la relation Φ2B(P)
� Φ3B(Pdecomp), ni la relation Φ3B(Pdecomp) � Φ2B(P ) n'est véri�é. Il enrésulte qu'au
une relation d'ordre entre Φ3B(Pdecomp) et Φ2B(P) ne peutêtre établie ; même si une seule variable a des o

urren
es multiples dans les
ontraintes de P . 17



Exemple 5.3. Soit P le CSP dé�ni par C = {x1+x2 = 10;x1+x1−2×x2 = 0},
Dx1

= Dx2
= [0, 10]. decomp(x1 + x1 − 2 × x2 = 0) = {x1 + x3 − 2 × x2 =

0, x3 = x1}. P est 2B�Consistant mais Pdecomp n'est pas 3B�Consistant : Ene�et, lorsque x1 est �xé à 10, Φ2B(PDx1
←[10−,10]) = P∅ 
ar Dx2

est réduit à
∅. Dans 
e 
as le lien entre x1 et x3 est préservé et la 3B�Consistan
e reduit
Dx2

à [5,5℄.Exemple 5.4. Soit c la 
ontrainte x1 ∗ x2 − x1 + x3 − x1 + x1 = 0 ; Dx1
=

[−4, 3],Dx2
= [1, 2] et Dx3

= [−1, 5] les domaines de ses variables. decomp(c) =
{x1∗x2−x4+x3−x5+x6 = 0, x1 = x4 = x5 = x6}. c n'est pas 2B�Consistant
ar au
un 
ouple de valeurs de Dx1

et de Dx2
ne véri�e la relation lorsque

x3 = 5.Toutefois, decomp(c) est 3B�Consistant. La perte du lien entre les deux o
-
urren
es de x1 interdit la rédu
tion du domaine de x3.6 La Box�Consistan
eLa Box�Consistan
e a été dé�nie pour remédier aux problèmes induitspar la dé
omposition du système de 
ontraintes en 
ontraintes primitives lorsdu 
al
ul de la 2B�Consistan
e. La Box�Consistan
e[1, 31℄ est une approxi-mation plus grossière de la 
onsistan
e d'ar
 que la 2B�Consistan
e.S
hématiquement, la Box�Consistan
e peut être dé�nie en remplaçant dansla dé�nition de la 2B�Consitan
e toutes les variables quanti�ées existentiel-lement (sauf une) par l'intervalle qui 
orrespond à leur domaine. La Box�Consistan
e génère un système de fon
tions univariables qui peut être résolupar des méthodes numériques telle que la méthode de Newton. Contraire-ment à la 2B�Consistan
e, la Box�Consistan
e n'ampli�e pas le problème delo
alité des 
onsistan
es partielles 
ar elle ne requiert au
une dé
ompositiondu système de 
ontraintes. Certains problèmes de dépendan
e peuvent ainsiêtre traités e�
a
ement lorsqu'une seule variable a des o

urren
es multiples.6.1 Dé�nition et propriétés de la Box�Consistan
eDé�nition 6.1 (Box�Consistan
e). Soit (X ,D, C) un CSP et c ∈ C une
ontrainte k�aire dé�nie sur les variables (x1, . . . , xk). c est Box�Consistantsi, pour tout xi dans {x1, . . . , xk} tel que Dxi
= [a, b], les relations 
i-dessoussont véri�ées :1. C(Dx1

, . . . ,Dxi−1
, [a, a+),Dxi+1

, . . . ,Dxk
),2. C(Dx1

, . . . ,Dxi−1
, (b−, b],Dxi+1

, . . . ,Dxk
).Le �ltrage par Box�Consistan
e de P est dé�ni de manière similaire au�ltrage par 2B�Consistan
e de P , et est noté ΦBox(P ).La propriété suivante résulte des dé�nitions :18



Proposition 4. Φ2B(P) � ΦBox(P) et Φ2B(P) ≡ ΦBox(P) si au
une va-riable n'a d'o

urren
es multiples dans les 
ontraintes de C.Tout CSP qui est 2B�Consistant est aussi Box�Consistant, alors qu'unCSP peut être Box�Consistant sans être 2B�Consistant (
f. exemple 6.1).Exemple 6.1. L'exemple 3.4 n'est pas 2B�Consistant pour x2 mais est Box�Consistant pour x2 
ar ([−1, 1]⊕ [0, 0+]⊖ [−1, 1])∩ [0, 0] et ([−1, 1]⊕ [1−, 1]⊖
[−1, 1]) ∩ [0, 0] ne sont pas vides.Toutefois, la dé
omposition du système de 
ontraintes ampli�e les limitesdues au 
ara
tère lo
al de la 2B�Consistan
e.Il en résulte que la 2B�Consis-tan
e sur le système dé
omposé est plus faible que la Box�Consistan
e surle système initial :Proposition 5. ΦBox(P) � Φ2B(Pdecomp)Preuve : Pour le 
al
ul des 
onsistan
es lo
ales, CSP Pdecomp est unerelaxation de P . D'où : ΦBox(P) � ΦBox(Pdecomp). Or du fait que Pdecomp ne
ontient pas d'o

urren
es multiples de variables, on a : ΦBox(Pdecomp) ≡
Φ2B(Pdecomp), et don
 ΦBox(P ) � Φ2B(Pdecomp)⋄Exemple 6.2. Soit c la 
ontrainte x1 + x2 − x1 − x1 = 0, Dx1

= [−1, 1] et
Dx2

= [0.5, 1] les domaines des variables de c. c n'est pas Box�Consistant
ar [−1,−1+]⊕ [0.5, 1] ⊖ [−1,−1+]⊖ [−1,−1+] ∩ [0, 0] est vide. Par 
ontre,
decomp(c) est 2B�Consistant pour Dx1

and Dx2
.La Box�Consistan
e reste toutefois une 
onsistan
e lo
ale, et on peutmontrer [9℄ que Φ3B(Pdecomp) � ΦBox(P).Néanmoins, la Box�Consistan
e peut traiter e�
a
ement 
ertains pro-blèmes de dépendan
e dans une 
ontrainte c qui ne 
ontient qu'une variableave
 des o

urren
es multiples. Plus pré
isément, la Box�Consistan
e peutréduire le domaine Dx si la variable x apparait plusieurs fois dans c et si Dx
ontient des valeurs in
onsistantes (au regard de la 
ontrainte c). Ainsi dansl'exemple 6.2, un �ltrage par Box�Consistan
e réduit le domaine de x1 
arla valeur −1 de Dx1

n'a pas de support dans le domaine Dx2
.Toutefois, la Box�Consistan
e risque d'être ine�
a
e pour traiter les pro-blèmes de dépendan
e si les valeurs in
onsistantes (au regard de la 
ontrainte

c) sont dans le domaine d'une variable xi alors que la variable xj (j 6= i)apparait plusieurs fois dans c. Ainsi, dans l'exemple 3.4, (x1 + x2 − x1 = 0ave
 Dx1
= [−1, 1],Dx2

= [0, 1]) la valeur 1 de Dx2
n'a pas de supportdans le domaine Dx1

mais la Box�Consistan
e n'arrive pas à le déte
ter 
ar
[−1, 1] ⊕ [1−, 1] ⊖ [−1, 1] ∩ [0, 0] est vrai.

19



6.2 Cal
ul de la Box�Consistan
eL'algorithme proposé dans [1, 31℄ pour e�e
tuer un �ltrage par Box�Consistan
e est basé sur l'algorithme générique IN (
f. �gure 2) utilisé pour la2B�Consistan
e 1. La fon
tion narrow(c,D) réduit les domaines des variablesde c jusqu'à 
e que c soit Box�Consistant.S
hématiquement, pour 
haque variable x de la 
ontrainte c une fon
tionunivariable sur intervalles est générée en remplaçant toutes les variables sauf
x par leur domaine. Le pro
essus 
onsiste alors à trouver le zéro le plus àgau
he et la plus à droite dans toutes 
es fon
tions univariables sur intervallesqui sont de la forme :

C(Dx1
, ..,Dxi−1

, x,Dxi+1
, ...,Dxk

) = 0̃.La �gure 7 dé
rit la pro
édure LNAR qui 
al
ule le zéro le plus à gau
he de
Fx pour la variable x de domaine initial Ix. La fon
tion LNAR réduit d'abord ledomaine de l'intervalle Ix ave
 la fon
tion NEWTON(Fx, Ix) qui 
orrespondà l'extension aux intervalles de la méthode de Newton (
f. �gure 8). Il esttoutefois possible que la fon
tion NEWTON(Fx, Ix) ne puisse pas réduiresu�samment le domaine Ix pour le rendre Box�Consistant. C'est pourquoiune étape une division du domaine est e�e
tuée pour s'assurer que la bornegau
he de Ix est e�e
tivement un zéro. La fon
tion SPLIT divise l'intervalle Ien deux intervalles I1 et I2 ; I1 étant la partie gau
he de l'intervalle initial. Cepro
essus de division permet d'éviter la re
her
he d'une �safe starting box�pour Newton (
f. [15℄). On peut noter que même si Fx n'est pas di�érentiable,la fon
tion LNAR va trouver le zéro le plus à gau
he grâ
e au pro
essus dedivision.fun
tion LNAR (IN : Fx, Ix, return Interval)r ← right(Ix)if 0 6∈ Fx(Ix) then return ∅else Ix ← NEWTON(Fx, Ix)if 0 ∈ Fx([left(I), left(I)+]) then return [left(I), r]else SPLIT (Ix, I1, I2)

L1 ← LNAR(Fx, I1)if L1 6= ∅ then return [left(L1), r]else return [left(LNAR(Fx, I2)), r]endifendifendif Fig. 7 � Fun
tion LNARLa Box(w)�Consistan
e peut être dé�nie de manière similaire à la 2�B(w)�Consistan
e.1Dans Numeri
a, une heuristique de �domain splitting� est 
ombinée ave
 
et algorithmede �ltrage pour trouver toutes les solutions.20



Soit :f : R→ R.D'après le théorème, on a pour toute valeur a entre u et v :
f(u)− f(v) = (u− v)f ′(a)Si v est un zéro de f on obtient : v = u− f(u)

f ′(a) .D'après l'arithmétique des intervalles, si a ∈ I alors f(a) ∈ F (I). De plus si F estl'extension naturelle aux intervalles de f , alors v ∈ ũ− F (ũ)
F ′(I) = N(F, F ′, ũ, I). Il enrésulte que v est un zéro de f si v ∈ N∗(F, F ′, I) ave
 :

N∗(F, F ′, I) = In(n ≥ 1) où :
I0 = I

Ii+1 = N(F, F ′, center(Ii), I) ∩ Ii

In = In−1Fig. 8 � Rappel du prin
ipe de l'opérateur itératf de Newton7 Bound�Consistan
eComme la 2B�Consistan
e, la Box�Consistan
e a été généralisée pourlimiter les e�ets de lo
alité. S
hématiquement, la Bound�Consistan
e ap-plique le prin
ipe de la 3B�Consistan
e à la Box�Consistan
e : elle véri�esi la Box�Consistan
e peut être appliquée lorsque le domaine d'une variableest réduit à la valeur d'une de ses bornes.Dé�nition 7.1 (Bound�Consistan
e). Soit (X ,D, C) un CSP et c ∈ C une
ontrainte d'arité k dé�nie sur les variables (x1, . . . , xk). c est Bound�Consis-tant si pour tout xi ∈ (x1, . . . , xk) ave
 Dxi
= [a, b], les propriétes suivantessont véri�ées :1. ΦBox(C(Dx1

, . . . ,Dxi−1
, [a, a+),Dxi+1

, . . . ,Dxk
)) 6= P∅,2. ΦBox(C(Dx1

, . . . ,Dxi−1
, (b−, b],Dxi+1

, . . . ,Dxk
)) 6= P∅.Comme ΦBox(P) � Φ2B(Pdecomp) on a : ΦBound(P ) � Φ3B(Pdecomp).8 E�
a
ité de la Box�Consistan
e et de la 2B�Consistan
eL'obje
tif des solveurs de CSP numériques n'est pas de 
al
uler des pro-priétés de 
onsistan
e partielle mais de re
her
her les solutions du systèmede 
ontraintes ; 
'est-à-dire de 
al
uler soit les plus petits intervalles qui
ontiennent, soit des solutions isolées, soit des ensembles de solutions 
onti-nus.C'est pourquoi, les systèmes opérationnels (e.g., Numeri
a [31℄, PROLOGIV [28℄) 
ombinent des phases de �ltrage lo
al ave
 di�érentes heuristiques dere
her
he et des te
hniques de �domain splitting�. Il est di�
ile de 
omparerl'e�
a
ité des algorithmes de �ltrage en se basant sur les ben
hmarks de
es di�érents systèmes 
ar 
es derniers di�èrent sur de nombreux points
ritiques : 21



� Ils utilisent di�érentes heuristiques de �domain splitting� ;� Les implémentations des algorithmes de �ltrage sont très di�érentes :paramétrage de la pré
ision pour arrêter de manière prématurée lapropagation (e.g., w), ordonnan
ement des 
ontraintes, déte
tion de
y
les,...� Ils sont implantés dans des langages de programmation di�érents :Prolog, C, ...).8.1 Coûts de 
al
ulDe 
e fait nous allons nous limiter i
i à l'examen d'un 
ertain nombrede points 
lés qui permettent de mieux 
omprendre les performan
es de 
essystèmes :1. Coût de l'opérateur de �narrowing� :Le 
oût de l'évaluation de l'opérateur de Newton est supérieur à 
elui del'évaluation d'une fon
tion de proje
tion sur des 
ontraintes primitives.Par exemple, soit la 
ontrainte C = {c2 = 2} and Dx = [1, 10], le 
al
uldu �ltrage par Box�Consistan
e requiert 6 étapes de rédu
tion ave
la méthode de Newton, soit environ 100 opérations sur les intervalles,alors que le �ltrage par 2B�Consistan
e né
essite uniquement le 
al
uld'une ra
ine 
arrée et une opération d'interse
tion sur les intervalles[13℄.De 
e fait, la 2B�Consistan
e est plus e�
a
e que la Box�Consistan
esur des problèmes pour lesquels les fon
tions de proje
tion permettentde 
al
uler un résultat pré
is (e.g., exemple du Pentagone)2. Expansion du système de 
ontraintes :La dé
omposition du système de 
ontraintes initial peut générer unnombre de 
ontraintes primitives très important si les variables ontde nombreuses o

urren
es multiples. Considérons, par le 
lassiqueexemple de �Broyden 160� (160 variables initiales, 160 
ontraintes).La Box�Consistan
e va générer 160 variables et 1184 fon
tions univa-riables alors que la 2B�Consistan
e va générer 2368 variables et 6944fon
tions de proje
tion ternaire. Il est 
lair qu'une telle expansion dusystème de 
ontraintes est 
atastrophique au niveau des performan
es.3. Pré
ision des 
al
uls :Pour une pré
ision donnée des résultats, l'e�
a
ité de la résolution dé-pend fortement de la pré
ison des 
al
uls intermédiaires. Par exemple,pour �Broyden 160� la re
her
he d'intervalles solution de taille infé-rieure ou égale à 10−8 est 10 fois plus rapide lorsque le �ltrage parBox�Consistan
e est e�e
tué ave
 un w de 10−1 qu'ave
 un w de 10−8[13℄. 22



8.2 Te
hniques d'a

élération des algorithmes de �ltrageIl existe di�érentes te
hniques pour améliorer l'e�
a
ité des algorithmesde �ltrage :� Utilisation de te
hniques d'analyse numérique (e.g., formes distribuéeset méthode de Taylor pour le 
al
ul de la Box�Consistan
e, méthoded'extrapolation pour le 
al
ul de la Bound�Consistan
e et des kB�Consistan
es) ;� Déte
tion dynamique des 
y
les en 
as de 
onvergen
es asymptotiques ;� Mise en oeuvre 
on
urrente de di�érents algorithmes.La déte
tion dynamique des 
y
les [20℄ permet d'améliorer les perfor-man
es de l'ensemble des algorithmes de �ltrage basés sur IN. La 
omplexitéen temps de IN se situe entre Ω(r × m) et O(r × m × a) où r est l'aritédes 
ontraintes, m le nombre de 
ontraintes, et a le nombre de �ottants duplus grand domaine. Les résultats expérimentaux montrent que les temps de
al
ul de IN sont en général très en dessous de la borne supérieure. Toutefois,en 
as de 
onvergen
es asymptotiques (
f �gure 9) le temps de 
al
ul peuts'appro
her de la borne supérieure et l'algorithme devient alors inutilisable.
Y = X (a)
Y = 1.001 ∗X (b)
Y = 2 ∗X (c)
Z1 = eY (d)
Z2 = eZ1 (e)
DX = [0, 10] DY = (−∞, +∞) DZ1

= (−∞, +∞) DZ2
= (−∞, +∞)

(a) & DX = [0, 10] −→ DY = [0, 10]
(b) & DY = [0, 10] −→ DX = [0, 9.99]
(c) & DY = [0, 10] −→ DX = [0, 5]
(d) & DY = [0, 10] −→ DZ1

= [1, e10]

(e) & DZ1
= [1, e10] −→ DZ2

= [e, ee10

]
(a) & DX = [0, 5] −→ DY = [0, 5]
(b) & DY = [0, 5] −→ DX = [0, 4.99]
(c) & DY = [0, 5] −→ DX = [0, 2.5]
(d) & DY = [0, 5] −→ DZ1

= [1, e5]

(e) & DZ1
= [1, e5] −→ DZ2

= [e, ee5

]et
. Fig. 9 � Un phénomène de 
onvergen
e lenteIntuitivement, on voit que 
es phénomènes sont 
y
liques. Dans l'exemplede la �gure 9 le 
y
le est 
onstitué des 5 
ontraintes :
(a, b, c, d, e).Toutefois, la rédu
tion e�e
tuée sur DX par la 
ontrainte (c) est plus forteque 
elle e�e
tuée sur DX par la 
ontrainte (b) ; il est don
 inutile d'e�e
tuer23




ette dernière. _ Seules (a), (c), (d) et (e) sont pertinentes et une premièresimpli�
ation 
onsiste à réduire le 
y
le à (a, c, d, e).Mais les 
ontraintes (d) et (e) ne permettent que de réduire les domainesde Z1 et Z2. Il serait don
 plus judi
ieux de di�érer leur appli
ation jusqu'àla �n du 
y
le. Le report des 
ontraintes (d) et (e) permet de réduire le
y
le à (a, c). Le nombre d'opérations e�e
tués par IN serait don
 réduit de
O((a, b, c, d, e)k à O(a, c)k où k est le nombre d'itérations né
essaires pouratteindre le point �xe.La présen
e de 
y
les implique l'existen
e d'une série uk = f(uk−1) qui
onverge vers un point �xe u tel que u = f(u). L'équation u = f(u) ne peutmalheureusement pas être simpli�ée de manière symbolique dans le 
as de
ontraintes quel
onques.Il est toutefois possible de simpli�er dynamiquement l'évaluation destermes de la série uk = f(uk−1) pour a

élérer la 
onvergen
e vers le point�xe. Deux types de simpli�
ation sont possibles [20℄ :� Suppression des fon
tions de rédu
tion non pertinentes (e.g., b dansl'exemple 9) ;� Report des fon
tions de rédu
tion qui 
orrespondent à des radi
ellesdu 
y
le (e.g., d, e dans l'exemple 9)XS.9 Utilisation des te
hniques de propagation d'intervalle surles domaines �nis et sur les booléensLes te
hniques de propagation d'intervalles on été utilisées sur d'autresdomaines que les domaines 
ontinus. Nous présentons i
i sommairement leurspossibilités d'appli
ation pour les domaines �nis et les booléens.9.1 La 
onsistan
e d'intervalles sur les domaines �nisL'idée 
onsiste i
i à 
al
uler rapidement la �boite� qui 
ontient l'ensembledes valeurs ar
-
onsistantes du domaine.Dé�nition 9.1 (Intervalle�Consistan
e). Soit (X ,D, C) un CSP et c ∈ C une
ontrainte k-aire sur les variables (x1, . . . , xk). Soit D un domaine �ni, et
D∗ = {min(D), ..,max(D)}. La 
ontrainte c est Intervalle�Consistante ssi :
∀xi ∈ X ,∀vi ∈ {min(Di),max(Di)} ∃v1 ∈ D∗x1

, . . . ,∃vi−1 ∈ D∗xi−1,∃vi+1 ∈
D∗xi+1, . . . ,∃vk ∈ D∗xk

tel que c(v1, . . . , vi−1, xi, vi+1 . . . , vk) est véri�ée.Un CSP est Intervalle�Consistant ssi toutes ses 
ontraintes sont Intervalle�Consistantes.Ce traitement des 
ontraintes sur les domaines �nis est bien adapté auxproblèmes dits �mixtes� où 
ertaines variables sont dé�nies sur les entiers etd'autres sur les réels. 24



9.2 Filtrage de système de 
ontraintes booléensOn peut 
onsidérer les variables booléennes 
omme des entiers qui prennentleurs valeurs dans l'intervalle [0, 1]. Les relations booléennes sont dé�nies dela manière suivante :
◦ and = min = {(x, y, z) ∈ R3 : min(x, y) = z}
◦ or = max = {(x, y, z) ∈ R3 : max(x, y) = z}
◦ not = {(x, y) ∈ R2 : y = 1− x}Le 
al
ul de min et max n'est pas trivial : il faut 
onsidérer 96 
as pour
es 3 fon
tions 
ar pour 
haque 
ouple d'intervalles on peut avoir soit deuxintervalles disjoints, soit un re
ouvrement total entre deux intervalles, soitun re
ouvrement partiel entre deux intervalles.Toutefois, on peut exprimer min et max de la manière suivante qui estplus simple à 
al
uler :
◦ min = ({(x, y, z) ∈ R3, x ≤ y} ∩ {(x, y, z) ∈ R3, z = x})∪

({(x, y, z) ∈ R3, x > y} ∩ {(x, y, z) ∈ R3, z = y})
◦ max = ({(x, y, z) ∈ R3, x ≥ y} ∩ {(x, y, z) ∈ R3, z = x})∪

({(x, y, z) ∈ R3, x < y} ∩ {(x, y, z) ∈ R3, z = y})Les opérations de base de rédu
tion sur les booléens sont :
◦ x ∨ 1 = y ⇒ y = 1
◦ x ∨ 0 = 1⇒ x = 1
◦ x ∧ y = 1⇒ x = 1, y = 1
◦ x ∨ y = 0⇒ x = 0, y = 0De plus on peut utiliser le fait que les booléens sont représentés par des entierspour exprimer fa
ilement des 
ontraintes de 
ardinalité. Soit (x1, .., xn) uneséquen
e de booléens. La 
ontrainte a ≤ x1 + ... + xn ≤ b exprime le faitqu'au moins a et au plus b variables xi doivent être vraies.D'autres 
ontraintes redondantes utiles sont :
◦ a⇒ b : a ≤ b,
◦ if a then b else 
 : (2− a− b)× (1− c + a) = 0 ;
◦ a XOR b : a 6= b.Ce traitement numérique des 
ontraintes est parti
ulièrement bien adaptéaux problèmes mixtes qui mélangent variables booléennes et variables en-tières ou réelles.Exemple 9.1. Soit un problème d'ordonnan
ement dé�ni par un ensemble detâ
hes T = {t1, .., tn}. A 
haque tâ
he ti est asso
ié un 
ouple < si, di > où

si 
orrespond au début de la tâ
he et di à la durée. Pour exprimer que deuxtâ
hes ti et tj partagent la même ressour
e, il su�t d'é
rire :
(si + di ≤ sj) ∨ (sj + dj ≤ si) = 1
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