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1 Arithmeétique des Intervalles

1.1 Notations

o x,y, 2z représentent des variables définies sur les réels; X,Y, Z
représentent des variables définies sur les intervalles ;
u, v représentent des constantes dans R ;
f, g représentent des fonctions définies sur les réels ;
F'. GG représentent des fonctions définies sur les intervalles ;
c correspond & une contrainte définie sur les réels;
C' correspond a une relation définie sur les intervalles ;

D51 (P) est la fermeture (ou le filtrage) par la consistance cstc
(ou cstc est 2B, Box, 3B, Bound) de P .




R =R U{—00,+0} est 'ensemble des réels étendu aux
symboles des infinis.

o IF est un sous-ensemble fini de R™>® contenant en particulier
{_007 +OO} )
a, b représentent des constantes dans IF'
Concrétement, IF correspond & un ensemble de nombres flottants
utilisés dans une implémentation machine.

at (resp. a”) correspond au plus petit (resp. plus grand) nombre

de IF strictement plus grand (resp. plus petit) que a.




1.2 Bases du calcul d’intervalles

Définition 1.1 (Intervalle). Un intervalle [a,b] avec a,b € IFest
’ensemble de nombres réels {r € R | a < r < b}.

Soit 7 un nombre réel. 7 correspond au plus petit (w.r.t. inclusion)

intervalle de IF' contenant r. Z correspond & ’ensemble de tous les

intervalles et est partiellement ordonné par I'inclusion ensembliste.

U(Z) correspond & I’ensemble de toutes les unions d’intervalles.




Commentaire 1.1 (Incidence de la précision des calculs).

Le terme plus petit (w.r.t. inclusion) sous-ensemble doit étre
interprété en fonction de la précision des calculs lors des opérations

en virgule flottante. Nous supposerons ici que :

1. tous les résultats des calculs sont arrondis vers 'extérieur (i.e.,
vers —oo lors du calcul de la borne inférieure d’un intervalle et

vers +0o lors du calcul de la borne supérieure d’un intervalle) ;

. Perreur maximale lors du calcul d’une borne de I'intervalle
associé a une variable du systéme de contraintes intial est

toujours inférieure & un flottant.

La deuxiéme hypothése peut nécessiter de recourir a des "grands
flottants". Elle est toutefois requise pour pouvoir garantir que les
algorithmes de filtrage basés sur une consistance partielle calculent

un point fixe unique




Définition 1.2 (Extension ensembliste). Soit S un sous ensemble de
R. I'approximation de .S —mnotée L15— est le plus petit intervalle
tel que S C I.
Définition 1.3 (Extension aux intervalles).
e Une fonction sur les intervalles F': 7™ — 7 est une extension aux
intervalles de f : R™ — R ssi :

Viy,...,. I, €T :rie€l,....rn €L, = f(ri,...,ry) €
F(li,...,I,).
e Une relation sur les intervalles C : Z" — Bool est une extension
aux intervalles de la relation ¢ : R™ — Bool ssi :

Vip,...,. I, €L:rie€l,....rp €1, = [c(r1,...,Tn) =
C(ly,...,1,)]

Par exemple, la relation sur les intervalles = definie comme

Iy = I, & (I N I3) # () est une extension aux intervalles de la

relation d’égalité sur les réels.




Définition 1.4 (Extension naturelle aux intervalles).
Une fonction sur les intervalles F': 7" — 7 est une extension
naturelle aux intervalles de f : R™ — R ssi F' est 'extension aux

intervalles de f obtenue en remplacant dans f :

¢ chaque constante k£ par son extension naturelle aux intervalles k,

¢ chaque variable par une variable sur les intervalles
¢ chaque opération arithmétique par son extension optimale aux
intervalles (opération qui calcule le plus petit intervalle qui

conserve 1’ensemble des solutions)




Les extensions optimales aux intervalles ont été introduites par
Moore pour les opérations de base sur les intervalles. Par exemple,
soit ® un opérateur binaire parmi {+, —, %, /} et

la,b] ® [c,d]| ={r Oy tel quea <z <bet c<y<d} alors
I’extension optimale aux intervalles pour les qautres opérations de
base est définie par :

a,b] © [c,d] =[a —d,b— ]

a,b] @ [c,d] = [a+ ¢,b+ d]

a,b] ® [c,d] = [min(ac, ad, be, bd), maz(ac, ad, be, bd)]
a,b] @ [e, d] = [min($, §, 2, ) maz($, 4, 2, )] if 0 & [c,d]

c’d’ e’ c’d’e’d

T

es extensions optimales aux intervalles peuvent étre définies pour
quasiment toutes les fonctions élémentaires . Il est important de
remarquer que la forme syntaxique d’une fonction a une trés forte
influence sur la précision de 'extension naturelle aux intervalles qui

lui sera associée.




Exemple 1.1. Soit f(z) =z + x X y + 3 une fonction sur les réels.
Son extension naturelle aux intervalles est définie par
XoXQY @3

Exemple 1.2. Soit les fonctions sur les réels définies par :
o fi(z):2® —x;

o fax):x(x—1).

L’extension naturelle aux intervalles nous donne le résultat suivant :
o Fl([oa 5]) — [_57 25] ;

e F5([0,5]) = [—5,20].

alors que la valeur de 'extension optimale aux intervalles de ces

deux fonctions sur U'intervalle [0, 5] correspond & l'intervalle
[—0.25,20] : le domaine de variation de f1 et fo est [—0.25, 20]

lorsque z varie entre [0, 5] (la dérivée de ces deux fonctions

s’annullent pour x = 0.5).
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2 Propriétés fondamentales de 'arithmétique

des intervalles

Les opérateurs {4+, *} sont commutatifs et associatifs mais la
distributivité n’est pas vérifiée.

Proposition 1. Soit : Z" — 7 I’extension naturelle aux intervalles
de : R™ — R et soit foor ={f(r1,....r0) |1 € I1,...,1 € I, }.
Si chaque r; a une seule occurrence dans f alors

fsor = F(I1,...,1I,) sinon fso C F(I1,...,1,).

Ce résultat peut aisément étre étendu aux relations k-aires sur R".

12



Proposition 2. Soit C' : I™ — Bool 'extension naturelle aux
intervalles d’une équation ¢ : R"™ — Bool. Si chaque x; a une seule
occurrence dans c, alors :

C(ly,....I,) < (3x1 € Dy,...,3x, € Dy, | c(x1,...,2n)).

Exemple 2.1. Voici quelques exemples qui illustrent les limites de la

sous-distributivité :

a) [1,2]=([1,2] = [1,2]) = [-2,2]
[172] * [172] R [172] * [172] — [_373]
b) fljR—>R F12[—>I

Si I = [10,20]  Fy(Ip) = [~10, 10]




2.1 Systéme de contraintes sur les intervalles

Définition 2.1. Un CSP sur les domaines continus est un triplet :
o (X,D,C) ou X ={x1,...,x,} est un ensemble de variables;
o D={Dy,,...,D; } est un ensemble de domaines (D, est le

domaine contenant toutes les valeurs potentielles de la variable

o C={c1,...,cn} est un ensemble de contraintes.

On note Var(C) le sous ensemble de X des variables de C.




Exemple 2.2. Voici quelques exemples de CSP sur les domaines

continus :

Py = V,{Dy,Dgr,D;},{U =R x I})
avec Dp = [10.5,11], Dy = [1,2], Dy = (—00, +00)
}a_::(vcl)laco fé ::(vcl)Qaci)}% ::(vcl)3ycn

avec .

V = {a:,y}
Dy = {D, =[0,100], D, =
Dy = {Dx :]07 2]7 Dy
Dy ={D, =[0.5,1], D, =

0,100]}
0,2[}

1,1.5])

C={r4+y=2,y<z+1, y>1+Inz}




Figure 1: Contraintes des CSP P;, P> et Ps

Les CSP Py, P> et Ps ont le méme ensemble de solutions (cf. fig. 1).




Relations entre CSP

Py représente la classe des CSP vides, i.e., ’ensemble des CSP

dont au moins un domaine est vide.
o D' C D signifie que D, C D, pour tout i € 1..n.

un CSP P = (X, D,() est plus petit qu'un CSP P’ = (X, D’,C)
si D' C D

On note P < P’ cette relation d’ordre.

Par convention Fj est le plus petit des CSP.




2.2 Sémantique d’'un CSP

Soit le CSP P = (X,D,C) avec X = {x1,...,T,},
D={D1,...,D,} et C={cy,...,cn} ou chaque contrainte est
d’arité n. L’ensemble des solutions du CSP P est défini par la

relation N!=7"c; N (ijl X -+ X Dy ).




2.3 Approximation d’'un CSP

Comme il est en général impossible de calculer toutes les solutions
d’un CSP, on cherche a calculer une approximation de cet ensemble
de solutions.

Définition 2.2 (domaine d’approximation). Un domaine
d’approximation A sur R est un sous-ensemble des parties de R
clos par intersection, muni d’une relation d’ordre bien fondée, et tel

que R € A.

71 correspond a ’ensemble des intervalles dont les bornes
appartiennent a IF, un sous ensemble fini de R. Z est partiellement
ordonné par l'inclusion ensembliste et constitue donc un domaine
d’approximation de R. Cet ensemble est un treillis complet dont la
borne inférieure est définie par l'intersection ensembliste et la borne
supérieure par I’union ensembliste.

Définition 2.3 (opérateur de narrowing). Soit A un domaine




d’approximation sur R, p une relation n-aire sur R. La fonction
N : A™ — A™ est un opérateur de narrowing pour la relation p ssi

pour tout u,v € A" on a :

1. N(u) C u,

2. unNp C N(u),
3. u Cv= N(u) C N(v)

La premiére propriété correspond a la contractance, la deuxiéme a

la correction et la troisiéme a la monotonie.




2.4 Algorithme standard de narrowing

Un algorithme standard d’approximation d’un CSP est défini dans
la figure 2. Cet algorithme est dérivé de I'algorithme AC3 utilisé
pour caluler la consistance d’arc sur les domaines finis.
L’approximation qui sera effectivement calculée est définie par la

consistance locale associée a 'opérateur de narrowing.

21



IN-1 (in C, inout D)
Q—A{<x,C; >|C; €Candx; € Var(C))}
while Q) # ()
extract < x;,C; > from @)
D' «+ narrowing(D, x;, C;)
if D' # D then
DD
Q—QU {<z,C>|Crp#C; A
(21, 2;) € Var(Cy)}

1
2
3
4
D
6
7
8

10 endif
11 endwhile

Figure 2: Algorithme standard d’approximation d’un CSP




2.5 Consistances partielles

Les consistances partielles utilisées au niveau des CSP sur les

domaines continus se divisent en deux grandes catégories :

¢ les consistances strictement locales, i.e., qui ne travaillent que sur

une seule contrainte

¢ les consistances partielles qui ne sont pas strictement locales, i.e.,
qui vérifient certaines propriétés sur I’ensemble (ou sur un

sous-ensemble) du systéme de contraintes locales




3 2-B-Consistance

La 2-B-Consistance est une approximation de la consistance d’arc

et est donc une consistance strictement locale.

La contrainte c est 2B—Consistante si pour toute variable x de
domaine D, = |[a, b] il existe des valeurs dans les domaines de
toutes les autres variables qui satisfont ¢ lorsque = est instancié
avec a et lorsque z est instancié avec b.

Ou encore si ¢ peut s’écrire sous la forme f(x) = 0, alors a et b sont
respectivement le plus petit et le plus grand zéro de f(x) dans

Iespace délimité par D, X ... x D, .




Définition 3.1 (2B—Consistance). Soit (X, D,C) un CSP et c € C
une contrainte k-aire sur les variables (z1,...,xx). La contrainte ¢

est 2B Consistante ssi :

\V/’L,Dwz = D{’UZ c Dw% | du, € le, Cee EIUi_l c Daci—la EIUH_l c

Dy, 4+1,...3v € Dy, tel que c(vy,...,v0;—1,%;,Vit1...,0) est
vérifiée }.

Un CSP est 2B—Consistant ssi toutes ses contraintes sont

2B—Consistantes.




3.1 Consistance d’arc versus 2 B Consistance

La 2B-Consistance est une consistance plus faible que la

consistance d’arc :

¢ La consistance d’arc impose une condition sur tous les éléments
des domaines ;

¢ La 2-B—Consistance impose cette méme condition aux seules
bornes de l'intervalle qui contient les domaines.

Exemple 3.1. P = {{z,y},{D.,D,},{x = y*}} avec

D, =11,4], D, = [-2,+2]

P est 2-B—Consistant, mais pas consistant d’arc car la valeur 0 de

D, n’a pas de support dans D,.




La 2-B—Consistance ne garantit pas I’existence d’une solution.
Exemple 3.2. P’ = {{z,y},{Dy, D, }, {2 =4,9* =9, xxy = 1}}
avec D, =] —2,2[, D, = [-3,+3]

P’ est 2-B—Consistant, mais n’a pas de solution.




La propriété suivante explicite la relation entre la 2B—Consistance

et 'extension aux intervalles d’une contrainte.

Proposition 3. Soit (X,D,C) un CSP tel qu’aucune contrainte de C
ne contienne des occurrences multiples des variables de X', soit

c € C une contrainte d’arité k définie sur (x1,...,2x). c est
2-B-Consistant ssi pour tout x; de {x1,..., 2%} tel que D,, = [a,b]
les relations ci-dessous sont vérifiées :

o C(Dg,y..., Dy, ]a,a™),D ooy Dy ),

’ Tit1
Dy, ).

o C(Dg,,..., Dy, ,,(b=,b],D

$i+17..

ou [a,a™) et (b, b] sont des intervalles semi-ouverts.




3.2 filtrage par 2-B—Consistance

Définition 3.2 (filtrage par 2B—Consistance). Un filtrage par
2-B-Consistance d'un CSP P = (X, D, () est un CSP
P = (X,D,C) tel que :

. P'=P,ie. P et P’ ont les mémes solutions;
. P’ est 2-B-Consistant,
. PP,

. D' C D et les domaines de D’ sont les plus grands domaines tel

que P’ soit un filtrage par 2-B—Consistance de P.

Le filtrage par 2-B—Consistance existe toujours et est unique.

On note P’ = ®55(P). Ainsi, dans 'exemple 1 : P, =55 (Py).




3.3 Calcul de la 2 B Consistance

Le calcul de la 2-B—Consistance repose sur ’approximation des
fonctions de projection utilisées pour réduire le domaine des

variables dans la fonction narrowing(D, z,C') de IN-1

Soit ¢ une contrainte k-aire sur (x1,...,Tg), et

<I,...,I;, >€ I* un ensemble de domaines, m;(c, I; X -+ x Ij)
dénote la projection sur x; de I’ensemble des solutions de ¢ dans
I’espace délimité par I7 X --- X Ij.

Définition 3.3 (projection d’une contrainte).

mi(e, Iy x -+ x 1) : (C,I%) — U(Z) est la projection de c sur x; ssi :

7'('2'(6,]1 X e Xlk):{’(}z' e I, ‘ EI<v1,...,vi_1,vi+1,...,vk >c
Il X oo XIi_l Xli_|_1,... Xlk tel que C(Ul,...,?}i,...,?}k) est Vrai}




La projection d’une contrainte sur une variable n’est en général pas
un intervalle mais une union d’intervalles. Pour éviter de devoir
gérer les unions d’intervalles on approxime cette projection par un

intervalle.

Définition 3.4 (approximation de la projection).

AP;(c, Iy x - x I1,) : (C,Z%) — T est une approximation de

mi(e, [y X -+ - X I) ssi

AP;(c, Iy x -+ x I) =0 mi(c, 4 X -+ x I) =

(Min m;(c, Iy X --- X I), Max m;(c, 11 X --- X I})].

En d’autres termes, AP;(c,I; X --- X Ij) est le plus petit intervalle

contenant la projection m;(c, [1 X -+ X Ip).

Il resulte de ces définitions qu’une contrainte ¢ est 2B—Consistante
sur < Iy,...,Ix > si pour tout i dans {1,...,k},
Iz’ = APi(C,Il X e X Ik)




¢ Le calcul de AP; est immeédiat pour les fonctions monotones : il
suffit d’évaluer la fonction de projection pour les bornes de

I'intervalle associé a la variable x;.

un des problémes majeurs de la 2-B—Consistance est que AP; ne

peut pas étre calculée directement dans le cas général ou il est
difficile de définir les fonctions Min et Max

Si une variable & des occurrences multiples. La solution consiste
alors a décomposer les contraintes en fonctions primitives pour

lesquelles il est facile d’identifier les parties monotones.




Exemple 3.3 (évaluation des fonctions de projection). Voici deux

exemples d’évaluation de fonctions de projection :

(a) Soit x =y + 2% et D, =[0,6],D, = [5,9], D, = [-2,4].
La fonction de projection pour y est D) «— (D, — D2) N D,,.
D’ou : D?’J = ([0,6] — [0,16]) N [5,9] = [5, 6].
On remarquera que pour calculer D? on a utilisé I'extension
optimale aux intervalles de la fonction puissance et non le

produit.

(b) Soit = +y* et D; «— /D, N D,

L’évaluation de la fonction de projection demande dans ce cas

une analyse des parties monotones :

Si D, = [4,9] et D, = [—~1,5] alors D, vaut [2,3] et non [~1, 3]
car aucune des valeurs entre —1 et /D, n’a de support dans D,,.
Par contre, si D, = [4,9] et D, = [-2,5] alors D;, vaut [-2, 3]
car —2 a pour support —v/4.




¢ La décomposition d’un systéme de contraintes C en un systéme
de contraintes primitives decomp(C) ne change pas la
sémantique : C et decomp(C) ont les mémes solutions.
une propriété locale comme la 2B—Consistance, la portée des
vérifications effectuées par la 2B—Consistante est réduite par la
décomposition : si une variable x posseéde des occurrences

multiples dans une contrainte ¢ € C, alors les différentes

occurrences de x dans decomp(c) pourront varier

indépendamment les unes des autres et le filtrage par

2B—-Consistance de decomp(C) sera plus faible que celui de C.




Exemple 3.4 (décomposition du systéme de contraintes).

Soit ¢ : x1 + o — x1 = 0 une contrainte D,, = [—1,1], D,, = [0, 1]
les domaines de x1 et zo. Puisque x; apparait deux fois dans ¢, sa
deuxiéme occurrence sera remplacée par une nouvelle variable x3 .
On a donc decomp(c) = {x1 + x2 —x3 = 0,21 = x3}.

Dans ce nouveau systéme de contraintes, chaque fonction de
projection peut étre évaluée aisément a 1’aide des opérations du

calcul d’intervalle. Par exemple :

APy (x1 +292 —23=0,Dy,, Dy,, D) est Dy, N (Dy, © Dyy).

Toutefois la décomposition accentue les limites due a la localité de
la 2-B—Consistance : la contrainte initiale n’est pas
2-B-Consistante (aucune valeur x; ne permet de satisfaire la
contrainte lorsque xo = 1) alors que le systéme décomposé est
2-B-Consistant (les valeurs z; = —1 et 3 = 0 satisfont

r1 + 9 — x3 = 0 lorsque x5 = 1).




3.4 Algorithme de calcul de la 2-B-Consistance

L’algorithme de calcul de la 2-B-Consistance résulte directement
de I'instanciation de la fonction narrowing par le calcul des

fonctions extremum (cf. figure 3 ) dans 'algorithme IN-1.

1 function narrow (D, x;,C,) : set of domains

2 m <« Min,, (C,D,,)
3 M «— Mazx,,(C,D,,)
4 return D|D,, «— |m, M]||

Figure 3: Fonction narrowing pour le calcul de la 2-B-Consistance




Exemple 3.5 (filtrage par 2-B—Consistance). Soit
ci:rx+y=1,c:y=2%2,D, =[-4,5],D, =[3,+00),D, =[1,2].
La file des couples <contrainte,variable> & traiter est
Q={a:<c,x>b:<c,y>c:<coy>,d:<coz>}
1. Sélection de a, D, «— [—4, —2].
Aucun élément n’est ajouté dans Q).
. Sélection de b, D,, < [3, 5].

Aucun élément n’est ajouté dans Q).

. Sélection de ¢, D, — [3,4].
Q={d:<co,z>a:<c,xr >}

. Sélection de d, D, « [1.5,2].
Aucun élément n’est ajouté dans Q).

. Sélection de a, D, «— [—3,—2].

Aucun élément n’est ajouté dans Q).

. Q=10




4 2-B(w)-Consistance

4.1 Arrét prématuré de 'algorithme de propagation

Lors de convergences asymptotiques il est en général préférable

d’arréter la propagation avant d’atteindre le point fixe. En effet, il
n’est pas réaliste dans ce cas de vouloir réduire tous les intervalles
jusqu’a ce qu’aucun élément de IF (e.g., aucun flottant) ne puisse

étre enlevé.




Exemple 4.1. Soit :
X =2xY
Y =X
Dx = [-10,10], Dy = [-10,10]

La 2B-consistance va opérer les réductions suivantes :

— [-5, 5] Dx = [-5,5]
—2.5,2.5, Dx = [-2.5,2.5]
—1.25,1.25] Dx = [~1.25,1.25]
— [~0.625,0.625] Dy = [—0.625,0.625]

il est préférable d’arréter la propagation avant d’atteindre le point

fixe ...




On introduit de ce fait une notion de “largeur” de borne (cf. figure
4) et on se contente de rechercher une solution dans cette borne
large. On appelle 2B(w)—Consistance la consistance obtenue lors

d’un tel arrét prématuré de I'algorithme de filtrage.

bW

Figure 4: illustration de la notion de borne “large”




Formellement, la 2B(w)-Consistance peut étre définie de la maniére
suivante :

Définition 4.1. Soit (X, D,C) un CSP, x € X, D, = [a,b], w un
entier positif. D, est 2-B(w)—Consistant si pour toute contrainte
c(x,x1,...,x) de C si les relations suivantes sont vérifiées :

1) Jv € [a,a™), Juy,...,v5 € Dy, X -+ X Dy, | c(v,v1,...,0%)

2) ' e (b7, 0], vy, ...,v;, € Dy, X - X Dy, | c(v),0v],...,05)

ol a™™¥ (resp.a” ") dénote le (w + 1)**™¢ floattant aprés (resp.

avant) a.
Un CSP est 2-B(w)—Consistant ssi tous ses domaines sont
2-B(w)—Consistants

L’algorithme de filtrage par 2B(w)—Consistance s’obtient en
modifiant la fonction Narrow pour que la réduction du domaine ne

soit effectuée que lorsqu’elle est supérieure a w.




4.2 Problémes de la 2B(w)-Consistance

&

Le fait de ne plus réduire le plus possible les intervalles a chaque
étape fait perdre la notion de point fixe : le filtrage par
2-B(w)—Consistance dépend de 'ordre d’évaluation des fonctions
de projection.

Soit D, = [a,b] le domaine de x dans un CSP P, [a1,b1] le
domaine de x aprés filtrage par 2B(w)—Consistance de P, et

las, bs] le domaine de x apres filtrage par 2B—Consistance de P.
Il n’y a pas de rapport direct entre la valeur de w et la distance
a1 — asl;

Le mode de décomposition d’un systéme de contraintes peut
avoir une influence sur 'ordre d’évaluation des fonctions de
projection et peut de ce fait affecter le résultat d’un filtrage par
2B (w1 )-Consistance ;

Si les nombres manipulés ont des valeurs trés hétérogénes, il est

indispensable d’utiliser une valeur relative pour w




Exemple 4.2.

cL:r=vy, Cy:T=2, c3:2°=4
D, =1-10,2|,D, = [-2,2],D, = |[-1.5,2] et w = 1.

¢ Ordre 1 : < cq,c9,c3 >
Dot Q ={<c1,x > <c1,y > <co,x><Ca,2>,<C3,T >

. Sélection de < ¢y, x >, D, «— [—2,2]

. Sélection de < ¢1,y >, D, ne change pas
Aucun élément n’est ajouté dans Q).

. Sélection de < co,x >, D, ne change pas car la réduction est
inférieure a w ;

. Sélections de < co, 2 >, < c3,x > ne permettent d’effectuer

aucune réduction.




cL:x=y, cCp:T =2, c3:x°=4
D, = [-10,2], D, = [-2,2], D, = [~1.5,2] et w = 1.

¢ Ordre 2 : < c9,c1,c3 >
Dot Q ={< co,x >,<co,2>,<c1,x >,< 1,y >,<C3,T >

1.

Sélection de < co,x >, D, «— [—1.5,2].

Aucun élément n’est ajouté dans Q).

. Sélection de < c9,z2 >, < ¢y, >, < c1,y > ne permettent

d’effectuer aucune réduction.

. Sélection de < c3,x >, D, « [2,2]

< c1,y > et < co, z > sont ajoutés dans ().

. Sélection de < ¢1,y >, D,, «— (2, 2]

. Sélection de < ¢, 2 >, D, « [2,2]




Remarques :

Soit D, = |a,b] le domaine de x dans un CSP P, [a1,bq] le
domaine de x aprés filtrage par 2B(w,)—Consistance de P, et

las, bo] le domaine de x aprés filtrage par 2B(ws)-Consistance de
P. wy < we n’implique pas [a1,b1] C [asg, ba].

Un w plus grand peut empécher la fonction de projection d’une
contrainte c; de réduire le domaine d’une variable x et permettre
ainsi & la fonction de projection d’une contrainte c;. d’effectuer une

réduction plus significative sur le domaine de cette méme variable .

Exemple 4.3. Soit f1 :y«— 071 x2 fo:y«—06x2x+=2
D, =10,10] Dy=[-10,20] Dz =[0,0.9]

Siw =2, fi peut réduire D, a [0,7.1] et fo ne peut plus effectuer

aucune réduction.

Si w = 3, f1 ne peut effectuer aucune réduction et fo peut réduire
D, a]0.8,6.9]




5 3B-Consistance

La 2B—Consistance est uniquement une consistance partielle et
comme la consistance d’arc elle est souvent trop faible pour
permettre une approximation fine du domaine des variables. De

méme que des consistances plus fortes, basées sur ’arc consistance

(e.g., consistance de chemin), ont été introduites dans les domaines

finis, des consistances plus fortes ont été proposées “au dessus” de

la 2B—Consistance.




5.1 3B-Consistance

Le principe de la 3B—Consistance est de vérifier si le systéme de

contraintes ne devient pas trivialement inconsistant (i.e., la

2B—Consistance permet de générer des domaines vides) lorsqu’une
variable est instanciée par la valeur d’une des bornes de l'intervalle
qui lui est associée.

En d’autres termes, la 3B—Consistance cherche & vérifier si une

borne peut effectivement étre solution.




Définition 5.1 (3B—Consistance). Soit P = (X, D,C) un CSP et x

une variable de X de domaine [a, b]. Soit :

¢ Ppi[q,a+) le CSP derivé de P en substituant D, dans D par
Dalc = |a, a+) ;

¢ Ppz_(p- ) le CSP derivé de P en substituant D, dans D par

D2 = (b—,0].
D, est 3B—Consistant ssi <I>2B(PD918) + Py et (I)zB(PDg) * Py.

Un CSP est 3 B Consistant ssi tous ses domaines sont
3B Consistants.




Exemple 5.1. Dans 'exemple 2.2, P; et P, ne sont pas

3-B-Consistants mais P5; est 3-B—Consistant :
P3; = ®3p(P1) = ®3p(F2).

Tout CSP qui est 3B—Consistant est aussi 2B—Consistant . La
généralisation de la 3—-B—Consistance a la k—-B—Consistance est
immeédiate .

Définition 5.2 (filtrage par 3B—Consistance). Un filtrage par
3—-B—Consistance de P est un CSP P’ qui vérifie :

1. PP =P,
2. P’ est 3-B—Consistant,
3. P' < P,

4.V P"=W,D",C),{P"=P N (P" est
3-B—Consistant) A P/ < P N PP X P"} = D" =D’




function 3B-filtering(P)
% Pré-condition : P = (V,D,C) est un CSP
% Post-condition : le résultat est un CSP P = (V,D,C) 3B consistant
% S : Vecteur des A utilisés pour la réduction des domaines
% n : cardinal de V
— —
PF «— false % PF : vecteur de booléens qui indique si le

point fixe est atteint pour chaque domaine

—
while = PF do

for :=1...n do
if -PF,, then S;, < min(Ss,,size(Dg,))/2
% Valeur initiale des S,, : maxvalue
it Sz, < w then PFy, < true
Sz, — W
D «— 3B-fixpoint(P, S)

return P




% Pré-condition : P = (V,D,C) est un CSP
% Post-condition : le résultat est un CSP P = (V,D,C) | P = ®2(P)
PF «— fdlsd’F : booléen qui indique si le point fixe est atteint
while -PF do
PF «— true
for i =1..% ndo : cardinal de V
Poorme inf = (Vi {Dsrs- .o Dar_ysasa+ Su,], Dayyrs -y Dan 1,C)
if 2B filtering(Pyorne inf) = Pz then
PF «— false
Dy, < Dy, \ [&7a+sw7;]
D «— 2B-filtering(P)
Pyorne sup = Vy,{Days-- s Dy, [b—=S2;,b], D,y ys...,De, },C)
if 2B iltering(Pyorne sup) = Pz then
PF «— false
Dl’i — Dl’i \ [b_ Sﬂ?wb]
D «— 2B-filtering(P)

return D

1
2
3
4
9!
6
7
8
9




Algorithme = une suite de tentatives de refutation
Soit Dy = [a,b] dans un CSP P, si ®35(P, |, a—2kb]) =0,
o alors la portion [a, 2t2) de D, est éliminé et le filtrage se

poursuit sur lintervalle [¢£2, 0] ;

a_+b]
-

o sinon le filtrage se poursuit avec I'intervalle |[a,

La figure 5 présente les premiéres étapes d’une réduction d’un

intervalle [a,b] & partir de la borne gauche : ®35(Pp, . [q,47) = 0,
P3(Pp,—ja,q) # 0, ®3p(Pp, —[a,a) # 0, P3B(Pp, (o e)_(ba

L’algorithme s’arréte lorsque le point fixe est atteint ou lorsque
I'intervalle qu’on essaye de refuter devient plus petit qu’une valeur

absolue (ou relative) w fixée.




Figure 5: Exemple de réduction de la borne gauche




Exemple 5.2. Soit C ={x—y =0,x+y =100}, D, = D, = |0, 100].
Ce systéme est 2-B—Consistant mais non 3-B—Consistant : la
3-B—Consistance permet d’approximer avec précision 1'unique

solution.

Remarques :

Il est facile de voir que la 3—B—Consistance calcule la consistance
totale si le systéme de contraintes n’a que deux variables. De
maniére générale, on peut montrer que la k-B—Consistance fournit
une procédure pour décider de la satisfiabilité d’un systéme de

k — 1 variables.

Une question intéressante est celle de la relation entre ®55(P) et

®35(Paecomp) : les exemples 5.3 et 5.4 montrent respectivement que

ni la relation ®25(P) X ®35(Piecomp), ni la relation
(I)gB (Pdecomp) j (I)QB(P) n’est vérifié.




Exemple 5.3. Soit P le CSP défini par
C = {331 + X9 = 10;331 + X1 — 2 X L9 :O}, le = Dacg = [0,10]
decomp(ri + 11 —2X 2o =0)={x1+ 23 —2X 25 =0,23 =21}. P

est 2B-Consistant mais Pjyecomp n'est pas 3B-Consistant : En eflet,

lorsque 1 est fixé a 10, @2B(PD$1<_[10—,10]) = Py car D,, est réduit

a (. Dans ce cas le lien entre x1 et x3 est préservé et la
3B—Consistance reduit D,., a [5,5].

Exemple 5.4. Soit ¢ la contrainte x1 * x9 — 21 + 23 — 21 + 1 = 0;
D, =1[-4,3],D,, =[1,2] et D,, = [—1,5] les domaines de ses
variables.

decomp(c) ={x1 x93 — x4 + 23 — 25 + 6 = 0,21 = x4 = 5 = X4 }.
c n’est pas 2B-Consistant car aucun couple de valeurs de D,, et de
D, ne vérifie la relation lorsque z3 = 5.

Toutefois, decomp(c) est3B—Consistant. La perte du lien entre les

deux occurrences de x; interdit la réduction du domaine de x3.




6 La Box—Consistance

&

La Box—Consistance est une approximation plus grossiére de la

consistance d’arc que la 2B—Consistance.

La Box—Consistance peut étre définie en remplacant dans la
définition de la 2B—Consitance toutes les variables quantifiées
existentiellement (sauf une) par 'intervalle qui correspond & leur

domaine.

La Box—Consistance génére un systéme de fonctions univariables

qui peut étre résolu par la méthode de Newton.

La Box—Consistance n’amplifie pas le probléme de localité des

consistances partielles




6.1 Définition et propriétés de la Box—Consistance

Définition 6.1 (Box—Consistance). Soit (X, D,C) un CSP et ¢ € C
une contrainte k—aire définie sur les variables (x1,...,zg). c est
Box—Consistant si, pour tout x; dans {z1,...,xx} tel que

D,., = |a,b], les relations ci-dessous sont vérifiées :

1. C(Dgyy... Dy, ,,[a,a™), D ooy Dy ),

9 Tit1
2. C(Dy,,..., Dy, ,,(b=,b],D ., D).

wi—|—17..

Le filtrage par Box—Consistance de P est défini de maniére similaire

au filtrage par 2B—Consistance de P, et est noté ®p,..(P).




Proposition 4. Oop(P) = Py (P) et Pop(P) = Py, (P) si
aucune variable n’a d’occurrences multiples dans les contraintes de

C.

Tout CSP qui est 2B—Consistant est aussi Box—Consistant, alors

qu'un CSP peut étre Box—Consistant sans étre 2B—Consistant (cf.

exemple 6.1).

Exemple 6.1. L’exemple 3.4 n’est pas 2B—Consistant pour xrs mais
est Box—Consistant pour x5 car ([—1,1]® [0,07] & [-1,1]) N[0, 0] et
([-1,1] e [17,1] & [-1,1]) N[0, 0] ne sont pas vides.




Toutefois, la décomposition du systéme de contraintes amplifie les
limites dues au caractére local de la 2B—Consistance.ll en résulte
que la 2B—Consistance sur le systéme décomposé est plus faible que

la Box—Consistance sur le systéme initial :
Proposition 5. P por(P) =X Pan(Paeccomp)

Preuve : Pour le calcul des consistances locales, CSP Piecomyp €st
une relaxation de P. Dot : @5, (P) =2 ®pox(Piccomp). Or du fait

que Pgecomp Ne contient pas d’occurrences multiples de variables,

on a : (I)Bozc (Pdecomp) = (I)ZB (Pdecomp)a et donc
(I)Box(P) j (I)QB (Pdecornp)<>




Exemple 6.2. Soit ¢ la contrainte x1 + xo — 1 — 1 = 0,

D, =|[-1,1] et D,, = [0.5,1] les domaines des variables de c. ¢
n’est pas Box—Consistant car

[—1,—-17]®[0.5,1] & [-1,-1FT] & [-1,—-17] N [0, 0] est vide. Par

contre, decomp(c) est 2B—Consistant pour D, and D, .

La Box—Consistance reste toutefois une consistance locale, et on

peut montrer que P35 (Pgecomp) = Prox(P).




6.2 Calcul de la Box—Consistance

L’algorithme proposé dans pour effectuer un filtrage par

Box—Consistance est basé sur ’algorithme générique IN (cf. figure

2) utilisé pour la 2B-Consistance . La fonction narrow(c, D)

réduit les domaines des variables de ¢ jusqu’a ce que c soit
Box—Consistant.

Schématiquement, pour chaque variable z de la contrainte ¢ une
fonction univariable sur intervalles est générée en remplacant toutes
les variables sauf x par leur domaine. Le processus consiste alors a
trouver le zéro le plus a gauche et la plus a droite dans toutes ces

fonctions univariables sur intervalles qui sont de la forme :
C(DgyyeesDyy 2, D D, )=0.

$¢_|_17 )

La fonctionLNAR calcule le zéro le plus a gauche de F, pour la

@Dans Numerica, une heuristique de “domain splitting” est combinée avec cet

algorithme de filtrage pour trouver toutes les solutions.




variable x de domaine initial I, :

¢ LNAR réduit d’abord le domaine de l'intervalle I, avec la fonction
NEWTON (F,,I,) qui correspond a l’extension aux intervalles
de la méthode de Newton
Si la fonction NEWTON (F,, I,) ne peut pas réduire
suffisamment le domaine I, pour le rendre Box—Consistant, une
division du domaine est effectuée pour s’assurer que la borne
gauche de I, est effectivement un zéro.
La fonction SPLIT divise l'intervalle I en deux intervalles I; et

I> ; I, étant la partie gauche de 'intervalle initial.

Ce processus de division permet d’éviter la recherche d’une “safe
starting box” pour Newton ( méme si F, n’est pas différentiable, la

fonction LNAR va trouver le zéro le plus a gauche grace au processus

de division).




function LNAR (IN : F, I, return Interval)
r « right(/)
if 0¢ F,(I,) then return ()
else I, «— NEWTON (Fy,1;)
if 0 € Fy([left(I),left(I)"]) then return [left(I),r]
else SPLIT(I;,1:,12)
Ly < LNAR(F;, Ih)

if L1 # 0 then return [left(L1),7]
else return [left(LNAR(F;, I2)),r]
endif

Figure 6: Function LNAR




Soit : f : R — R.
D’aprés le théoréme, on a pour toute valeur a entre u et v :

fw) = f(v) = (u—2)f(a)

Si v est un zéro de f on obtient : v = u — %

D’apres 'arithmétique des intervalles, si a € I alors f(a) € F(I). De plus

si I' est I'extension naturelle aux intervalles de f, alors v € u — 5,((?) —

N(F,F',a,I). Il en résulte que v est un zéro de f siv € N*(F, F', I) avec :
N*(F,F',I)=1,(n>1) ou:

In =1

Iiy1 = N(F, F', center(1;),I) N I

In — In—1

Figure 7: Rappel du principe de 'opérateur itératf de Newton




7 Bound-Consistance

Comme la 2B—Consistance, la Box—Consistance a été généralisée
pour limiter les effets de localité. Schématiquement, la
Bound-Consistance applique le principe de la 3B—Consistance a la
Box—Consistance : elle vérifie si la Box—Consistance peut étre
appliquée lorsque le domaine d’une variable est réduit a la valeur

d’une de ses bornes.




Définition 7.1 (Bound-Consistance). Soit (X, D,C) un CSP et
¢ € C une contrainte d’arité k définie sur les variables (x1,...,zg).

c est Bound—Consistant si pour tout x; € (z1,...,xx) avec

D.. = |a,b], les propriétes suivantes sont vérifiées :
1. ®5os(C(Dayy. . Du. . la,at), Da,.rs... D)) # Py,

9 Lit+1?

2. ® 0y (C(Dayy. .y Doy, (07,0, Dayrs - D)) # Py,

Comme @ g, (P) <X P2p(Piccomp) On a :
(I)Bound(P) j (I)SB(Pdecomp)-




